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Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterlhumsfreunden  im  Rheinlande.  H.78  — 81. 
Bonn  4884—86. 

Veith,  C.  von,  Das  römische  Köln.  Nebst  einem  Plane  der  röm.  Sladt.  Im 
Auftr.  des  Vorstandes  des  Vereins  v.  Alterthumsfr.  im  Rheinl.  ver- 
fasst.  Festprogramm  zu  Winckelmanns  Geburtstagsfeier.  Bonn  4  885. 

Dreiundsechzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vaterlön- 
dische  Cultur.  Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbeiten  und 
Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  4  885.  Breslau  4886.  Nebst 
Ergänzungsbeft:  Stensel,  K.  G.,  Rhizodendron  Oppoliense  Göpp. 
Breslau  4  886. 

Schriften  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Da nz ig.  N.F.  Bd.  6,  H.  8. 
Danzig  4886. 

Göppert,  H,  R.,  u.  A.  Menge,  Die  Flora  des  Bernsteins  u.  ihre  Beziehungen 
zur  Flora  der  Tertiörformalion  u.  der  Gegenwart.  Fortgesetzt  von 
H.  Conwentz,  Mit  Unterstütz,  d.  Westpreuss.  Provinzial-Landtngs 
herausg.  von  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Danzig.  Bd.  2. 
Danzig  4  886. 
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Färstemann,  E.y  Erläuterungen  zur  Mayahandschrift  der  Königl.  öffenM. 
Bibliothek  zu  Dresden.  Herausgeg.  auf  Veranlassung  der  General- 
Direction  der  Königl.  Sammlungen  f.  Kunst  u.  Wissenschaft.  Dresden 
4886. 

Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bareaus.  Redig.  v.  V.  Böhmert. 
Jahrg.  84  (4885),  H.  4 — 4  u.  Beilage:  Zeuner,  G.,  Zur  mathematischen 
Statistik.  Dresden  4886.  Jahrg.  32  (4886),  Supplementheft.  Dresden 
4  886. 

Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur- u.  Heilkunde  in  Dresden.  Sitzungs- 
periode 4  885—86.  Dresden  4886. 

Sitzungsberichte  und  Abhandlungen   der  naturwissenscbafll.  Gesellschaft 

Isis   in  Dresden.    Jahrg.  4885.    Jahrg.  4886,  Jan -—Juni.    Dresden 

4886. 
Kgl.  Sächsisches  Polytechnikum  zu  Dresden.  Ergänzung  zum  Programm  f.d. 

Studienjahr  4  883/86,    enthalt,  d.  Verzeichniss  d.  Vorlesungen  f.  d. 

Sommersem.  4  886.  — Programm  f.  d.  Studienjahr,  bez.  Wintersem. 

1886/87. 

Codex  diplomaticus  Saxoniae  Regiae.  Im  Auftrag  des  Königl.  Sachs.  Staats- 
ministeriums  heraosg.  von  0.  Posse  u.  H.  Ennisch.  II.  Haupttheil. 
Bd.  4  3  (ürkundenbucb  der  Stadt  Freiberg  in  Sachsen.  Heratisg.  von 
H.  Ermisch.  Bd.  2).  Leipzig  4  886. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicinischen  Societät  in  Erlangen.  Heft 
47.  Erlangen  4  885. 

Jahresbericht  des  physikalischen  Vereins  zu  Frankfurt  a/M.  f.  d.  Rech- 
nungsjahr 4884 — 85.  Frankfurt  a/M.  4  886. 

Monatliche  Mittheilungen  aus  dem  Gesammtgebiete  der  Natunvissenschaf- 
ten.  Organ  des  Naturwissenschafil.  Vereins  des  Reg.-Bezirks  Frank- 
furt. Hsg.  V.  E.  Hulh.  Jahrg.  4,  No.  4.  Frankfurt  a/0.  4886. 

Jahrbuch  für  d.  Berg-  und  Hüttenwesen  im  Königreich  Sachsen  auf  d.  Jahr 
4886.  Freiberg  4886. 

24.  Bericht  der  Oberhessischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde. 
Giessen  4886. 

Neues  Lausitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 
Wissensch.  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  Schönwälder.  Bd.  64,  H.  2. 
Görlitz  4883. 

Abhandlungen  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttin  gen. 
Bd.  32,  aus  d.  J.  4883.  Göttingen  4885. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 
Georg-Augusts-Universität  aus  d.  J.  4885.  Göttingen  4885. 

Bericht  über  die  im  Jahr  4  885  den  Herzogt.  Sammlungen  zugegangenen 
Geschenke.  Gotha  4886. 

Nova  Acta  Academiae  Carolinae  Leopoldinae  Caesarcae  German.  naturae 
curiosorum.  T.  47.  48.  Halis  4  885.  86. 

Leopoldina.  Amtl.  Organ  d.  kais.  Leopoldinisch-Carolinisch-deutschen  Akad. 
der  Naturforscher.  H.XXI,No.21— 24.  XXII,No.  4— 20.  Hane4886. 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.  Originalabhandlungen  u.  Berichte. 
Hrsg.  vom  Naturwiss.  Verein  f.  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle. 
4.  Folge,  Bd.  4,  4883  (d.  ganzen  Reihe  58.  Bd.),  H.  5.  6.  Bd.  5,  4  886 
(d.  ganzen  Reihe  59.  Bd.;,  H.  4—3.  Halle  4885.  86. 

Verhandlungen  des  nnturhislor.-medicin.  Vereins  zu  Heidelberg.  N.  F. 
Bd.  3,  H.  3.  Heidelberg  4  886. 
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Festschrift  zur  Feier  des  500jährigen  Bestehens  der  Ruperlo-CaroUna, 
dargebr.  von  d.  naturhistor.-medicin.  Verein  za  Heidelberg.  Heidel- 
berg 4  886. 

Veröffentlichungen  der  Grossherz.  Sternwarte  zu  Karlsruhe.  Hrsg.  von 
W.  Valentiner.  H.  2.  Beobachtungen  am  Meridiankreis.  Karlsruhe 
488B. 

Chronik  der  üniversitöt  zu  Kiel  f.  d.  J.  4884/85.  F,  d.  J.  4885/86;  Ver- 
zeichniss  d.  Vorles.  Winter  4  884/85,  Sommer  4  885,  Winter  4885/86, 
Sommer  4886;  Personalverz.  Sommer  4884,  Winter  4884/85.  Bloss, 
Frdr.,  De  Phaethontis  Euripideae  fragmentis  Claromontunis.  D&rs.j 
Die  socialen  Zustände  Athens  im  4.  Jhd.  v.  Chr.  Brockhaus,  Friedr., 
Nikolaus  Falck.  Förster,  Rieh.,  De  Polemonis  Physiognomicis.  Ders., 
Die  klassische  Philologie  der  Gegenwart.  Ders.,  Lucian  in  der  Re- 
naissance. Klostermann,  Aug.,  Die  Gottesfurcht  als  Hauptstück  der 
Weisheit.  Waitz,  Geo.,  Friedrich  Christoph  Dahlmann.  Weyer,  G. 
D.  E.,  Heinrich  Ferdinand  Scherk. —  29  Dissertationen  v.J. 4884/85, 
72  Dissert.  v.  J.  4  885/86. 

Ergebnisse  der  Beobacbtungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jahrg.  4885,  H.  4—42.  Berlin  4886. 

Schriften  der  physikal. -ökonomischen  Gesellschaft  zu  Kö n  i gsbe rg.  Jahrg. 
26  (4885).  Königsberg  4886. 

Vierteljahrsschrift  der  astronom.  Gesellschaft.  Jahrg.  20,  H.  4.  Jahrg.  24, 
H.  4—4.  Leipzig  4886. 

Romberg,  H.,  Genäherte  Oerter  der  Fixsterne,  von  welchen  in  den  Astronom. 
Nachrichten  Bd.  67  —  412  selbständige  Beobachtungen  angeführt 
sind,  für  die  Epoche  4855  hergeleitet  u.  nach  d.  geraden  Aufsteig, 
geordnet.  Publication  der  astronomischen  Gesellschaft,  XVUi. 
Leipzig  4  886. 

Sitzungsberichte  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Leipzig.  Jahrg.  4  4 
(1884).   42  (4885).  Leipzig  4885.  86. 

Zeitschrift  des  Vereins  für  Lübeckische  Geschichte  u.  Alterthumskunde. 
Bd.  5,  H.  4.   Lübeck  4886. 

Jahresbericht  u.  Abhandlungen  des  Naturwissenschaft!.  Vereins  in  Magde- 
burg. 4885.  Magdeburg  4  886. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  Juli  4  885  —  Juli 
4  886.  Meissen  4  886. 

Abhandlungen  der  historischen  Cl.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bd.  4  7 
(in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  58.  Bd.),  Abth.  3.  München  4886. 

Abhandlungen  d.  philosoph.-philolog.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch. 
Bd.  47  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  59.  Bd.),  Abth.  3.  München 
4886. 

Sitzungsberichte  der  mathem.-physikal.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  München.  Jahrg.  4  885,  H.  4.  Jahrg. 4 886,  H.  4.  München  4886.  — 
Inhaltsverzeichniss  f.  Jahrg.  4  874 — 85.  München  4  886. 

Sitzungsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wiss.  zu  München.  Jahrg.  4885,  H.  4.  Jahrg.  4886,  H.  4.  2.  Mün- 
chen 4886. —  Inhaltsverzeichniss  f.  Jahrg.  4874 — 85.  München  4886. 

Siebenundzwanzigste  Plenarversammlung  der  histor.  Commission  bei  der  k. 
bayer.  Akad.  der  Wissensch.  Bericht  des  Secretariats.  München 
4886. 
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Jahresbericht  der  naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  4885 
(nebst  Abhandlungen,  Bd.  8,  Bogen  3).  Nürnberg  4886. 

Anzeiger  des  Germanischen  Nationalmuseums.  Bd.  4,  H.  2  (Jahrg.  4885). 
—  Mittbeilungen  aus  den)  Germanischen  Museum.  Bd.  4 ,  H.  2 
(Jahrg.  4885}.  —  Katalog  der  im  Germanischen  Museum  befindlichen 
Gemttlde.  Nürnberg  4885. 

Zeitschrift  der  historischen  Gesellschaft  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  4, 
H.  S.  4.  Jahrg.  2,  H.  4.  2.  Posen  4  885.  86. 

Publica tionen  des  Astrophysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam. 
Bd.  5.  Potsdam  4  886. 

Württem bergische  Vierteljahrshefte  für  Landesgeschichte.  Hsg.  v.  d.  Kgl. 
Statist.  Landesamt.  Jahrg.  8  («885),  H.  4 — 4.  Stuttgart  4885.  86. 

Jahrbücher  des  Nassauschen  Vereins  für  Naturkunde.  Jahrg.  38.  89. 
Wiesbaden  4885.  86. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg. 
Jahrg.  4885.  Würzbarg  4  885. 

Verbandlungen  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  4  9.  Würzburg  4886. 


Oesterreich-Ungarn. 

Viestnik  Hrvatskoga  arkeologickoga  Drul^tva  [Agram].  Godina  VIII,  Br. 
4—4.   l)  Zagrebu  4886. 

Olasnik  Hrvatskoga  na ravoslovnoga  Druitva.  God.  4,  Br.  4 — 3.    U  Zagrebu 
4886. 

Magyar  tudom.  Akad^miai  Almanach,  4885-re.  Budapest  4885. 

A  Magyar  tudom.  Akad^mia  Eml^kbeszödek.    Köt.  3,  Sz.  4.  2.    Budapest 
4885. 

A  Magyar  tudom.  Akadämia  Ert^sitöje.   Evfoly.  49  (4885),  Sz.  4.  2.   Buda- 
pest 4885. 

A  Magyar  tudom.  Akadämia  Evkönyvei.  Köt.  4  7,  D.  4.2.  Budapest  4  883.84. 

Väziatok  a  Magyar  tudom.  Akademie  4834^ — 81.  Budapest  4  884. 

Mathematische  u.  naturwiss.  Berichte  aus  Ungarn.    Mit  Unterstützung  der 
Ungar.  Akad.d.  Wissensch.  herausgeg.  Bd.  2.  3.  Budapest  4884.  85. 

Ungarische  Revue.  Mit  Unterst,  d.  Ungar.  Akad.  d.  Wiss.  herausgeg.  4  885, 
H.  4—7.  Budapest  d.  J. 

Ertekezösek  a  nyelv-6s  sz^p  tudomanyok  köräböl.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akadömia.  Köt.  42,  Sz.  4—5.  Budapest  1884.  85. 

Archaeologiai  £rtesito.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Uj  folyam,  Köt.  4 — 5, 
4.  2.  Budapest  4881—85. 

Mathematikai  6s  term^szettudomönyi  Ertesitü.    Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akad  Köt.  1.  2.  3,  1—5.  Budapest  4  882—85. 

I6gtüneti  Eszlelelek.   Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Köt.  4.  2.    Budapest 
4866.84. 

Nemzetgazdasdgi  ^s  Statist.  Evkünyv.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.    £v- 
folyam  4.  2.  Budapest  4  883.  84. 

Mathematikai  €3  termöszettudomänyi  Közlem^nyek.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akad.  Köt.  4  8.  49.  Budapest  4883.  84. 
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Nyelvtudomänyi  K0zlem6nyek.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Köt.  18, 
Füz.  1—3.   19,  1.  Budapest  1883.  84. 

Codex  diplomaticus  Hungaricus  AndegavenRis.  T.  4.  Budapest  1884. 

MoDumenta  comitialia  regni  Transsylvaniae.  T.  10.  Budapest  1884. 

Monumenla  Hungariae  juridico-historica.  Corpus  statutorura  Hungariae 
municipalium.  T.  1.  Budapest  1885. 

Nyelveml^ktär.  Rdgi  magyar  codexek.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Köt. 
11.  12.  Budapest  1884. 

Epistolae  Pauli  liogua  hungarica  donatae.  Budapest  1883. 

Az  keresztyenseguec  Fondamentomirol.  1563.  Budapest  1884. 

Abel,  J.,  A  Bärlfai  sz.-Egyed  temploma  Könyvtäränak  törl^nete.  Kiadja  » 
Magyar  tudom.  Akad.  Budapest  1885. 

LipPf  K.,  A  Keszthelyi  sirmezök.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Budapest 
1884. 

Marczali,  H.,  Magyarorszäg  törtänete  II.  Jöszef  koräban.  Kiadja  a  Magyar 
tudom.  Akad.  Köt.  2.  Budapest  1884. 

P^ch,  A.,  Also  Magyarorszäg  bönyamivel6s6Dek  törtöoete.  Köt.  1 .  Kiadja  a 
Magyar  tudom.  Akad.  Budapest  1884. 

Ssabö,  K.,  R^gi  magyar  könyvtär.  Köt.  1.  2.  Budapest  1879.  85. 

Ssilägyiy  S.,  Bethlen  Gabor  6s  a  sv^d  diplomäczia.  Budapest  1882. 

Szinivyeif  J,,  Hazai  6s  külföldi  folyöiratok  Magyar  tudomänyos  Repertö- 
riuma.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Osztöly  I:  Törtönelem  6s  se- 
g6dtudomänyai.  Köt.  2,  1.  Budapest  1885. 

Väcsey,  T.,  Aemilius  Papinianus  pälyäja  6s  müvei.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akad.  Budapest  1884. 

Personalstand  u.  Ordnung  d.  öffentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz^Josefs- 
Universität  zuCzernowitz  im  Sommer-Sem.  1886,  Winter-Sem» 
1886/87. 

Beiträge  zur  Kunde  steiermärkischer  Geschichtsquellen.  Herausgeg.  vom 
histor.  Vereine  für  Steiermark.  Jahrg.  21.  Graz  1886. 

Mittheilungen  des  histor.  Vereines  für  Steiermark.  Heft  34.  Graz  1886. 

Abhandlungen  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  d.  Wissenschaften.  6.  Folge, 
Bd.  12,  V.  J.  1883/84.  Jubelband.  Prag  1885. 

Jahresbericht  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  d.  Wissenschaften,,  von  1882. 
83.  84.  85.  Prag  d.  J. 

Sitzungsberichte  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  d.  Wissenschaften.  Jahrg. 
1882.  83.  84.  Prag  1883—85. 

Wegner,  G. ,  Generalregister  zu  d.  Schriften  der  k.  böhro.  Gesellschaft  d. 
Wissenschaften  1784—1884.  Prag  1884. 

Die  k.  böhmische  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  1784—1884.  Verzeichniss 
der  Mitglieder.  Prag  1884. 

Kalousek,  /.,  Geschichte  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissensch.,  snmmt 
einer  krit.  Uebersicht  ihrer  Publikationen  aus  d.  Bereiche  d.  Philo- 
sophie, Geschichte  u.  Philologie.  H.  1.  2.  Prag  1884.  85. 

Studnicka,  F.  J.,  Bericht  über  die  malhemat.  u.  natnrwiss.  Publikationen 
der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissensch.  \^tthrend  ihres  hundert- 
jährigen Bestandes.  H.  1.2.  Prag  1884.  85. 

Jahresbericht  der  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenten  in  Prag. 
Vereinsj.  1885/86  (37.  Jahrg.;.  Prag  1886. 
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llagneUsche  and  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Prag  im  J.  4885.  Jahrg.  46.  Prag  1886.  —  Astronomische  Beobach- 
tungen, enlh.  Originaizeicbnungen  des  Mondes.  Appendix  zum  45. 
Jahrg.  Prag  4  886. 

Personalstand  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Universität  in  Prng  zu 
Anfang  d.  Studienjahres  1886 — 87. 

28.  Jahresbericht  des  Vereins  T.  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen.  Für 
d.  Vereinsjahr  4  884—85.  Prag  4  883. 

Mittheilangen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen. 
Jahrg.  24,  No.  4^4.  Prag  4  885.  86. 

Bollctino  di  archeologia  e  storia  dalmata.  Anno  8  (1885),  No.  42.  Anno  d 
(4886),  No.  4—44.  Spalato  4886. 

Almanach  der  kaiserl.  Akad.d.  Wissenschaften  in  Wien.  Jahrg.  35  (1885). 
86  (4886).  Wien  4885.  86. 

Anzeiger  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  in  Wien.  Math.-phvs.  Gl.  Jahrg. 
22  (4885),  No.  25—27.  Jahrg.  23  (1886),  No.  1—24. 

Archiv  für  Österreich.  Geschichte.  Herausg.  von  der  zur  Pflege  vaterlönd. 
Geschichte  aufgestellten  Commission  der  kaiserl.  Akad.  d. Wissensch. 
Bd.  66,  4.  u.  2.  Hälfte.  Bd.  67,  4.  u.  2.  Hälfte.  Bd.  68,  4.  Hälfte. 
Wien  4  884—86. 

Denkschriften  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Mathem.-natui'w.  Gl.  Bd. 
48—50.  Wien  1884.  85. 

Denkschriften  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Philos.-histor.  Gl.  Bd.  35. 
Wien  4885. 

Fontes  rerum  Austriacarum.  Oesterreich.  Geschichtsquellen,  heraus;;,  von 
der  histor.  Gommission  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Ablh.  II. 
Diplomata  et  Acta.  Bd.  44.  Wien  4  885. 

Monumenta  concilioram  generalium  seculi  XV.  Ediderunt  Gaes.  Academiae 
scientiarum  socii  delegati.  Goncilium  Basileense.  Scriptorum  T.  lU, 
P.  4.  Vindobonae  4  886. 

Feierliche  Sitzung  der  kaiserl.  Akademie  d.  Wissensch.  anlä<;slich  des 
aSjKhrigen  Jubilttoros  des  Hohen  Guratoriums  am  4  0.  März  4886. 
Wien  4886. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wiss.  Mathem.-naturw.  Gl.  Bd.  89 
(4884),  Abth.  III,  Heft  8—5.  Bd.  90  (4884),  Abth.  I,  Heft  4—5. 
Abth.  II,  Heft  4— 5.  Abth.  Hl,  Heft  4— 5.  Bd.  94  (4885),  Abth.  I, 
Heft  4—5.  Abth,  II,  Heft  4—5.  Abth.  HI,  Heft  4—5.  Bd.  92  (1885), 
Abth.  I,  Heft  4—5.  Abth.  II,  Heft  4—5.  Abth.  III,  Heft  4—^.  Bd.  98 
(1886),  Abth.  I,  Heft  4—8.  Abth.  II,  Heft  1.  2.  Wien  1884—86.  — 
Register  XI,  zu  Bd.  86—90.  Wien  1885. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akad.d.  Wissensch.  Philos.-histor.  Gl.  Bd.  107 
(4  884),  Heft  4.  2.  Bd.  4  08  (4884),  Heft  1.  2.  Bd.  4  09  (4885),  Heft  4.  2. 
Bd.  4  40  (4885),  Heft  4.2.  Bd.  444  (1885).  Heft  4.  2.  Wien  1884—86. 
—  Register  XI,  zu  Bd.  101—4  4  0.  Wien  4886. 

Mittheilungen  der  k.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  4885.  Bd.  28 
(N.  F.  Bd.  48).  Wien  4885. 

Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch- botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 
Jahrg.  4885  (Bd.  85),  U.  Halbjahr.  Jahrg.  4886  (Bd.  36),  I.  u.  II. 
Quartal.  Wien  4886.  —  Geschäftsordnung  der  k.  k.  zool.-bolan.  Ge- 
sellschaft in  Wien. 
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Annalen  des  k.  k.  naturbistonschen  Hofmuseams.  Bd.  4,  No.  4 — 4.  Wien 
4  886. 

Abhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Bd.  42,  No.  4—3. 
Wien  4886. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4885  (Bd.  35),  No.  4. 
Jahrg.  4  886  (Bd.  36),  No.  4—3.  Wien  4885.  86. 

Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4885,  No.  8-^4  8. 
Jahrg.  4886,  No.  4—42. 

Belgien. 

Annales  de  rAcadömie  d'archöologie  de  Bel^ique.  T.  38  (III.  S^r.  T.  8).  39. 
40.  Anvers  4882—86.  —  Bulletin  (IV.  S6r.  des  Aonales),  No.  4—7. 
Anvers  4  885.  86. 

Annales  de  la  Soci6t6  entomologique  de  Belgique.  T.  29,  P.2.  Bruxelles 

4  885. 

Extrait  des  Annales  de  la  Soci^tä  mödico-chirurgicale  de  Li^ge.  T.  24, 
4  885.  Compte-rendu  des  travaux  de  laSocietä  pendant  l'annöe  4  885, 
par  Schiffers.  Li^ge  4885. 

Dänemark. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  i 
aaret  4  885,  No.  3.  4  886.  No.  4.  2.  Kjebenhavn  d.  J. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.  Naturvid.  og  mathe> 
mat.  Afd.  6.  RaBkke.  Bd.  2,  No.  8—4  4.  Bd.  3,  No.  2.  4.  Bd.  4,  No. 
4.  2.  Kj0benbavn  4  885.  86. 

Skrifter  fra  Reformationstiden.  No.  2.  Cbrysostomus ,  Oluf,  Lamentatio 
ecclesiae.  Kirkens  klagemaal.  Paa  ny  udg.  af  H.  F.  Rardam.  Kjeben- 
havn  4  886. 

England. 

Proceedings  ofthe  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  5,  P.  5.  Cam- 
bridge 4  886. 

The  scientific  Proceedings  ofthe  R.Dublin  Society.  N.Ser.  Vol.4,P.7— 9. 
Vol.  5,  P.  4.  2.  Dublin  4  885.  86. 

Tiie  scientific  Transactions  of  the  R.  Dublin  Society.  Ser.  II.  Vol.  3, 
No.  7—40.  Dublin  4885. 

Journal  of  the  R.  Geological  Society  of  Ireland.  Vol.  46  (N.  Ser.  Vol.  6), 
P.  III.  4  882—84.  Vol.  4  7,  P.  I.  4  884/85.  London  etc.  4886. 

Astronomical  Observations  made  at  the  R.  Observatory,  Edinburgh. 
Vol.  XV,  for  4  878  to  4886,  containing  only  the  remainder  of  the  Star 
Catalogue,  Discussion,  and  Ephemeris,  for  4  880  to  4  890.  By  C. 
Piazzi  Smyth.  Edinburgh  4886. 

Proceedings  of  the  R.  Physical  Society.  Vol.  9,  P.  I  (Session  4885—86). 
Edinburgh  4886. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britain.  Vol.  XI,  P.  2  (No.  79). 
London  4  886.  —  List  of  the  members,  4885.  London,  July  4  885. 

Catalogue  of  Ihe  Greek  coins  in  the  British  Museum.  Wroth,  W.,  Catalogue 
of  the  Greek  coins  of  Crete  and  the  Aegean  Islands.  Edit.  by  R.  St. 
Poole.  London  4  886. 
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Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  XXXIX,  No.  340^4^  Vol. 
XU,  No.  «42—245.  Vol.  XLI,  No.  246.  47.  London  4  886. 

Pbilosophical  Transactions  of  Uie  R.  Society  of  London.  For  the  year  1885. 
Vol.  176,  P.  1.  2.  London  1886.  —  The  R.  Society,  30.  Nov.  1885 
(List  of  the  members). 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  17,  No.  253 — 271. 
London  1886. 

Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 
Proceedings.  Ser.  II.  Vol.  5,  F.  6*.  Vol.  6,  P.  1 — 6.  London  1885.  86. 

Observations  of  the  International  Polar  Expeditions  [1882— 83.  Fort  Rae. 
London  1886. 

Report  on  the  scientific  resolts  of  the  exploring  voyage  of  H.  M.  S.  Chal- 
lenger,  1873—76.  Zoology,  Vol.  14—16.  London  1886. 

The  Electrician.  A  weekly  Journal  of  theoretic  and  applied  electricity  and 
Chemical  physics.  Vol.  17,  No.  3.  London  1886. 

Memoirs  of  the  Literary  and  Pbilosophical  Society  of  Manchester. 
111.  Ser.  Vol.  8.  London  1884. 

Proceedings  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  of  Manchester.  Vol. 

23  ^Sess.  1883/84).  24  (Sess.  1884/85).  Manchester  1884.  85. 

Frankreich. 

M^moires  de  la  Soci^tö  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
III.  S^rie.  T.  2,  Gab.  1.  Avec  Append.  1.  2.  Paris  1884.  85. 

Bulletin  de  la  Soci^t^  des  sciences  de  Na n  c  y  (ancienne  Soci6t<^  des  sciences 
naturelles  de  Strasbourg).  S^r.  U.  T.  7,  Fase.  18.  Annöe  18  (1885). 
Paris  1886. 

Travaux  et  Mämoires  du  Bureau  international  des  poids  et  mesures,  publ. 
80US  rautorit6  du  Comit<$  international.  T.  5.  Pa  ris  1886. 

Coraitä  international  des  poids  et  mesures.  Proc^s-verbaux  des  s^ances  de 
1884.  1885.   Paris  1885.  86. 

Journal  de  TEcoIe  polytechnique,  publ.  p.  le  Conseil  d'instruction  de 
cet  Etablissement.  Gab.  55.  Paris  1885. 

Catalogue  de  la  Bibliothöque  de  TEcole  polytechnique.  Paris  1881. 

Institut  de  France.  Cinqui^me  centenaire  de  l'üniversitE  de  Heidelberg,  le 
2.  aoüt  1886  (Discours  prononcE  p.  M.  Jules  Zeller).  Paris  1886. 

Mission  scientifique  du  Cap  Hörn,  1882 — 83.  T.  2.  Meteorologie,  par  J. 
Lepbay.  Faris  1885. 

Bulletin  de  la  Societä  mathämatique  de  France.  T.  13,  No.  6.  T.  14> 
No.  1—4.  Paris  1885.  86. 

Holland  und  Luxemburg. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam, 
voor  1884. 

Register  op  den  Catalogus  van  de  Boekerij  der  Kon.  Akod.  v.  Wetensch. 
gevestigd  te  Amsterdam.  Amsterdam  1885. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letterkunde. 
Deel  XVI.  Amsterdam  4886.  —  Afdeel.  Naluurkunde.  Deel  XXIV. 
Amsterdam  1886. 
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Verslagon  en  Mededeelingen  der  Kon.  Äkad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
künde.  HLReeks,  Deel  2.  Amsterdam  4885.  —  Afdeel.  Natunrkunde. 
III.  Reeks,  Deel  4.  Amsterdam  1885. 

Venite  ad  me.  Ad  Vergilium.  De  Alarico.  Carmina  in  certamine  poet.  in- 
dicto  ab  Acad.  Reg.  disciplinarum  Neerlandica  praemio  et  laude 
ornata.  Amstelod.  1886. 

Annales  de  l'EcoIe  Polytechnique  de  Deift.  T.  1  (1885),  Livr.  3.  4.  4886, 
Livr.  1.  2.  Leide  1885.  86. 

Archives  n^erlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,  publikes  par 
la  Sociöt6  HoUandaise  dos  sciences  ä  Hartem.  T.  20,  Livr.  4.  5. 
T.  21,  Livr.  1.  Hartem  4886. 

Liste  alphabdtique  de  la  correspondance  de  Christiaan  Huygens,  qui  sera 
publice  p.  la  Sociötö  HoUandaise  des  sciences  k  Hartem.  Harlem 
1886. 

Archives  du  Musäe  Teyler.  S^r.  II.  Vol.  2,  P.  3.  4.  Harlem  1885.  86. 

Fondation  Teyler.  Catatogue  de  la  biblioth^que,  dressö  p.  C.  Ekama.  Livr. 
4—4.  Harlem  4  885.  86. 

Handelingen  en  Mededeelingen  van  de  Maatschappij  der  Nederlandsche 
Letterkunde  te  Leiden  over  het  jaar  4885.  Leiden  4  885. 

Levcnsberigten  der  afgestorvene  medeleden  van  de  Maatschappij  der  Neder- 
landsche Letterkunde  te  Leiden.  Bijtage  tot  de  Handelingen  van  4885. 
Leiden  4  885. 

Nederlandsch  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  Mededeelingen  der 
Nederlandsche  botaoische  Vereeniging.  Ser.  II.  Deel  4,  St.  3. 
Nijmegen  4  885. 

Aanteekeoingen  van  het  verhandelde  in  de  sectie-vergaderingen  van  het 
Provinc.  Utrechtsche  Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen, 
ter  gelegenheid  van  de  algem.  vergaderingen  gehouden  d.  24.  Juni 
4884;  d.  30.  Juni  4885.  Utrecht  4884.  85. 

^uestions  mises  au  concours  par  la  Sociötö  des  arls  et  des  sciences 
ötablie  k  Utrecht,  4  886. 

Verslag  van  het  verhandelde  in  de  algem.  vergader.  van  het  Provinc.  Ut- 
rechtsche Geuootschap  van  kunsten  en  wetensch. ,  gehouden  d. 
30.  Juni  4  885.  Utrecht  4885. 

Hubrecht,  A.  A.  W. ,  Proeve  eener  ontwikkelingsgeschiedenis  van  Lineus 
obscurus  Barrois.  Prijäverhandeiing  met  goud  bekroond  en  uitg. 
door  het  Provinc.  Utrechtsche  Genootschap  v.  kunsten  en  weten- 
schappen. Utrecht  4  885. 

Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 
Utrecht.  Deel  9.  Utrecht  4886. 

Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.S.  40 — 42. 
Utrecht  1885. 

Hecueil  des  mämoires  et  des  travaux  publiös  par  la  Soci^lä  Botanique  du 
Grand-Duchä  de  Luxembourg.  No.  11  (1885 — 86).  Luxembourg 
4886. 

Italien. 

BoUcltino  delte  pubblicazioni  italiane  ricevute  per  diritlo  di  slampa.  4886, 
No.  4—23.  Firenze  4886. 

fioltettino  delte  opere  moderne  straniere  acquistate  dalle  biblioteche  pub- 
bliche  governative  del  regno  d'ltalia.  4  886,  No.  4 — 4.  Roma  4886. 
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Pabblicazioni  de]  R.  Istituto  di  studi  superiori  pratici  e  di  perfezionamento 
in  Firenze.  Sezione  di  filosofia  e  tilologia.  Morosi,  G.,  LMnvito  di 
Eudossia  a  Geoserico.  Studio  critico.  Firenze  4  882.  Scaduto,  Fr., 
Stato  e  chiesa  negli  scritti  politici  4122— 1347/ Studio  storico.  Fi- 
renze 1882. —  Accademia  Orientale.  Nocentini,  L.,  II  primo  sinologo 
P.  Matleo  Ricci.   Firenze  1882. 

llemorie  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Classe  di  lettere 
e  scienze  mor.  e  pol.  Vol.  16  (Ser.  III,  Vol.  7),  Fase.  3.  Milano 
4  886. — Classe  di  scienze  matem.  e  natural!.  Vol.  15  (Ser.  III,  Vol.  6}, 
Fase.  4.  Milano  1885. 

Aeale  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  48. 
Milano  4885. 

Menaorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  di  Mode  na.  Ser.  II. 
Vol.  3.  Modena  4885. 

Atti  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Memorie, 
Vol.  7.  Pisa  4  886. 

Processi  verbali  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa. 
Vol.  5,  adunanza  del  4  5.  Nov.  4885,  4  6.  Genn..  4  4.  Marzo,  2.  Maggie, 
4.  Luglio  4886. 

Annuario  della  R.  Accademia  de'  Lincei.  4886.  Roma  4  886. 

Atti  della  R.  Accademia  de' Lincei.  Serie  III.  Memorie  della  Classe  di  scienze 
fisiche,  matemat.  e  naturali.  Vol.  4  8.  4  9.  Roma  4  884.  —  Memorie 
della  classe  di  scienze  morali,  storiche  e  filologiche.  Vol.  4  3.  Roma 
4884.  —  Serie  IV.  Memorie  della  Classe  di  scienze  fisiche,  matemat. 
e  naturali.  Vol.  2.  Roma  4885.  —  Rendiconti.  Vol.  4,  Fase.  28. 
Vol.  2,  Fase.  4—4  4.  IL  Sem.,  Fase.  4—9.  Roma  4886. 

BalletUno  dell'  Institnto  di  corrispondenza  archeologica  per  l'anno  4  885, 
No.  42  (und  Elenco  de'  participanti  alla  tine  dell'  anno  4885).  Roma 
4885. 

Mittheilungen  des  Kais.  Deutschen  ArchaeoloKl sehen  Instituts.  Römische 
Abtbeilung  (BuUettino  deir  Imp.  Istituto  Archeologico  Germanioo. 
Sezione  Romana).  Bd.  4,  H.  4 — 3.  Rom  4  886. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  XXI,  Di^p.  4—7. 
Torino  4886. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Ser.  II,  T.  37. 
Torino  4886. 

Boilettino  meteordlogico  ed  astronomlco  dell'  Osservatorio  della  R.  Univer- 
sitä  di  Torino.  Anno  20  (4  885).  Parte  meteorologica.  Torino  1886. 

Temi  di  premio  proelamati  dal  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti 
nella  solenne  adunanza  del  45.  Agosto  1886.  Venezia  1886. 

Russland. 

Bidrag  tili  kännedom  af  Finlands  natur  och  folk,  utg.  af  Finska  Vetenskaps- 
SocieL  Haftet  43.   Helsingfors  1886. 

Öfversigt  af  Finska  Vetenskaps-Societetens  Förhandlingar.  XXVII  (1 884—85). 
Helsingfors  1885. 

JSxploration  internationale  des  rägions  polaires,  1882/83  et  1883/84.  Expo- 
dilioQ  polaire  flnlandaise.  T.  I.  M6täorologie.  Observations  faites 
aox  stations  de  Sodankylä  et  de  Kultala  p.  S.  Lemström  et  E.  Biese. 
Helsingfors  1886. 
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Universitetskija  Izvesiija.  God  35  (4885),  No.  4  0— 42.  God  26  (4886),  No. 
4—9.  Kiev4886.  86. 

Annales  de  l'Observatoire  de  Mose ou,  publ.  p.  Tb.  Bredichin.  II.  S6rie. 
T.  4,  Livr.  4.  Moscou  4886. 

Bulletin  de  la  Soci^t^  Impär.  des  Naturalistes  de  Moscou.  T.  60  (Annäe 
4884),  No.  4.  T.  64  (Annöe  4  885),  No.  3.  4.  T.  62  (Annäe  4  886)^ 
No.  4—3.  Moscou  4885.  86. 

Nouveaux  Mämoires  de  la  Soci^tö  Impär.  des  Naturalistes  de  Moscou.  T.XV 
(=  T.  XXI  de  la  collectioa),  Livr.  4—8.  Moscou  4884.  85. 

Meteorologische  Beobachtungen,  ausgeführt  am  Meteorol.  Observatorium- 
d.  Landwirlhschaftlichen  Academie  zu  Moskau  von  B.  E.  Bachme- 
tieff.  4885,  2.  Hälfte  (Beilage  z.  Bulletin  de  la  Soc.  Irap.  des  Natural, 
de  Moscou,  T.  64).  Moscou  4886. 

Bulletin  de  TAcad^roie  Imperiale  des  sciences  de  St.-P6tersbourg. 
T.  XXX,  No.  3.  4.  T.  XXXI,  No.  4.  2.  St.-Pötersbourg  4886. 

M^moires  de  l'Acad^roie  Imperiale  des  sciences  de  St.-P6tersbourg. 
VlI.S6rie.  T.  38,  No.4— 8.  T.34,  No.4— 6.  St.-P6tersbourg  4885.86. 

Repertorium  für  Meteorologie,  hsg.  v.  d.  kais.  Akademie  d.  Wissensch., 
redig.  v.  H.  Wild.  Bd.  9.  St.  Petersburg  4  885. 

Annalen  d.  physikalischen  Centralobservatoriums ,  herausg.  von  H.Wild. 
Jahrg.  4884,  Tb.  4.  2.  St.  Petersburg  4885. 

Acta  Horti  Petropolitani.  T.  8,  Fase.  2.  8.  T.  9,  Fase.  4.  Pelropoli  4883. 84. 

Catalogus  systematicus  bibliothecae  Horti  Imper.  bolanici  Petropolitani. 
Editio  nova,  cur.  Ferd.  ab  Herder.  Petropoli  4886. 

Jahresbericht  am  25.  Mai  4  886  dem  Comit^  der  Nicolai-Hauptstemwarte 
abgestattet  vom  Director  der  Sternwarte.  Aus  d.  Russ.  übersetzt. 
St.  Petersburg  4886. 

Trudy  S.-Peterburgskago  Obs^estva  estestvoispytatelej.  T.  45,  2.  46,  1.  2. 
St.  Peterburg  4884—85. 

Juridiceskaja  Bibliografija  izdav.  Jarid.  Fakultetom  Imp.  S.  Peterburgskago- 
üniversileta.  God  4  (4884),  No.  2.  8.  God  2  (4  885),  No.  4—6.  S.  Pe- 
terburg 4884.  85. 

Protokoly  zas^danij  sov^ta  Imperat.  S.-Peterburgskago  Universiteta.  No. 
29—32.  S.  Peterburg  4884.  85. 

Zapiski  Istoriko-philologiceskago  Fakulteta  Imp.  S.-Peterburgskago  Uni- 
versiteta. aast  45.  St.  Petersburg  4  885. 

Efimov,  V,  F.,  Ocerki  po  istorii  drevne-rimskago  rodstva  i  nasl^dovanija. 
S.  Peterburg  4885.  —  Eksner,  S.,  Rukovodstvo  k  mikroskop.  izledo- 
vaniju  zivotnych  tkanej.  S.  Peterburg  4  876.  —  Mere&kovskij,  K,  S., 
Materialy  k  poznaniju  iivotnych  pigmentov.  S.  Peterburg  4  883.  — 
Nikolsk^',  D.  f  0  vydace  prestupnikov  po  nacalam  mezdunarodnago 
prava.  S.  Peterburg  4884.  —  Timirjaxev,  /.,  Ob  usvoenii  sveta  raste- 
niem.  1.  Kritika  i  melod.  S.  Peterburg  4  875.  —  Zelinskij,  Th.,  0  do- 
rijskom  i  ionijskom  stiljach  v  drevnej  atticeskoj  komedii.  S.  Peter- 
burg 4  885. 

Correspondenzblatt  des  Naturforscher- Vereins  zu  Riga.  Jahrg.  29.  Riga 
4  886. 

Schweden  und  Norwegen. 

Bergens  Museum.  Nansen,  Fr.,  Bidrag  til  Myzostomernes  anatomi  og  histo- 
logi.  Bergen  4885. 
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ForliandUnger  i  Videnskabs-Selskabet  i  Chris ti an ia.  Aar  4885  u.  4  885, 
No.  9.  4.  9.  4  4—23.  Christiania  4  886. 
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XXI     

Verbeek,  R.  D,  Jf.,  Krakatau.  P.  H.  Publ.  p.  ordre  de  son  Exe.  le  Gouver«^ 
neur-Gönöral  des  Indes  Nöerlandaises.  Batavia  4886.  —  Album, 
conteoaDt  25  plaaches  cbromolitb.  Bruxelles  (1886).  —  Cartes, 
plaos.  Bruxelles  (4886). 

Boletin  de  la  R.  Sociedad  Econömica  de  amigos  del  pais.  Revista  FiÜpina 
de  ciencias  y  artes.  Ano  4  (4885),  No.  4.  5.  Manila  4888. 

Journal  of  tbe  China  Brancb  of  Ibe  R.  Asiatic  Society,  for  tbe  year  4  884. 
N.  Ser.  Vol.  49,  P.  2.  Sbangbai  4886. 

Australien. 

Journal  and  Proceedings  of  tbe  R.  Society  of  New  Soutb  Wales.  Vol.  4  6 
(488S).  Sydney  4883. 


%  Einzelne  Schriften. 

Atl^mmer^  CA.,  The  geology  of  natural  gas  in  Pennsylvania  and  New  York 
(S.  A.).  o.  0.  4885. 

The  product  and  exhaustion  of  the  oil  t^egions  of  Pennsylvania  and 

New  York  (S.  A.).  o.  0.  4  885. 

Blasius,  W.j  Beiträge  zur  Vogelfauna  von  Celebes.  1.  II  (S.A.).  Budapest 
4  885.  86. 

Die  Raubvögel  von  Cochabamba  (S.  A.).  Wien  4  884. 

Osteologische  Studien  (Messungs- Methoden   an   Vogel -Skeletten). 

(S.  A.).  0.  0.  4885. 

lieber  die  neuesten  Ergebnisse  von  H.  Grabowsky's  Forschungen  in 

Süd-Ost-Borneo  (S.  A.).  Naumburg  4884. 

Ueber  einen  vermuthlich  neuen  Vogel  von  Bolivia  (S.  A.].  o.  0.  4884. 

lieber  einige  Vögel  von  Cochabamba  in  Bolivien  (S.  A.).  o.  0.  4885. 

Ueber  Vogel-Brustbeine  (S.  A.).  o.  0.  4884. 

Borch,  Leopold  Frhr,  v.,  Zur  Absetzung  des  Königs  der  Deutschen.  Inns- 
bruck 4886. 

CasUUOf  A,  delf  y  M.  BärcenGf  El  hombre  del  Peüon.  Noticia  sobre  el  hal- 
lazgo  de  un  hombre  prehislörico  en  el  valle  de  Mexico.  Mexico  4  885. 

Dante  Alighieri,  La  Com  media.  Gel  commento  inedito  di  Stefano  Talice  da 
Ricaldone.  Pubbl.  p.  c.  di  V,  Promis  e  di  C  Negroni.  Torino  4  886. 

Darbaux,  G.,  Sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  rövolution,  Üx6  par 
un  potnt  de  son  axe  (Extrait  du  Journal  de  mathöm.  pures  et  appli- 
qu6es).  Paris  4  885. 

Hermite,  Ch,,  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques.  Fase.  4. 
Paris  4  885.  ' 

• Sur  une  application  de  la  thöorie  des  fonctions  doublement  pörio- 

diques  de  seconde  esp^ce  (Extr.  des  Annales  de  I'EcoIe  normale  su- 
p^rieure).  Paris  4  885. 

Huergo ,  L,  A.,  Examen  de  la  .propuesta  y  proyecto  del  puerto  del  Sr.  D. 
Ed.  Madero.  P.  4.  2.  Buenos  Aires  4  886. 

Die  neu  entdeckte  Schrift  »Lehre  der  zwölf  Apostel  an  die  Völker«.  Deutsch 
herausg.  u.  in  Kürze  erklärt  v.  6.  Volkmar,  2.  Aufl.  Zürich  4885. 


XXII     

Löffelholz  von  Colberg,  C.  Frhr.f  Die  Drehung  der  Erdkruste.  Eine  neue 
geologisch-astronomische  Hypothese.  München  4886. 

Lukcutevi^,  PlaL,  Izlozenie  glavnych  zakonov  estestvennoj  i  nabijudatelno- 
mikroskopiceskoj  astronomii  a  takie  astronomi^eskoj  meteorologii. 
T.  4.  2.  Kiev  4  884.  85. 

Malortie,  Ernst  v. ,  Nachtrag  zu  den  Historischen  Nachrichten  der  Familie 
von  Malortie.  4872 — 1886.  Hannover  4886. 

Morse,  E.  S.,  Ancient  and  modern  methods  of  arrow-release  (S.  A.)-  o.  0. 
4885. 

Mühry,  A,^  lieber  den  kosmischen  Dualismus  (S.  A.).  Cassei  4  886. 

Die  Process-Ordnung  für  Böhmen  v.  23.  Jan.  4  753.  Herausg.  von  M.  Frdr, 

V.  Maasburg,  Wien  4  886. 

Po^ji/carpt  Smj/rnaet  Epistula  genuina.  Rec.  G.  Volkmar,  Zürich  4885. 

Prusik,  Fr.f  Öesk6  glossy  latinsk<^ho  rukopisu  Roudnickäho  z  XY.  stoletf. 
vPraze  (4886). 

Weihrauch,  K.,  lieber  die  Berechnung  meteorologischer  Jahresmitte.l  (S.A.). 
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SITZUNG  AiM  11.  JANUAR  1886. 

C.  Hemnann,  Ausdehnung  der  Keppler^ sehen  Gesetze  auf 
den  Fally  dass  die  Bewegung  auf  einer  Kugelfläche  siaUfindet.  ^) 

V 

Findet  zwischen  zwei  materiellen  Puncten  M  und  m,  von 
denen  der  erste  fe$t^  der  zweite  beweglich  ist,  eine  gegenseitige 
Einwirkung  statt,  deren  Kräftefunction  (/den  Werth  hat: 

WO  r  die  gegenseitige  Entferaung  der  beiden  Punkte,  und  k 
eine  beliebig  gegebene  Gonstante  vorstellt,  so  ergeben  sich  be- 
kanntlich die  Keppler^schen  Gesetze.  Der  Punkt  m  wird  also, 
falls  seine  Anfangsgeschwindigkeit  beliebig  gegeben  ist,  einen 
KegeUchnitt  beschreiben,  dessen  einer  Brennpunkt  in  M  liegt. 
Und  ist  insbesondere  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  und  a  die 
grosse  Axe  dieser  Ellipse,  so  wird  für  die  Umlaufszeit  T  des 
Punktes  m  die  Formel  gelten : 

Zu  analogen  Gesetzen  gelangt  man  auch  dann,  wenn  die 
beiden  Punkte  auf  einer  gegebenen  festen  Kugelfläche  sich  be- 
finden^ falls  man  nur  der  Kräfte function  U  den  Werth  beilegt : 

wo  &  den  Winkelabstand  der  beiden  Punkte  vorstellen  soll, 
während  R  den  Radius  der  Kugel,  und  k  eine  beliebig  gegebene 
Gonstante  bezeichnet.  Dabei  ist  alsdann  M  auf  der  Kugelfläche 
in  fester  Lage,  m  hingegen  auf  derselben  frei  beweglich  zu  denken. 


4)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  vom  7.  December  1885.    Zum  Druck 
überreicht  ain'44.  Januar  4  886. 

1ht]i.-plij8.  ClMse.  1886.  i 


2  G.  NeuhaniC;  Ueber  die  Kepplkr'sghbx  Gesetze. 

Ohne  mich  auf  die  Untersuchung  selber  hier  näher  einzu- 
lassen, will  ich  nur  die  sich  ergebenden  Resultate  in  Kürze  an— 
f  eben.    Dieselben  sind  ausdrUckbar  durch  folgende  Sätze : 

Erster  Sats.  —  Hat  der  Punkt  m  auf  der  Kugelfläche  einen 
beliebigen  Anfangsort  und  eine  beliebige  Anfangsgeschwindigkeit 
erhalten^  so  wird  er,  unter  der  Einwirkung  des  festen  Punktes  M^ 
eine  sphärische  Ellipse  beschreiben^  deren  einer  Brennpunkt 
in  M  liegt. 

Dabei  ist,  was  diese  sphärische  Ellipse^  d.  i.  die  Bahn  des 
Punktes  m  betrifft,  auf  Grund  meiner  Untersuchung  noch  Fol- 
gendes hinzuzufügen : 

Betrachtet  man  (der  bequemern  Ausdrucksweise  willen) 
Jlf  als  den  Nordpol  der  gegebenen*  Kugelfläcbe,  und  nimmt  man 
«n,  die  gegenseitige  Einwirkung  zwischen  M  und  m  sei  eine 
attractive^  mithin  k  positiv,  so  wird  die  Bahn  des  Mobils  tn,  ent- 
weder ganz  oder  wenigstens  theilweisc;  in  der  nördlichen  He- 
misphäre liegen.  Und  ist  andererseits  jene  Einwirkung  repulsiVj 
mithin  A'  negativ,  so  wird  die  Bahn  des  Mobiis,  ganz  oder  wenig- 
stens theiiweise,  in  der  südlichen  Hemisphäre  sich  befinden. 

Zweiter  Satz.  —  Die  Zeit  T,  welche  das  Mobil  m  braucht, 
um  seine  elliptische  Bahn  einmal  zu  durchlaufen,  hängt  lediglich 
ob  von  der  grossen  Axe  dieser  Bahn.  Es  gilt  nämlich  für  jene 
Zeit  T  die  Formel : 

(B.)  r-  =  12^!  .i„.  (±) «.,  (f ) , 

WO  a  die  grosse  Axe  der  in  Rede  stehenden  sphärischen  Ellipse, 
oder  (genauer  ausgedrückt)  den  Winkelabstand  des  Perihels  vom 
Aphel  vorstellt. 

Sind  insbesondere  d'  und  a  unendlich  klein,  so  geht  offenbar 
die  Formel  (A.)  in  (a.)  über,  und  ebenso  (B.)  in  (ß)',  wie  sol- 
ches a  priori  zu  erwarten  stand. 


E.  Study,  U^er  die  Raumcurven  vieiHer  Ordnung^  zweiter 
Art.   (Vorgelegt  von  F.  Klein,) 

Das  Folgende  enthalt  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  Raum- 
curven vierler  Ordnung.  Die  meisten  derselben  hat  der  Ver- 
fesser,  neben  anderen,  bereits  in  seiner  Bearbeitung  einer  Preis- 
aufgabe  angegeben,  welche  von  der  allgemeinen  Abtheiluug 
des  MOnchener  Polytechnikums  gestellt  war,  und  in  der  ver- 
langt wurde,  die  bekannten  Eigenschaften  der  rationalen  Raum- 
curven vierter  Ordnung  mit  der  Theorie  der  binären  Formen  ^ 
vierter  Ordnung  in  einen  engeren  Zusammenhang  zu  bringen, 
als  bis  dahin  geschehen  war*). 

Es  zeigte  sich  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  ein  tieferes  Ein* 
dringeo  in  die  Theorie  jener  Curven  eine  Reihe  von  Vorarbeiten 
nöthig  machte  zu  welchen  bisher  kaum  Anfänge  vorhanden  sind, 
wiewohl  sie  sich  meistens  auf  die  noch  am  Besten  bekannten 
rationalen  Curven  dritter  Ordnung  erstrecken  mUssten.  In  der 
Hoffnung,  diese  Vorarbeiten  in  nicht  all  zu  langer  Zeit  erledigen 
und  dann  die  Theorie  der  rationalen  Raumcurven  vierter  Ord- 
nung wenigstens  etwas  über  die  ersten  Anfänge  hinausführen 
zu  können,  zögerte  ich  bisher  mit  der  Veröffentlichung  der  da- 
mals gewonnenen  Resultate.  Da  aber  jene  Vorarbeiten  einen 
grösseren  Umfang  angenommen  haben,  als  ich  damals  ver- 
muthete,  und  ich  inzwischen  auch  durch  andere  Untersuchungen 
von  diesem  Gegenstande  abgezogen  worden  bin,  so  möchte  ich 
doch  vorläufig  wenigstens  einige  meiner  Ergebnisse  an  dieser 
'  Stelle  zur  Mittheilung  bringen,  welche^  bei  aller  ihrer  Unvoll- 
ständigkeit,  doch  die  bekannte  Theorie  jener  Curven*)  in 
einigen  wesentlichen  Stücken  zu  ergänzen  scheinen. 


4)  Vgl.  den  Jahresbericht  des  MUnchener  Polytechnikums*  für  das 
Studienjahr  4883— 4884,  S.  45. 

t)  S.  bes.  die  Arbeiten  der  Herren  Em.  Vi^eyr  und  Adler  in  den 
Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie.  Herrn  Prof.  Weyr  bin  ich  zu 
besonderem  Danke  verpflichtet  dafür,  dass  er  mir  die  einschlägige  Litte- 
ratur  in  freundlichster  Weise  zur  Verfügung  stellte. 

4* 
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Vorausgestellt  sind  in  Nr.  i)  und  2)  einige  auf  die  Theorie 
der  rationalen  Curven  im  Allgemeinen  bezügliche  Bemerkungen  . 
Mit  dem  Folgenden  zusammengehalten,  lassen  dieselben  erken— 
nen,  dass  die  hier  aufgestellten  Sätze  besondere  Fälle  von  all- 
gemeinen Eigenschaften  aller  rationalen  Curven  sind,  Eigen- 
schaften, die  geeignet  sein  dürften,  die  Grundlage  für  eine  all- 
gemeine Theorie  der  rationalen  Curven  abzugeben. 

4)  Die  Theorie  der  rationalen  Curven  n**'  Ordnung  und  die 
Theorie  der  linearen  Systeme  von  binären  Formen  n**'  Ord- 
nung fallen  bekanntlich,  aus  einem  gewissen  Gesichtspunkte 
betrachtet,  zusammen.  Beide  finden,  im  Allgemeinen,  ihren 
naturgemässen  Ausdruck  in  der  Theorie  von  Formen,  welche 
zwei  Arten  von  Veränderlichen  enthalten,  nämlich  binäre  Ver- 
änderliche in  der  n^^  Ordnung,  und  Veränderliche  eines  Ge- 
bietes «  +-  4*®'  oder  niederer  Stufe,  welche  linear  auftreten. 
Es  sind  dies  also  Formen  vom  Typus: 

(<)  ü^a,^. 

wo  (  ein  Punkt  des  binären  Gebietes*),  U  ein  Rfn^t  eines  Ge- 
bietes m*«'  Stufe  ist  (m<n-h2),  und  »erst  Symbole  A  mit  Sym- 
bolen a  multiplicirt  eine  reelle  Bedeutung  erlangen«. 

Nach  einer  von  Herrn  E.  Stroh  gemachten  Bemerkung*) 
besitzen  Formen  dieser  Art  ein  endliches  System  von  rationalen 
Invarianten  und  Covarianten,  durch  welche  sich  alle  übrigen 
rational  und  ganz  ausdrücken  lassen.  Jede  covariante  Bildung 
der  Form  (\)  kann  nämlich  offenbar  schon  durch  binäre  Opera- 
tionen abgeleitet  werden  aus  den  Formen: 

[ABXYZ  ...     ](Xt^ßi^ 
[ABCXY,..     ]a,;ß,}y,; 


(2) 


[ABCDE...M)a^y,;'Yt;'...fi^J'. 

Die  Form  (4)  hat  also  ein  endliches  Formensystem,  weil  die 
Covarianten  (2),  als  binäre  Formen  betrachtet,  ein  solches  be- 
sitzen. 


1)  Wegen  der  Bezeichnung  vgl.  den  dritten  Abschnitt  der  Einleitung 
zu  meiner  Habilitationsschrift,  Math.  Annalen  Bd.  27. 

2)  Vergl.  dessen  Beweis  der  Gordan'schen  Combinanten-Satzes  Math. 
Annalen  Bd.  XXII,  S.  393  u.  ff. 


r 
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9)  Um  das  volle  System  der  Form  (1)  zu  bilden^  hatte  man 
demnach  von  den  Formen  (2)  die  Elementarcovariaoten  aufzu- 
stellen, und  deren  Systeme  zu  combiniren.  Dieses  Verfahren 
en^^eist  sich  aber  schon  in  den  einfachsten  Fallen  (sobald  n  >  2) 
als  viel  zu  complicirt.  Es  gelingt  jedoch  auf  indirectem  Wege, 
die  Aufgabe  für  kleine  Berthe  von  n  noch  so  zu  vereinfachen, 
dass  ihre  vollständige  Lösung  keine  principiellen  Schwierig- 
keiten mehr  darbietet. 

So  lässt  sie  sich  im  Falle  n  =  3,  m  s  3  zurückführen  auf 
die  Combination  des  Systems  zweier  binarer  quadratischer  For- 
men mit  einer  cubischen  Form ;  fllr  n  ==  4  tritt  an  Stelle  der 
cnbischen  Form  eine  Form  6**'  Ordnung,  für  n  =  5  eine  Form 
5**'  und  eine  Form  3**'  Ordnung.  Der  uns  hier  interessirende 
Fall  ns=4,  i/isi  führt  analog  auf  die  Combination  des  Systems 
zweier  binarer  quadratischer  Formen  mit  dem  einer  biquadra- 
iischen  Form. 

3}  Setzt  man  die  quaternar-lineare,  binar-biquadratische 
Form 

(3)  Ua  a^' 

gleich  Null,  so  erhalt  man  einerseits  die  Parameterdarstellung 
einer  Raumcurve  vierter  Ordnung,  andrerseits  die  Parameter- 
darstdllung  eines  dreifach  ausgedehnten  linearen  Systems  von 
binaren  Formen  vierter  Ordnung.  Diese  sind  bekanntlich  alle 
zu  einer  einzigen  biquadratischen  Form  f  conjugirt,  deren  Null- 
punkte die  Wendepunkte  (oder,  wie  man  sie  gewöhnlich  nennt  \ 
i>HyperoscuIationspunktea)  der  Curve  vorstellen. 

Schon  eine  oberflächliche  Betrachtung  der  einfachsten  Co- 
varianten  der  Form  (3j  führt  ohne  Schwierigkeit  zu  den  meisten 
bekannten  Eigenschaften  der  Gurve,  und  ausserdem  zu  vielen 
neuen.  Hier  beschranke  ich  mich  darauf,  einige,  >vie  es  scheint, 
noch  nicht  bemerkte  Satze  anzuführen,  welche  von  einer  wesent- 
lich anderen  Art  sind,  als  die  bisher  aufgestellten.  Sie  ergeben 
sich  ohne  viel  Rechnung,  meistens  aus  dem  blossen  Anblick  des 
Polarsystems  der  Form  (3) . 

Eine  rationale  Gurve  nenne  ich  im  Folgenden  dann  lozu 
einer  hindurchgehenden  rationalen  Regelfläche  perspectivischv, 
wenn  sie  zu  ihr  projectivisch  ist,  und  wenn  ausserdem  jeder 
Pankt  in  der  ihm  entsprechenden  Geraden  liegt ;  und  in  ähn- 
lichem Sinne  werde  ich  den  Ausdruck  gebrauchen ,  dass  eine 
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rationale  Curve  perspectivisch  liegt  zu  der  Schaar  der  Schmieg- 
UDgsebenea  einer  anderen. 

i)  Betrachtet  man  in  der  Gleichung 

(4)  U^a^'a^^O, 

deren  linke  Seite  eine  Polare  der  Form  (3)  ist,  t  als  gegeben,  oc 
als  veränderlich,  so  durchlauft  der  durch  dieselbe  dargestellte 
Raumpunkt  offenbar  die  Tangente  des  Punktes  t  unserer  Raum- 
curve.  Betrachtet  man  daher  umgekehrt  x  als  fest,  t  als  ver- 
änderlich, so  erhält  man  als  Ort  jenes  Raumpunktes  eine  ratio- 
nale Curve,  welche  zu  der  Tangentenfläche  der  C*  perspec- 
tivisch liegt. 

Jedem  Punkte  x  der  C*  wird  so  eine  bestimmte  Curve  {x) 
zugeordnet,  die  im  Allgemeinen  eine  eigentliche  Raumcurve 
dritter  Ordnung  ist,  und  die  C*  im  Punkte  x  berührt.  Man  er- 
hält dieselbe,  wenn  man  das  Ebenenbüschel  durch  die  Tan- 
gente ^  des  Punktes  x  derart  projectiv  auf  die  Tangentenschaar 
der  Curve  C^  bezieht,  dass  der  Schmiegungsebene  des  Punktes 
X  die  Tangente  ^  desselben  Punktes  zugeordnet  wird,  und 
ausserdem  jenen  beiden  Ebenen  durch  ^,  welche  die  Curve  noch 
ein  zweites  Mal  berühren,  die  zu  den  Berührungspunkten  ge- 
hörigen Tangenten.  Das  Ebenenbüschel  |  erzeugt  dann  mit  der 
Tangentenschaar  der  C^  i.  A.  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung 
(ac),  welche  mit  der  C*  den  Punkt  o?,  sowie  die  zugehörige  Tan- 
gente und  Schmiegungsebene  gemein  hat.  Nur,  wenn  x  in 
einen  der  Wendepunkte  der  C*  hineinfällt,  erhält  man  eine 
ebene  Curve,  welche  in  der  betreffenden  »Wende-Ebene«  liegt. 

Alle  zu  den  Punkten  x  der  C*  gehörigen  Raumcurven  drit- 
ter Ordnung  haben  mit  vier  bestimmten  Ebenen  je  eine  drei- 
punktige  Berührung,  nämlich  mit  den  Wende-Ebenen  der  C% 
und  zwar  auf  den  zugehörigen  Wendepunkts-Tangenten. 

Da  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  durch  fünf  ihrer 
Schmiegungs-Ebenen  und  die  Tangente  in  einer  derselben  be- 
reits völlig  bestimmt  ist,  so  folgt  umgekehrt : 

Construirt  man  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche 
die  vier  Wende-Ebenen  und  die  Schmiegungsebene  eines  be- 
liebigen Punktes  x  der  C*  zu  Schmiegungsebenen  hat,  und 
ausserdem  die  Tangeüte  von  x  berührt,  so  berührt  sie  dieselbe 
im  Punkte  x  selbst;  sie  verläuft  ganz  auf  der  Tangentenfläche 
der  C  und  liegt  zu  ihr  perspectivisch. 


Ueber  rationale  Rauhgurten.  T 

5)  Die  TaDgenteDfläche  der  Curve  ist  von  der  sechsten  Ord- 
nung und  bat  daher  mit  jedem  linearen  Gomplex  sechs  Gerade 
gemein.  Die  Parameter  der  Berührungspunkte  solcher  sechs 
Tangenten,  die  in  einem  linearen  Gomplex  liegen,  bilden  nun 
die  Nullpunkte  derjenigen  Formen  sechster  Ordnung,  welche 
zu  der  Govariante  sechster  Ordnung  T  der  Wendepunkts-Form 
/'eonjugirt  sind;  insbesondere  sind  die  Nullpunkte  von  7  die* 
jentgen  sechs  Punkte  der  Gurve,  für  welche  sechs  consecutive 
Tangenten  in  einem  linearen  Gomplex  liegen. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Invarianten  der  Wendepunkts- 
form  /*,  wie  gebräuchlich^  mit  i  und  j,  die  Hesse'sche  Govariante 
mit  Hj  so  folgt  daraus,  dass  alle  Formen  des  Büschels  7/+  XiH 
zu  T  apolar  sind,  unmittelbar,  dass  die  Tangenten  in  den  Null- 
punkten der  Formen  dieses  Büschels  auf  je  einer  Fläche  zweiten 
Grades  liegen.  Insbesondere  gilt  dies  auch  für  die  vier  Wende- 
punkts-Tangenten. Diese  können  also  mit  irgend  zwei  weiteren 
Tangenten  der  Gurve  durch  einen  linearen  Gomplex  verbunden 
werden.  Wählt  man  zwei  consecutive  Tangenten,  mit  dem  Be- 
rührungspunkt X,  so  erhält  man  auf  diese  Art  denselben  Gom- 
plex, in  welchem  die  zu  x  gehörige  Raumcurve  dritter  Ordnung 
(o;)  liegt ;  oder  umgekehrt : 

Der  lineare  Gomplex,  in  welchem  eine  beliebige  C  [x]  der 
von  uns  betrachteten  Schaar  enthalten  ist,  trifft  die  Tangenten- 
fläche der  C*  in  zwei  consecutiven  Tangenten,  deren  Berüh-^ 
rungspunkt  x  ist,  und  ausserdem  in  vier  festen,  von  x  unab- 
hängigen Tangenten  der  Gurve,  den  Tangenten  der  Wende- 
punkte. 

6]  Als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür^ 
dass  die  Gurve  in  einem  linearen  Gomplex  liegt  und  also  von 
der  vierten  Glasse  ist,  ergiebt  sich  das  identische  Verschwinden 
von  T,  In  diesem  Falle  rücken  die  Wendepunkte  zu  je  zweien 
in  einen  »StreckungspunkU  der  Gurve  zusammen,  das  heisst  in 
einen  Punkt,  der  mit  zwei  benachbarten  in  einer  Geraden  liegt. 
Im  allgemeinen  Falle,  wo  T  nicht  identisch  Null  ist,  liegt  die 
Curve  in  einem  Reye'schen  Complex,  dessen  Fundamentaltetrae- 
der von  den  vier  Wende-Ebenen  gebildet  wird.  Demselben 
Complex  gehören  als  Gomplexcurven  auch  alle  Gurven  dritter 
Ordnung  an,  welche  auf  der  Tangentenfläche  der  C*  verlaufen; 
seine  absolute  Invariante  ist  identisch  mit  der  absoluten  In- 
variante.der  Wendepunktsform  /*  unserer  C*. 


8  E.  Study, 

7)  Je  zwei  unserer  Curven  driller  Ordnung,  [x]  und  (y), 
sind  vermittelst  der  C^  auch  auf  einander  projectiv  bezogen. 
Entsprechende  Tangenten  derselben  liegen  in  der  nämlichen 
Schmiegungsebene  der  C^  und  schneiden  sich  also.  Der  Ort 
ihrer  Schnittpunkte  ist  ein  Regelschnitt  {x,  y),  welcher  zu  der 
Schaar  der  Schmiegungsebenen  der  C*  perspectivisch  liegt,  und 
gleichfalls  eine  Gurve  des  Rey ersehen  Complexes  ist. 

8)  Man  construire  die  zu  drei  Punkten  x,  y,  z  der  C*  ge- 
hörigen Curven  dritter  Ordnung  [x],  (y),  (s),  und  bringe  darauf 
die  Tangente  eines  jeden  der  drei  Punkte  zum  Durchschnitt  mit 
den  Curven;  wqlche  zu  den  anderen  beiden  Punkten  gehören. 
Legt  man  dann  in  jedem  der  erhaltenen  sechs  Punkte  die  Schmie- 
gungsebene an  die  betreffende  Curve  dritter  Ordnung,  so  erhält 
man  blos  drei  verschiedene  Ebenen,  welche  noch  dazu  durch 
eine  und  dieselbe  Gerade  gehen.  Es  ist  dies  eine  gemeinsame 
Schmiegungsgerade  für  alle  drei  Curven  und  daher  ein  Strahl 
des  Reye^schen  Complexes.  Es  kann  auch  umgekehrt  jeder 
Complexstrahl  so  erzeugt  werden,  und  zwar  i.  A.  nur  auf 
eine  Art. 

9)  Die  Schmiegungsebenen,  welche  irgend  vier  unserer 
Curven  dritter  Ordnung,  [x),  (y),  (a),  (i),  paarweise  gemein 
haben,  bilden  die  Flächen  eines  vollständigen  Vierkants.  Jeder 
Punkt  S  des  Raumes  ist  der  Scheitel  unendlich  vieler  solcher 
Vierkante ;  und  zwar  bilden  die  Punktquadrupel  Xj  y,  z,  t  auf 
der  Curve,  die  zu  demselben  Punkte  S  führen,  die  Nullpunkte 
eines  Büschels  von  Formen  vierter  Ordnung.  Jeder  solche 
Büschel  enthält  die  Wendepunktsform  f,  als  deren  zugeordneter 
Punkt  jeder  beliebige  Punkt  des  Raumes  angesehen  werden 
kann. 

Umgekehrt  ist  jedem  die  Wendepunktsform  enthaltenden 
Büschel  von  binären  Formen  vierter  Ordnung  auf  diese  Art  ein 
Raumpunkt  zugeordnet.  Dem  Büschel  //*+  liH  entspricht  der- 
jenige Punkt  P,  von  welchem  aus  die  Curve  durch  einen  Kegel 
projicirt  wird,  dessen  Wendestrahlen  mit  seinen  Doppelstrahlen 
zusammenfallen  und  die  Curve  in  den  Nullpunkten  von  T 
treffen.  Den  Nullpunktquadrupeln  eines  f  nicht  enthaltenden 
Büschels  von  binären  Formen  vierter  Ordnung  entsprechen  die 
Punkle  einer  Geraden  u.  s.  w.,  u.  s.  w. 

fO)  Unter  allen  binären  Formen  vierter  Ordnung,  welche 
zu  demselben  Punkte  S  des  Raumes  führen,  befindet  sich,  so- 
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bald  1^=0,  eine  von  /*  verschiedene  Form,  deren  Nullpunkte  in 
einer  Ebene  a  liegen. 

Die  Zuordnung  zwischen  S  und  a  ist  die  eines  quadra- 
tischen Polarsystems,  dessen  OrdnungsflHche  von  allen  den 
Ebenen  umhttllt  wird,  welche  die  Curve  in  vier  äquianharmo- 
nischen  Punkten  treffen. 

W]  Die  Ebenen  aller  Kegelschnitte  [xy)^  oder,  was  das- 
selbe ist,  die  Schmiegungsebenen  aller  unserer  Raumcurven 
dritter  Ordnung  [x]  umhüllen  eine  Steiner^sche  Fläche,  von 
welcher  die  C^  eine  Haupttangentencurve  ist.  Gonstruirt  man 
in  der  Schmiegungsebene  eines  beliebigen  Punktes  x  der  C^  die 
beiden  Kegelschnitte,  welche  durch  x  gehen  und  die  vier  Wende- 
Ebenen  berühren,  so  berührt  der  eine  derselben,  der  Kegel- 
.  schnitt  (cd,  x)^  die  C^  in  a;,  und  beide  liegen  auf  der  Stein  er- 
sehen Flache.  Die  Ebenen,  welche  die  Steiner'sche  Fläche 
längs  der  Punkte  eines  Kegelschnittes  berühren,  sind  die  Wende- 
Ebenen  der  C^;  die  Doppelgeraden  der  Fläche  sind  dieselben, 
welche  die  Nullpunkte  der  quadratischen  Factoren  von  T  ver- 
binden; es  giebt  nur  diese  eine  Steiner^sche  Fläche,  auf  wel- 
cher die  C*  Haupttangentencurve  ist;  u.  s.  w.,  u.  s.  w. 

Diese  Andeutungen  werden  genügend  erkennen  lassen, 
wie  fruchtbringend  es  sein  wird,  diejenigen  Formen  mit  zwei 
Arten  von  Veränderlichen,  welche  die  Parameterdarstellung  der 
rationalen  Curven  zum  Ausdruck  bringen ,  im  Sinne  der  Inva- 
riantentheorie  zu  untersuchen*). 

Ein  Aehnliches  gilt  natürlich  hinsichtlich  der  rationalen 
Flächen.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  meisten  der  vorstehend 
angegebenen  Sätze  sich  ohne  Weiteres  auf  alle  rationalen  Cur- 
ven n**'  Ordnung  im  Gebiete  n*«'  Stufe  ausdehnen  lassen,  wobei 
jedoch  die  Fälle,  wo  n  gerade  und  wo  n  ungerade  ist,  ein  ab- 
weichendes Verhalten  zeigen. 


\)  Betläufig  mag  hier  bemerkt  werden,  da8S  die  Theorie  der  Raum- 
curve  dritter  Ordnung  ihre  vollkommenste  analytische  Darstellung  in  der 
Theorie  einer  Form  findet,  welche  drei  Arten  von  Veränderlichen  —  bi- 
näre, ternäre  und  quaternäre  —  linear  enthält. 
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bekaDnten  Principien  beruht,  möge  nur  kurz  angedeutet  werden . 
Angenommen,  es  könnten  einer  Stelle  y  unendlich  viele  Stellen 
xü\  x",  .  .  .  entsprechen,  so  würde  mindestens  eine  Stelle  a 
auf  der  Riemann'schen  Fläche  vorhanden  sein,  in  deren  nocii 
so  klein  angenommenen  Umgebung  unendlich  viele  der  Stelle  y 
correspondirende  Stellen  liegen.  Diese  Stelle  a  würde  eine 
wesentlich  singulare  im  Gebiete  der  variabeln  Stelle  x  sein  und 
«ine  solche  kann  nicht  existiren. 

Indem  ich  mich  der  Behandlung  des  aufgestellten  Problems 
"zuwende,  bemerke  ich  zuvörderst,  dass  ich  den  Fall  p  =s  0, 
welcher  sich  in  bekannter  Weise  einfach  erledigt,  ausschliesse. 
Femer  sollen  die  Indices 

I,    fc,    /,    w,   n 

2ahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  .  .  p  bedeuten  und  falls  sie  als 
Summationsbuchstaben  auftreten,  alF  ihre  Werthe  durchlaufen, 

isodass  z.  B.  das  Zeichen  y  als  Abkürzung  für  ^  gebraucht 

t  t  s  4 

-wird. 

Es  seien  nun 

u^  [x) ,     u^{x) Up  [x) 

<]ie  Werthe  von  p  unabhängigen  überall  endlichen  Integralen 
<ler  Fläche  an  der  Stelle  x.   Betrachten  wir  die  Summe 

«^Ä  (y )  +  ^k  if)  +  •••+%  (y") 

als  Function  der  Stelle  x,  so  wird  dieselbe  erstens  überall  end- 
lich sein  und  zweitens,  wenn  x  einen  geschlossenen  W^eg  be- 
.«chreibt,  sich  um  eine  Periode  von  Uj^  vermehren,  da  sich  die 
Stellen  y,  xj\  . .  y^  nur  untereinander  vertauscht  haben  kön- 
nen, wenn  x  auf  seinen  Ausgangspunkt  zurückgekehrt  ist^). 
Die  obige  Summe  ist  daher  ein  überall  endliches  Integral  der 
Fläche  und  es  bestehen  also  die  p  Gleichungen  : 

<)    ^Wjt (y**J  =^^it,^f («)  +  ^fc  (i-  =  ^  2, . . . p) , 

r  =  4  • 


\)  Es  ist  möglich,  dass  von  den  Stellen  y^  v"i  •  •  •  !/**  einige  abgeson- 
<jlert  werden  können,  die  bei  allen  geschlossenen  Wegen,  welche  x  be- 
schreibt, sich  nur  unter  sich  vertauschen.  Dann  ist  die  betrachtete  Corre- 
spondenz  reductibel.  Ob  dieses  eintritt  oder  nicht,  lassen  wir  dahingestellt. 
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wo  die  Co^fficienten  tc  von  der  Stelle  x  unabhängige  Grossen 
vorstellen*). 

Bie  Constanten  tt^^  sind  offenbar  von  der  Wahl  der  in  den 
Integralen  u  (x)  enthaltenen  additiven  Constanten  abhängig. 

Die  Integrale  u[x)  sollen  nun,  was  stets  möglich  ist,  so  ge- 
wählt werden,  dass  sie  die  folgenden  primitiven  Periodicitäts- 
moduln  besitzen: 

1*1     •••     ijVj    •••U,   ^44}       4JJ    •   •  •    ^'4  D  y 


XAp  ...  U,  V,  ..  .  1,  flp^ ,  dp^ )  •  ■  •  ^j>p  • 

Dann  lassen  sich  die  Coefßcienien  n^^  auf  folgendem  Wege  be- 
stimmen :  Die  Stelle  x  beschreibe  einen  geschlossenen  Weg^ 
auf  welchem  u^  (a?)  in  Ui  [x]  +  \  übergeht,  während  die  übrigen 
Integrale  sich  ungeändert  reproduciren :  so  werden  sich  die 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  (4)  um  die  Go^fficienten  ttj^^ 
vermehren,  während  die  linken  Seiten  um  ein  System  simul- 
taner Perioden  der  Integrale  wachsen.   Es  ist  also 

■ 

wo  die  Buchstaben  h  und  g  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Beschreibt  ferner  x  einen  Weg,  auf  welchem  u^[x]  in 
n^[x)  +  a^  übergeht,  so  ergiebt  sich  in  analoger- Weise 

(3)      ^^ki<^il  =  %  -»-^G,,afe,    (A-,  Z  =  4,  2,  . .  .  p)  , 

■  ■ 

I  t 

wobei  die  Zeichen  H,  G  wiederum  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Substituiren  wir  die  Werthe  der  Grössen  tt  aus  (2)  in  (3)^ 
so  erbalten  wir  zwischen  den  Grössen  a^-j^  die  folgenden  p*  Re- 
lationen : 

i  i,  m  t 

(A:,  Z=  1,2,  ...p). 

1]  Aehnliche  Gleichungen  bestehen  auch,  wenn  man  eine  Correspon- 
denz  zwischen  zwei  Stellen  zweier  Riemann'schen  Flächen  betrachtet. 
Diese  Gleichungen  können  als  eine  Verallgemeinerung  des  Aberschen- 
Theorems  angesehen  werden,  in  weiches  sie  übergehen,  wenn  eine  der 
beiden  Flächen  das  Geschlecht  Null  besitzt. 


14  A.  HüRwiTz, 

§2- 

EintheiluDg  der  Oorrespondenseii  in  singaläre  and  Werthigkeits- 

Correspondenzen. 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden ;  entweder  stel- 
len nümlich  die  Relationen  (4)  eine  wirkliche  Abhängigkeit  der 
Grössen  a,.j^  von  einander  vor^  oder  dieses  ist  nicht  der  Fall,  so- 

dass  die  Relationen  (4)  für  alle  Werthe  der   ^^^  — -  Grössen 

a^j^  erfüllt  sind.  Setzen  wir  das  Letztere  voraus,  so  ergiebt 
sich,  dass 

und  dass  alle  übrigen  Zahlen  g,  h,  6,  H  verschwinden  müssen. 
Wenn  wir  den  gemeinsamen  Werth  der  Zahlen  /i,{,  G^^  mit  —  y 
bezeichnen,  so  nehmen  jetzt  die  Gleichungen  [i]  folgende  Ge- 
stalt an : 

r  SS  a 

Wir  nennen  dann  die  Correspondenz  eiae  »Werthigkeits-Corre- 
spondenza,  die  positive  oder  negative  ganze  Zahl  y  die  zu  der 
Correspondenz  gehörige  »Werlhigkeit«. 

Dagegen  soll  in  dem  ersten  oben  erwähnten  Falle,  wenn 
also  die  p*  Relationen  (4}  sich  nicht  alle  auf  Identitäten  redu- 
ciren,  die  Correspondenz  eine  »singulare«^  genannt  werden. 
Solche  singulare  Correspondenzen  können  offenbar  nur  auf  be- 
sonderen Riemann'schen  Flächen  existiren,  nämlich  nur  auf 
solchen,  bei  denen  es  möglich  ist,  die  p*  Relationen  (4)  durch 
ganzzahlige  Werthe  der  Grössen  h,  g,  H,  G'zn  befriedigen,  ohne 
dass  h^^  ==  A^^  =  • .  =s  G^^  =«  G,,  =5  . .  ist  und  zugleich  die 
übrigen  Grössen  h,  g,  H,  G  verschwinden. 

Diese  besonderen  Riemann^schen  Flächen  sollen  »singulära 
genannt  werden.    Wir  haben  also  folgenden  Satz : 

y)Jede  auf  einer  nicht  singulären  Riemann^ sehen  Fläche  mög- 
liche Correspondenz  ist  eine  Werthigkeits- Correspondenz  a. 

Dieser  Satz  wird  später  durch  den  anderen  ergänzt 
werden: 

» Auf  jeder  singulären  Riemann^schen  Fläche  exisUren  auch 
singulare  Correspondenzen  a. 
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§  3. 

Definition  der  Werthigkeitscorrespondenzen  duch  eine 

algebraüche  Function. 

Es  bezeichne  nun  ^[V|,  v^,  .  .  Vp]  oder  kürzer  ^[vj  die 
zu  der  Fläche  gehörige  ^-Function,  so  wird  bei  passender  Wahl 
der  Constanten  c^ 

als  Function  der  Stelle  x  (oder  y)  aufgefasst  für  x^s^y  (oder 
y  SS  03)  und  weitere  p  —  4  nur  von  den  Constanten  Cj  abhängende 
Stellen  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung.  Wenn  daher 
X  eine  variable,  y ,  y",  .  . .  y"  die  correspondirenden  Stellen, 
femer  oc^  eine  feste,  y^\  y^\  . . .  y^^  die  ihr  correspondirenden 
Stellen,  endlich  y  eine  variable,  ^^  ^^^^  ^^^^^  Stelle  bedeutet, 
so  wird  die  Function 

(6)  Cix  v^  =  ""ff ^K(y)-ti,(i/0-cj 

als  Function  von  y  nur  an  den  er  correspondirenden  Stellen 
S  j  y>  •  •  y**  einfach  Null  und  nur  an  den  x^  correspondirenden 
Stellen  y^',  y^\  ,  .  y^^  einfach  unendlich  und  verhält  sich  ent- 
sprechend, wenn  man  sie  als  Function  von  x  auffasst.  Das 
Product 

[4)    ir[X,  y)   -    [#[u,  [y)  -  U,  W  -C.]  ^[«i  (I/o)  -  t*,  W-C,]J    •   ^l^'  ^^ 

hat  aber  in  Folge  der  Gleichungen  (5]  die  Eigenschaft,  sich  un- 
verändei*t  zu  reproduciren,  wenn  y  einen  geschlossenen  W^eg 
beschreibt  und  ist  also  eine  algebraische  Function  der  Stelle  y. 
Lassen  wir  x  einen  geschlossenen  Weg  durchlaufen,  so  geht 

F(aj,  y)vae       *  P{x,  y)  über,  wo  die  -W,-  ganze 

Zahlen  bezeichnen.  Da  aber  die  Function  nach  wie  vor  alge- 
braisch von  der  Stelle  y  abhängen  muss,  so  sind  die  Zahlen  M^ 
sämmtlich  gleich  Null,  sodass  P[Xj  y)  in  P(x,  y)  übergeht,  also 
ungeändert  bleibt.  P{x^^  y)  ist  also  auch  eine  algebraische 
Function  der  Stelle  x.   Damit  ist  folgender  Satz  bewiesen : 

itJede  Wertkigkeitscorrespondenz  —  also  nach  dem  vorigen 
Varagrafhen  z,  B.  jede  auf  einer  nicht  singulären  Riemanh' sehen 
Fläche  überhaupt  mögliche  Correspondenz  —  lässt  sich  durch  eine 
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von  zwei  Stellen  ac,  y  der  Fläche  algebraisch  abhängende  Function 
F{x,  y)  definiren.  Wird  die  Stelle  x  [bez,  y)  fixirt,  so  verschwin- 
det F{x,  y)  als  Function  der  Stelle  y  {bez.  x)  aufgefasst  y-fach  für 
y  =  x  {bez.  x=iy}  und  je  einfach  an  denjenigen  a  {bez.  ß)  Stellen  j 
welche  der  Stelle  x  (bez.  y)  correspondiren;  sie  wird  unendlich 
y-fach  an  der  festen  Stelle  x,^  [bez.  y^)  und  je  einfach  an  den  a 
{bez.  ß)  dieser  Stelle  x^  {bez.  y^)  correspondirenden  Stellen  m. 

Dabei  ist  unter  einer  /-fachen  Null-,  bez.  Unendlichkeits- 
stelle eine  — y-fache  Unendlichkeits-  bez.  Nulistelle  zu  ver- 
stehen, wenn  y  eine  negative  Zahl  sein  sollte.  Die  im  Satze 
gegebene  Aufzählung  der  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  ist 
eine  erschöpfende. 

§  *• 
Das  Correspondenzprincip  far  Werthigkeitscorrespondenzen. 

Durchwandern  die  Stellen  x  und  y  gleichzeitig  (etwa 
dicht  hinter  einander]  denselben  geschlossenen  Weg,  so  wird 
sich  ^[u^{y)  —  u^  [x)  —  cj  ungeändert  reproducirt  haben,  wenn 
X  und  y  auf  ihren  Ausgangspunkt  zurückgekehrt  sind.  Denn 
die  Integrale  u^  {y)  und  Ui  [x]  haben  sich  um  dieselbe  Periode 
vermehrt.  Deshalb  wird 

(8)  F{x)  =  [,^[u.[y)^Ui{x}--Ci\)r\^^^ 

eine  algebraische  Function  der  Stelle  cc  sein.  Diese  Function 
wird  nun  so  oft  verschwinden,  als  die  Steile  x  mit  einer  corre- 
spondirenden Stelle  y^  zusammenfällt,  also  C-mal,  wenn  Cdie 
Anzahl  der  Goincidenzen  der  Gorrespondenz  bezeichnet.  Sie 
wird  an  den  a  Stellen  x  =  y/  und  den  ß  der  Steile  y^  ent- 
sprechenden Stellen  je  einfach  unendlich  und  überdies  /-fach 
unendlich  (oder  ( — /)-fach  Null]  an  den  2  p  Nullstellen  von 
&  [u^{x)  —  u^  (a?o)  —  q]  .  &  [Ui{y^)  —  u^  {x)  -:  c,] .  Da  nun  eine 
algebraische  Function  ebenso  oft  Null  wie  unendlich  wird,  so  ist 

(9)  C^a^ß^^py, 

welches  (für  y  >  0)  die  Cayley-Briirsche  Correspondenzformel 

ist.   Zugleich  erhalten  wir  aber  ausser  dieser  Formel  den  Satz : 

»Die  Coincidenzstellen  einer  Gorrespondenz  mit  positiver 

Werthigkeit  sind  stets  die  Nullstellen  einer  algebraischen  Func- 
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tion  F[x)  der  Fläche.  Die  Coincidenzsiellen  einer  Correspon- 
denz  mit  negativer  Werthigkeii  y  sind  zusammen  mit  2/)  anderen 
je  {— y)-fach  zu  nehmenden  Stellen  (nämlich  den  willkürlichen 
Stellen  cCq,  y^  und  den  2p  —  8  Nullstellen  einer  Function  (p) 
die  Nullstellen  einer  algebraischen  Function  F[x)  der  Fläche«. 


§5. 

Zahl  der  Stellenpaare,  welche  ans  zwei  sich  gleichzeitig  in  zwei 
Werthigkeitscorrespondenzen  entsprechenden  Stellen  bestehen. 

Auch  die  von  Herrn  Brill  aufgestellte  Formel*)  für  die 
Zahl  der  zweien  Gorrespondenzen  gemeinsamen  Paare  ent- 
sprechender Stellen  ist  auf  alle  Werthigkeitscorrespondenzen 
ausdehnbar.  Die  erste  Correspondenz  besitze  die  Werthigkeit 
7  und  es  möge  die  Stelle  y  nach  Fixirung  der  Stelle  x  a-deutig^ 
umgekehrt  die  Stelle  x  nach  Fixirung  von  y  /^-deutig  bestimmt 
sein;  femer  sollen  a\  /?',  /  für  die  zweite  Correspondenz  die 
entsprechende  Bedeutung  haben,  wie  a,  ß,  y  für  die  erste. 
Fassen  wir  nun  immer  zwei  Paare  (x,  y),  {x^J  y)  zusammen, 
von  denen  das  erste  zur  ersten,  das  zweite  zur  zweiten  Corre* 
spondenz  gehört,  während  die  zweite  Stelle  y  in  beiden  dieselbe 
ist,  so  werden  wir  eine  neue  Correspondenz  erhalten,  wenn  wir 
die  Stellen  x  und  x^  entsprechend  setzen.  Offenbar  wird  nach 
Fixirung  der  Stelle  x  die  Stelle  x^  im  Ganzen  aß'  Lagen  und 
Dach  Fixirung  von  x^  die  Stelle  x  im  Ganzen  ßa'  Lagen  an- 
nehmen. Sind  nun  y',  y",  . .  y"  die  vermöge  der  ersten  Corre- 
spondenz zu X  gehörigen  Lagen  von  y  und  (a?/)*",  {x^Y,  . .  [x^ß'Y 
die  vermöge  der  zweiten  Correspondenz  zu  y^  gehörigen  Lagen 
von  a?4 ,  so  ist 

^Hiyl  -^  y  •  w&(^)  =  ^k   (*  =  1,  2, . . .  p) 

r  =  4 
und  folglich 


4)  Math.  Annalen  Bd.  6,  pag.  42  oder  Bd.  7,  pag.  6H. 
Math.-phyB.  CluBe  1886.  2 
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J'"  J't/^tl^iT  -  Y/Hioo)  =  ilit    (Ar  -  4,  2,  ...  p)  , 

wo  TT^,  TTjt**,  iljfc  von  der  Stelle  er  unabhängig  sind.  Das  letztere 
Crleichungssystem  zeigt,  dass  die  Correspondenz  (cd,  x^)  die 
Werthigkeit  —  yy  besitzt.  Nach  Gleichung  (9)  des  vorigen 
Paragraphen  kommt  es  also 

(10)  aß'-^  ßa'—ipyy' 

Mal  vor,  dass  x  mit  x^  und  also  das  Paar  (x,  y)  mit  {x^,  y)  iden- 
tisch  wird. 

Betrachten  wir  n  Gorrespondenzen  mit  den  zugehörigen 
Zahlen  cc^,  ß^y  y^\  «,,  /?.,  y. ;  ...  a„,  /?«,  y»,  so  ergiebt  sich 
auf  ähnlichem  Wege,  dass  im  Ganzen 

(H)    a^.a^..,  a^-^ß,  . /?,  •  • . /?n  + (-^T**  •  «py*.  y,  . . .  y« 

Gruppen  von  n  Stellen  cc^,  a;„  . .  .  ccn  ^»uf  der  Riemann'schen 
Fläche  existiren  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Stellenpaare 

der  Reihe  nach  der  ersten,  zweiten,  . . .  n**"  Gorrespondenz  an- 
gehören. 

Die  Formel  (40)  ist  ein  specieller  Fall  von  (41).  Diese  For- 
meln erleiden,  wenn  die  betrachteten  Gorrespondenzen  gewisse 
Symmetrie -Verhältnisse  darbieten,  eine  in  jedem  Falle  leicht 
anzugebende  Modification. 

§  6. 

Darstellung  der  Correspondenzen  von  positiver  Werthigkeit 

durch  algebraische  Oleichongen. 

Wenn  die  Werthigkeit  y  eine  positive  Zahl*)  ist,  so. stellt 
die  Gleichung 

(42)  F(a.,  y)=0, 

wo  F(a:,  y)  das  aus  ^Functionen  gebildete  Product  (7)  bedeu- 
tet, die  Gorrespondenz  rein  dar,  wenn  von  der  y-fachen  Lösung 
flc=^  dieser  Gleichung  abgesehen  wird.    Nun  wird  F(a?,  y)  als 


4)  Die  Werthigkeit  Null  wird  hier  und  in  der  Folge  stets  als  eine  po- 
sitive angesehen. 
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Function  von  y  betrachtet,  an  den  festen  Stellen  y  =z  y^ ^ 
y»")  •  •  •  Vo"  i®  einfach,  an  der  Stelle  y  =  a?Q  y-fach  unendlich. 
Es  ist  F(ix^  y)  folglich  eine  lineare  homogene  Function  von 
einer  bestimmten  Zahl  9 -1-1  linear  unabhängiger  algebraischer 
Functionen 

fjy)  7  fiiy) »  '"  fg{y)j 

welche  an  eben  denselben  Stellen  unendlich  werden,  wobei  die 
Go^fficienten  dieser  linearen  homogenen  Function  von  der  Stelle 
y  unabhängig  sind.  Die  Zahl  q  ist  bekanntlich  höchstens  gleich 
a  +  Y  —  p  +  T,  woT  angiebt,  wie  viele  linear  unabhängige 
Differentiale  erster  Gattung  an  jenen  Unendlichkeitsstellen  von 
der  zweiten  Ordnung  unendlich  klein  werden.  Setzen  wir  in 
der  sich  so  ergebenden  Gleichung 

^{^,  y)  =  cj,  [y]  +  cj,{y)  -4-  ...  4-  c^fgiy) 

für  y  g  -f-  4  verschiedene  Stellen  y*'(y  ==  0,  4,  2,  ...  9),  so  er- 
geben sich  die  Co6fficienten  c  als  algebraische  Functionen  der 
Stelle  a;,  deren  Unendlicbkeitsstellen  bei  x  ==  x^\  x^\  . .  .  x^P 
(den  der  Stelle  y^  correspondirenden  Lagen  von  x)  und  der 
/'fach  zu  nehmenden  Stelle  cc  ss  cc^  liegen.  Dabei  ist  voraus- 
gesetzt, dass  die  Determinante  |/]u(^'')|  nicht  verschwindet, 
eine  Voraussetzung,  die  durch  passende  Wahl  der  Stellen  y^ 
erfüllt  werden  kann,  da  die  Functionen  fy(y)  linear  unabhängig 
sind.  Es  wird  also 

(13)    P[x,  y)  =  <p,{x)f,  [y)  +  cp,[x)f,  (t/)  4-  . . .  +  (pg{x)f^[y) . 

Wir  dürfen  offenbar  annehmen,  dass  auch  die  Functionen  (p^[x) 
linear  unabhängig  sind,  da  sich  anderenfalls  die  rechte  Seite  der 
vorstehenden  Gleichung  auf  weniger  Glieder  zusammenziehen 
lässt.  Es  ist  dann  q  auch  höchstens  gleich  /9  +  ^  —  p  -h  t',  wo  t 
angiebt,  wie  viele  linear  unabhängige  Differentiale  erster  Gat- 
tung in  den  Unendlichkeitsstellen  der  Functionen  (p^  [x]  von 
der  zweiten  Ordnung  verschwinden.  Multipliciren  wir  F[x^  y) 
mit  irgend  einer  Function  fp  [x] ,  welche  nur  an  den  Stellen 
^o'j  •  •  •  ^o'^  einfach,  bei  x  =  x^  y-fach  verschwindet  und  mit 
einer  Function  /*(y),  welche  nur  an  den  Stellen  y^',  . . .  y^^  ein- 
fach, bei  y  =^  y^  y-fach  verschwindet,  so  kommt 

(U)  V{x,y)  =  <p{x).f{y).F[x,y) 

=  Ö>.  (ac)  .  F.  (!/)  +  Ö>.  [x)  .  F,  fy)  +  . . .  +  0g{x}  .  Fgiy)  , 

i* 
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wo  nun  die  Functionen  0^  bez.  F^  an  /?  +  y  bez.  a  -4-  y  Stellen, 
welche  zu  den  Unendlichkeitsstellen  der  Functionen  q)^  bez.  /^ 
corresidual  sind,  uneadlich  von  der  ersten  Ordnung  werden. 
Da  die  Gleichung  W  =:  Q  dieselbe  Abhängigkeit  zwischen  den 
Stellen  x,  y,  wie  die  Gleichung  F=  0  vermittelt,  so  ist  hiermit 
der  Satz  bewiesen  : 

TD  Jede  Correspondenz  mit  positiver   Werthigkeit  lässt  sich 
durch  eine  Gleichung 

(15)   ©.  (a;)  .  F«  (y) -KD.  (CD) .  F.  (y)  +  . .  •  +  <D,  ((E) .  F,  (y)  =  0  , 

deren  linke  Seite  eine  algebraische  Function  ß  -f-  y^^  Grades  der 
Stelle  X  und  a  -f-  y*«»*  Grades  der  Stelle  y  ist^  vollständig  dar-- 
stellen^  in  dem  Sinne^  dass  bei  Fixirung  von  x  bez,  y  diese  Glei- 
chung^ abgesehen  von  der  y-fachen  Lösung  y^x  bez,  a;  =  y,  nur 
die  der  Stelle  x  bez.  y  correspondirenden  Stellen  als  Lösungen 
besitzt  (k. 

Wir  fügen  den  ohne  Schwierigkeit  zu  beweisenden  Ergän- 
zungssatz hinzu : 

j> Diese  Darstellung  der  Correspondenz  ist  eine  vollständig 
bestimmte^  sofern  man  von  solchen  Umänderungen  der  Gleichung 
(1 5)  absieht,  welche  in  der  Multiplication  dei^selben  mit  irgend  einer 
Function  der  Stelle  x  oder  den*  Stelle  y  allein,  oder  endlich  in 
simultanen  linearen  Transformationen  der  O  und  F,  welche  die 
Form  (Dq  Fq  -4-  (Z>,  F^  -4-  •  •  •  H-  (D^  F^  ungeändert  lassen,  bestehen  a. 

Es  ist  also  namentlich  auch  die  Zahl  q  eine  ganz  bestimmte 
für  die  Correspondenz  charakteristische  Zahl.  Wir  wollen  die- 
selbe als  die  »Dimension^  der  Correspondenz  bezeichnen^). 

§7. 

Bestimmang  der  CorreBpondenzen  von  gegebener  Dimension 
und  gegebener  (positiYer)  Werthigkeit. 

Es  seien  Oq{x),  O^  [x],  ...  Ö>^(cc)  irgend  qr  -f.  4  linear  un- 
abhängige algebraische  Functionen  der  Stelle  x.  Bestimmen 
wir  nun  irgend  9  +  4  andere,   ebenfalls  linear  unabhängige 


i)  Deutet  man  die  Verhältnisse  ^o{x)  :  0,  [x)  :  . .  .  :  <Pq{x]  und 
F^iy)  :  F^{y)  :  .  . .  i  Fg{y)  als  Punkt-,  bez.  Ebenen-Coordinalen  in  einem 
Räume  von  q  Dimensionen,  so  erhält  man  eine  bestimmte  geometrische 
Darstellung  der  Correspondenz.  Eine  ähnliche  ist  in  einem  Räume  von 
weniger  als  q  Dimensionen  nicht  möglich. 
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Functionen  F^ [y) ,  F^(y),  ,. .  Fg (y)  der  Stelle  y,  welche  nur  der 
Einsdiränkung  unterworfen  sind,  dass  ^O^jx)  F^  [y]  als  Func- 

Vzsz  0 

tion  von  ac  an  der  Stelle  x  s=  y  y-fach  aber  nicht  von  höherer 
Ordnung  verschwindet,  so  wird  die  Gleichung 

(46)    <D.  (0=)  F.  (y)  +  O,  [x)  F,  (j/)  +  •  •  •  +  <&,  [x)  F,  (y)  =  0 

eine  /-wertbige  Gorrespondenz  der  Dimension  q  vorstellen,  und 
auf  diese  Weise  werden,  zufolge  des  vorigen  Paragraphen,  auch 
alle  solche  Correspondenzen  entstehen.  Jene  Einschränkung, 
welcher  die  Functionen  F(y)  unterliegen,  drttckt  sich  analytisch 
dahin  aus,  dass  die  y  Gleichungen 

'y)  ^.  (»)  +  <»4  (y)  Pdy)  +  ■•■•*■  %{y)  Fg  (y)  =  o 


(17) 


{y}  Foiy)  +  <i>:  iy)  Piiy) 


%'iy)FJy]  =0 


(y-t) 

«>•  (»)  P,  iy) 


0 


Cy-1) 

<»4  (y)  ^;  (y) 


erfttlU  sein  müssen,  während 

ö>.<y5(y)  ^o(j/)  +  ®/^%)  P.  (y)  +  •  •  •  +  0,0')  (y)  i'jCy) 

nicht  mehr  verschwindet.  Das  Zeichen  0^^9)[y)  bedeutet  dabei 
den  Q^^  Diiferentialquotienten  von  Oy(y),  nach  irgend  einer 
Function  der  Stelle  y  genommen.  Wir  folgern  aus  (17)  zunächst, 
dass  die  Dimension  einer  Correspondenz  mindestens  gleich  ihrer 
Wertbigkeit  ist.   Denn  falls  9  <  p,  muss  die  Determinante 


«>»(y) 


a> 


(«-1) 


',  iy) 


W-l) 


0, 


Ay)  •••  %{y) 

verschwinden,  was,  wie  eine  nähere  Betrachtung  zeigt,  infolge 

der  linearen  Unabhängigkeit  von  <Z>,(y),  ...  0q  (y)  nicht  angeht. 

Eliminiren  wir  aus  (47)  und  (16)  die  Functionen  Pg(y), 

Pq-i  (y)»  •  •  •  ^9-y+«  (y)>  ^  ergiebt  sich,  dass  durch  die  Gleichung 


*r>0 


Ö>«-y+l  («), 


ö>,  (y) , 
Os'(y) , 

Kh,    ö>«-y+i(y), 


©',- 


y+t  (y) 

(y-1) 


•  ••  ©,(«) 

•••  ®,(y) 

•  •  •  ©,'(y) 

■  (y-l) 

•••  ö>,(y) 

=  0 


die  allgemeinste  Correspondenz  mit  der  Werthtgkeit  y  und  der 
Dimension  q  definirt  wird,  wenn 
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i )  ©o  [x] ,  0^  (x) ,  ...  Ö)^  (ü?)  beliebige  linear  unabhängige 
algebraische  Functionen  der  Stelle  x  bedeuten  und 

2)  die  g  —  y  -h  1  ebenfalls  algebraischen  Functionen  F^  [y) , 
^4  (y)j  •  •  •  ^9-y  [y]  ^^^  Stelle  y  so  gewählt  werden,  dass  die  Glei- 
chung (18)  nicht  identisch  erfüllt  ist,  wenn  Oq{x).  0^{x),  . .  <Z>^(x) 
durch  0^(y)[y),  Ö)//')(y),  ...  Oq^y){y)  oder  durch  nicht  sämmt- 
lieh  verschwindende  Constanten  c^,  c^,  ...  Cq  ersetzt  werden. 

Die  FuDclioDen  F{y)  können  aber  stets,  nach  willkarlicher 
Annahme  der  <Z>(a;),  diesen  Bedingungen  gemiiss  gewählt  werden, 
so  dass  es  immer  Correspondenzen  von  der  Werthigkeit  y  und 
einer  beliebigen  Dimension  q^y  giebt. 

Zum  Beweise  betrachten  wir  die  in  (<8)  auftretenden  De- 
terminanten für  den  Fall,  dass  die  Functionen  0^(x)  durch 
<Z)|,(/)  {y)  oder  durch  nicht  sämmtlich  verschwindende  Constan- 
len  Cy  ersetzt  werden.  Weder  die  bei  der  ersten,  noch  die  bei 
der  zweiten  Ersetzung  entstehenden  Determinanten  [D]  können 
sämmtlich  identisch  verschwinden. 

Die  gegentheilige  Annahme  würde  nämlich  zu  der  Folgerung 
führen,  dass  die  Functionen  Of^ix),  . .  Oq{x),  entgegen  unserer 
Voraussetzung,  nicht  b'near  unabhängig  sind.  Dieses  voraus- 
geschickt, wählen  wir  nun  die  Functionen  F^  (y),  . .  F^_«(y)  so, 
dass  keine  zwei  dieser  Functionen  an  derselben  Stelle  unend- 
lich werden  und  dass  ihre  Grade  grösser  sind  als  die  Grade  der 
Determinanten  Z>.  Alsdann  sind,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Be- 
dingungen 3)  sicher  erfüllt. 

Ein  besonderes  Interesse  verdient  der  Fall,  in  welchem 
Dimension  und  Werthigkeit  der  Correspondenz  einander  gleich 
sind.  Auf  diesen  speciellen  Fall  beziehen  sich  die  Betrachtungen 
des  Herrn  Lindemann,  welche  in  einem  Briefe  an  Herrn  Her- 
mite  und  in  den  Vorlesungen  über  Geometrie  von  Clebsch*) 
mitgetheilt  sind;  auch  gehören  hierher  die  von  Herrn  Brill 
im  4.  Bande  der  Mathemat.  Annalen  pag.  527  ^.  gegebenen  Ent- 
w  ickelungen  über  die  eine  algebraische  Curve  mehrfach  berüh- 
renden Gurven  einer  linearen  Curvenschaar.  Die  Gleichung  (18) 
reducirt  sich  für  g  =  y  auf 


4]  Crelle's  Journal;  Bd.  84,  pag.  800 — 804;  Vorlesongen  über  Geo- 
metrie, 1.  c. ;  siehe  auch  Bd.  III,  pag.  76  ff.  der  französischen  Uebersetzung 
dieses  Werkes  von  Benoist,  wo  Herr  Lindemann  die  Darstellung  etwas 
modificirt  hat. 
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(49) 


ö».  (y) , 


«>.'  (y) , 


(i—U         (y-i) 

«>.  (j/) ,  ®« (y) , 


®y(y) 
ö>r'(y) 


(y-1) 

ö>„(y) 


=  0, 


so  dass  die  Correspondenz  schon  durch  die  Wahl  der  Functionen 
<2>  (x)  vollständig  bestimmt  ist.  —  Weitere  sich  an  die  Resultate 
dieses  Paragraphen  anknüpfende  Entwickelungen  liegen  ausser- 
halb des  Rahmens  gegenwartiger  Mittheilung. 


§8. 

BarateUang  der  Correspondenzen  mit  positiver  Werth%keit 

auf  Corven  vom  Oeschlechte  p. 

Wir  bezeichnen  nun  mit 


X 


ri{x)^f,    n^)  = 


X, 


'3  ""'S 

zwei  algebraische  Functionen  der  Stelle  x  der  Riemann'schen 
Flache,  durch  welche  sich  alle  übrigen  rational  ausdrücken 
lassen.  Zwischen  diesen  Functionen  tj^  ^  besteht  eine  alge- 
braische Gleichung  vom  Geschlechte  p,  welche  in  der  Form 

(20)  f[x,,  0?,,  X,)  =  0 

dargestellt  werden  kann  und  bei  Auffassung  der  Verhältnisse 
x^  :  x^  :  x^  als  Dreieckscoordinaten  eine  ebene  Curve  vom  Ge- 
schlechte p  vorstellt.  In  der  irgend  eine  positiv-werthige  Corre- 
spondenz definirenden  Gleichung  (45)  lassen  sich  nun  die  Func- 
tionen (Z>Q  (x),  O^  {x)f  . . .  Oq{x)  in  die  Gestalt  setzen  : 

wo  die  Gleichung  0  {x^  >  ^i  >  ^3)  =  ^  ^^^^  Curve  vorstellt, 
welche  durch  die  Unendlichkeitspunkte  der  Functionen  (Z>^  (x) 
und  eventuell  durch  weitere  feste  Punkte  hindurchläuft,  welche 
letztere  gleichzeitig  auf  allen  Gurven  Opix^^  x^,  x^)  »  0  liegen. 
In  entsprechender  Weise  lassen  sich  die  Functionen  F^  (y)  dar- 
stellen; es  sei  etwa 

f**^      ^'^^  ^  F(y.  y..  y.)  '  ' ' '  ^^^^^  -  F[y..y..y.)  ' 
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Die   Gleichung   (45)    geht   nun,    wenn   wir  den   Nenner 
0{x^,  x^j  CD,)  .  F(y^y  y,,  y,)  unterdrücken,  über  in: 

y  ^  q 

(23)   W{x,,  0?,,  X3  I  y„  y,,  y,)  =^<Z>,,(a?„  ir„  ojg) .  F^(y„  y„  y,)=  0, 

womit  der  folgende  Satz  bewiesen  ist : 
»Jede  auf  einer  algebraischen  Curve 

existirende  algebraische  Correspondenz  mit  positiver  Werthigkeit 
lässt  sich  durch  eine  einzige  Gleichung 

V[x,,x^,x,  \y^,y^,y,)  =  0 

deßniren.  Bedeuten  nämlich  y^,  y,,  y,  (bez.  x^,  a?„  a;,^  die  Coor- 
dinaten  irgend  eines  Punktes  der  Ctirve  /*,  währetid  a?^,  o?,,  a:,, 
föejjf.  y^,  y,,  yj  laufende  Coordinaten  bezeichnen,  so  stellt  die 
Gleichung  ^F  «  0  eine  Curve  vor,  welche  die  Curve  f  y-fach  in 
dem  Punkte  y^,  y,,  y,  (bez,  x^,  x^,  xj  je  einfach  in  den  diesem 
Punkte  correspondirenden  Punkten  und  überdies  eventuell  in  festen 
Punkten  durchschneidet (k. 

Dieser  Satz  lässt  sich  sofort  auf  algebraische  Curven, 
welche  in  einem  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  lie- 
gen, tibertragen.  Auch  für  solche  Curven  lässt  sich  bei  ev. 
Hinzunahme  von  festen  Punkten  jede  Correspondenz  mit  posi- 
tiver Werthigkeit  durch  eine  einzige  Gleichung  definiren. 

§  9. 

Darstellung  der  Correspondenzen  mit  negativer  Werthigkeit 

durch  algebraische  Gleichungen. 

Wir  wollen  die  Correspondenz  C"  aus  den  beiden  Corre- 
spondenzen C  und  C  zusammengesetzt  nennen,  wenn  sie  durch 
die  Angabe  definirt  ist,  dass  jeder  Stelle  x  gleichzeitig  die- 
jenigen Stellen  entsprechen  sollen,  welche  ihr  in  C  und  in  C' 
correspondiren. 

Besitzen  die  Correspondenzen  C  und  C  die  Werthigkeiten 
y  und  /,  so  ist  die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Correspondenz 
C"  eine  Correspondenz  mit  der  Werthigkeit  y-^-y,  wie  aus  der 
Addition  der  zu  den  Correspondenzen  C  und  C  gehörenden 
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Gleichungen  (5]  hervorgeht.  Es  sei  nun  C  eine  Correspondense 
mit  der  negativen  Werthigkeit 

und  C  irgend  eine  Correspondenz  mit  einer  positiven  Werthig- 
keit y  ^  d ;  es  wird  dann  C"  die  positive  Werthigkeit  y  —  d 
besitzen.    Sind  nun 

'P{cc,y)  =0 

W^(x,  y)  =  0 

die  Gleichungen,  welche  die  positiv-werthigen  Correspondenzen 
C  und  C  darstellen,  so  wird  die  Gleichung 

die  Correspondenz  C  mit  der  negativen  Werthigkeit  —  d  deß- 
niren.  Nach  den  Entwicklungen  des  vorhergehenden  Paragra- 
phen wird  also  z.  B.  jede  solche  Correspondenz  auf  einer  ebenen 
Curve 

durch  eine  Gleichung  der  Form 

'QR\  5P^(a;|,  x^f  3^3  I  Vi ,  y^,  y^  a  |\ 

^      ^  ^(a?i,  a-«,  a?s  I  Vi.  Vj,  !/3)  ' 

dargestellt  werden  können ,  wobei  ¥^,  und  V^  ganze  homogene 
Functionen  sowohl  von  cc^,  o;,,  cCj  wie  von  y^,  y,,  y,  bedeuten, 
und  wo  die  Gleichung  ^=0  eine  beliebig  zu  wählende  Corre- 
spondenz, deren  Werthigkeit  mindestens  gleich  d  ist,  vorstellt. 
Beispielsweise  kann 

W  =  {x,y,  -  x,y,]« 

gesetzt  werden,  und  es  wird  dann  ^,  =  0  eine  (leicht  geome- 
trisch zu  definirende]  Correspondenz  mit  der  Werthigkeit  0 
werden. 

Die  Division  von  W  in  ^,  ist  aber  nicht  ausführbar,  da  eine 
Gleichung,  deren  linke  Seite  eine  ganze  homogene  Function  von 
a?^,  a;,,  a?,  und  y^,  y,,  y,  ist,  stets  eine  Correspondenz  mit  posi- 
tiver Werthigkeit  definirt. 

Setzen  wir,  wie  soeben,  die  Correspondenz  C  mit  C  zu  der 


4)  Darch  solche  Gleichungen  definirte  Correspondenzen  betrachtet 
gelegentlich  Herr  Linde  mann.  (Vorlesungen  Bd.  II.  pag.  747,  wo  gezeigt 
wird,  dass  auf  diese  Correspondenzen  die  Formel  (40)  Anwendung  findet.) 


(26) 
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positiv 'Werlhigeo  Correspondenz  C"  und  mit  einer  andereo 
Gorrespondenz  K  zu  der  positiv -werthigen  Correspondenz  AT' 
zusammen^  so  werden  die  Gleichungen 

von  denen  die  erste  die  Correspondenz  AT',  die  zweite  die  Cor- 
respondenz C"  definirt,  zusammengenommen  die  Correspondenz 
C  darstellen,  da  je  zwei  Stellen,  welche  gleichzeitig  in  K'  uad 
C"  einander  entsprechen,  auch  vermöge  der  Correspondenz  C^ 
correspondirende  Stellen  sind. 

Berücksichtigen  wir  das  Resultat  des  vorigen  Paragraphen, 
so  erhalten  wir  den  Satz : 

itJede  auf  einer  algebr-aischen  Curve 

existirende  Correspondenz  mit  negativer  Wertigkeit  lässt  sich 
zwar  nicht  durch  eine  einzige  Gleichung,  wohl  aber  auf  mannig- 
faltige Weise  durch  zwei  Gleichungen  der  Form 

^^.(aj^aj^irsly,,  y,,  y,)  =5  0 

definiren.  Bedeuten  nämlich  y^y/y^.,  y,  (bez.  cc^,  a?,,  xj  die  Coor- 
dinaten  irgend  eines  Punktes  der  Curve  f  wählend  a?^,  cc,,  co, 
(bez.  yj,  y,,  yj  laufende  Coordinaten  bezeichnen,  so  stellen  die 
Gleichungen  'F^  =  0,  'F^  =  0  zwei  Curven  vor,  welche  sich  auf 
der  Curve  f  ausser  (eventuell)  in  dem  Punkte  y^,  y„  y,  (bez, 
x^,  a?j,  CC5)  nur  noch  in  den  diesem  Punkte  correspondirenden 
Punkten  und  (eventuell)  in  festen  Punkten  durchschneiden^. 

Dieser  Satz  lüsst  sich  auch  auf  Curven,  welche  in  einem 
Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  liegen,  übertragen; 
stets  werden  zwei  Gleichungen,  welche  noch  auf  unendlich  viele 
verschiedene  Weisen  gewählt  werden  können ,  zur  Definition 
der  Correspondenz  ausreichen. 

§40. 
Die  allgemeine  Correspondenzfonnel. 

Es  erübrigt  noch,  die  singulären  Correspondenzen  einer 
näheren  Untersuchung  zu  unterziehen.   Die  erforderlichen  Eni- 


{ 
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Wicklungen  lassen  sieb  dabei  zumeist  so  darstellen,  dass  sie  fUr 
alle  algebraischen  Correspondenzen,  gleichviel  ob  sie  Werthig- 
keits-  oder  singulare  Correspondenzen  sind,  Gültigkeit  haben. 
Es  soll  daher,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  bemerkt 
wird,  Über  die  Natur  der  in  der  Folge  betrachteten  Correspon- 
denzen und  der  sie  tragenden  Riemann'schen  Fläche  keine  be- 
sondere Voraussetzung  gemacht  werden. 

Vermöge  irgend  einer  Correspondenz  mögen  der  Stelle  x 
die  Lagen  y,  y",  . .  y"  von  y  entsprechen ;  ferner  seien  y^', 
y«"'  -  -  y^^  d^®  einer  festen  Stelle  x^  correspondirenden  Lagen 
von  y  und  endlich  bezeichne  y^  irgend  eine  feste  Stelle.  Als* 
dann  wird  die  Function 


fÄ71       CM   a    TT ^{Ujix)  -Ujjyn  ^  cj 


auf  der  in  eine  einfach  zusammenhängende  zerschnittenen 
Fläche  so  oft  Null,  als  die  Stelle  x  mit  einer  correspondirenden 
Stelle  y^  zusammenfällt,  also  C-mal,  wenn  C  die  Zahl  der  Coin- 
cidenzen  der  Correspondenz  bezeichnet ;  dieselbe  Function  wird 
an  den  der  Stelle  x  correspondirenden  Stellen  y/,  . .  y^^  und 
an  den  ß  Stellen,  welche  der  Stelle  y^  entsprechen,  je  einfach 
unendlich. 

Es  ist  folglich : 

(28)  C-a-ß  =  ^fd\ogC(x), 

wo  das  Integral  in  positivem  Sinne  durch  die  Begrenzung  der 
zerschnittenen  Fläche  zu  erstrecken  ist^].  Andererseits  ist  dieses 
Integral  gleich 

^(/,  ,0g  ^  ^fä  log  ^)  , 

wenn  die  Einzelintegrale  längs  der  Riemann'schen  Schnitte  a^, 
6jt  genommen  werden  und  C"*",  C"  die  Werthe  von  C  [x)  auf  der 
positiven  bez.  negativen  Seite  des  betreffenden  Schnittes  be- 


4)  In  Betreflf  solcher  »Begrenzungsintegrale«  verweise  ich  auf  die 
Riemann'sche  Abhandlung  über  Abel'sche  Functionen,  sowie  auf  den 
Aufsatz  von  Roch,  »Ueber  ^Functionen  vielfacher  Argumente«  in  Grelle'» 
Journal,  Bd.  66. 
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deuten.  Infolge  der  Relationen  (4),  (2),  (3)  des  ersten  Paragra- 
phen ergiebt  sich  für  die  letztere  Summe  der  Werth: 

so  dass  wir  für  die  Zahl  C  der  Coincidenzen  der  allgemeinsten 
überhaupt  möglichen  algebraischen  Correspondenz  die  Formel  ein- 
halten : 

(29)  C==a  +  ß- (A„  +  A„  + . .  +  Ap^  +  G„  +  G„  +  -.  +  G^^) . 

Ist  die  Correspondenz  eine  Werthigkeitscorrespondenz,  so  wer- 
den (cf.  §  2)  die  Zahlen  h^^,  G^  sHmmtlich  untereinander  gleich 
und  die  Formel  (29)  geht,  wenn  der  gemeinsame  Werth  dieser 
Zahlen  gleich  — y  gesetzt  wird,  in 

C  =  a  -f.  /^  +  ipy 

über,  wie  es  nach  §  4  sein  rouss. 

Die  Zahl  der  Steilenpaare  x.  y,  welche  sich  gleichzeitig  in 
zwei  beliebigen  Correspondenzen  entsprechen,  ergiebt  sich  auf 
folgendem  Wege.  Es  seien  y',  f/',  . .  y"  die  vermöge  der  ersten 
Correspondenz  der  Stelle  x  entsprechenden  Lagen  von  y  und 

a?'»*",  a?"'*",  ...  ar'»*"  die  vermöge  der  zweiten  Correspondenz 
der  Stelle  y^  entsprechenden  Lagen  von  x.  Dann  bestehen  nach 
§  4  die  folgenden  Relationen : 

2  ^k  (/)   =  2^ki  ^i  (^)  +  ^k  1 


(30) 


*=  \ 


wobei 


m 


^ki  =  hl  -^^Qii  «ki  j 

t 

2^ki  ^il  =  ^kl  -^^^il  ^ki » 


^ki  =  ^k  -^^Qn  %i  y 

i 
2^ki  H  =  ^kl  -^^^il  %i » 

■  ■ 

unter  den  Zeichen  h,  y,   ff,  G,  h\  y',  H',  G'  ganze  Zahlen  ver- 
standen. 
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Die  ElimiaatioD  der  Integrale  u,.  (^^j  aus  den  Gleichungen 
(30]  ergiebt  Relationen  der  Gestalt : 

r,  s  i 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.    Eine  kurze  Rechnung  zeigt,  dass  fUr  die  Grössen 
Tt^l^l  die  Relationen 


(33) 


^kl  =   ^kl 


'^9il  (^ki 


•  • 

t  t 

aufgestellt  werden  können,  wenn  unter  A",  g",  H",   G"  die 
Zahlen : 


'34] 


9kl  =2  i^il  Ski  +  9il  G«)  . 

t 

^kl  =^  (^i7  ^ifci  "^  ^1/  ^iti)  ) 

t 

^ki  —2  {^hi  9ki  -+-  ^tf  ^ifci) 


verstanden  werden.  Die  Anwendung  der  Formel  (29)  auf  die 
Gorrespondenz,  welche  durch  die  Zuordnung  der  Stellen  ac*'»  ^ 
zur  Stelle  x  definirt  ist,  ergiebt  nun  für  die  Zahl  (C,  C)  der 
Goineidenzen  dieser  Correspondenz  den  Ausdruck : 

[C,  C)  =  aß'+ßa'-  (ä;',  +  h"^  +  ..  +  h"^+G1,+  g"^+..+ g;^)  , 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (34) : 
(35)       (C,  C)  =  aß'^ßa'^^[h,j,hj,,^g,^Hj,,^H,j,gi^^G,j,Gi,,]  , 

und  diese  Zahl  wird  offenbar  angeben,  wie  viele  Stellenpaxire  x^  y 
gleichzeitig  beiden  Correspondenzen  angehören  *) . 


1)  Bei  der  Anwendung  dieser  und  ähnlicher  Formeln  isl  der  folgende 
Satz  von  Nutzen.  Werden  für  irgend  eine  Correspondenz  die  in  §  4  be- 
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Unter  der  Voraussetzung,  dass  beide  Correspondenzen 
Werthigkeitscorrespondenzen  sind,  geht  die  Formel  (35)  in  die 
Formel  (\  0)  des  §  5  über. 

§41. 
Existenz  der  singnlftren  Correspondenzen. 

Es  sei  irgend  ein  Lösungsystem  der  2  p*  Gleichungen  : 

^kl  =   hl  -^2 Sil  ^^•'  ' 

(36)  I   VT  ^ 

gegeben.   Dann  werden  durch  den  Ansatz : 

(37)  uj, (y')  +  Mjk (/)  +  ..  +  w^ fyP)  =^7rjt.. u^ix)  -h  Ttj, 

m 

t 

jeder  Stelle  x  p  bestimmte  Stellen  y,  y'\  . .  yP  zugeordnet, 
wenn  die  Constanten  ttj^,  was  stets  möglich  ist,  so  gewählt 
werden,  dass  nicht  für  alle  Lagen  von  x  das  auf  der  rechten 
Seite  in  (37)  auftretende  Grössensystem  auf  mehr  als  eine  Weise 
in  die  durch  (37)  verlangte  Form  gesetzt  werden  kann.  Durch 
diesen  Ansatz  ist  also  eine  algebraische  Correspondenz  bestimmt, 
für  welche  die  oben  mit  a  bezeichnete  Zahl  den  Werth  p  be- 
sitzt. In  transcendenter  Form  lasst  sich  diese  Correspondenz 
durch  die  eine  Gleichung  ^) 


nutzten  Bezeichnungen  verwendet  und  bedeuten  o/,  af\  ••  ^  ^i^  vermöge 
der  Correspondenz  einer  Stelle  y  entsprechenden  Lagen  von  x,  so  ist 

wobei  _  ,^^ 

^kl  =»         G»  — ^  9li  ^ki  I 

t 


^^ki^il  =*   -  ^/*  +  ^f^li  ^ki  • 


i )  Durch  derartige  Gleichungen  definirte  H'erl/^t^x^eiifcorresponden- 
zen  betrachtet  Herr  Lindeniannin  der  Note  »Ueber  eine  Verallgemeine- 
rung des  Jacobi'schen  Umkehrproblems  der  Abel'schen  Integrale«  (Berichte 
der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Freiburg  i.  Br.  Bd.  7.  Heft  3;  siehe 
pag.  ft89  a.  390). 
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(38)  ^  [uj  (y)  -^^fc<  «.•  ;(r)  -  cj]  =  0 

f 

deBnireiiy  unter  Cjg  passend  gewählte  Constanten  verstanden. 
Die    Zahl  der   einer  beliebigen   Stelle  y  entsprechenden 
Lagen  von  x  ist,  beiläufig  bemerkt,  durch  das  Begrenzungs- 
integral 

J^fd  log  d^  [uk  iy)  -^Tt^i  u,.  [x]  -  cj] 

i 

bestimmt  und  findet  sich,  infolge  der  Gleichungen  (36),  gleich 

(39)  ^(G«Art-<7.ife^.*). 

Wenn  nun  die  Riemann'sche  Flache,  welche  unserer  Betrach- 
tung  zu  Grunde  liegt,  eine  singulare  ist,  so  dürfen  wir  anneh- 
men, dass  die  Elimination  der  tv^i  aus  dem  Systeme  (36)  nicht 
zu  lauter  Identitäten  zwischen  den  Grössen  a^^  führt,  oder,  wie 
wir  kurz  sagen  wollen^  dass  das  System  (36)  kein  d identisches« 
ist.  Alsdann  ist  aber  die  durch  (37)  definirte  Correspondenz 
sicher  keine  Werthigkeitscorrespondenz.  Die  gegentheilige  An- 
nahme würde  nämlich  zu  den  Gleichungen 

i 

und  also,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  die  Perioden  nehmen,  zu 

fiXv  k^l 


tW  +  ^?«a*i         .         ^^^^.^^ 


fuhren.  Aus  den  letzteren  Gleichungen  würde  aber  folgen,  dass 
A^^  =s  A,^  =  .  .  SS  G^^  =  G„  a*  . .  Ä  y  und  alle  übrigen  Zahlen 
A,  g^  H,  G  gleich  Null  sind,  und  somit  würde  das  System  (36), 
entgegen  unserer  Annahme,  ein  )> identisches«  sein. 

Auf  jeder  singulären  RiemantCschen  Fläche  existiren  also 
auch  singulare  Correspondenzen. 

Wir  können  hinzufügen,  dass  es  stets  unendlich  viele  sin- 
gulare Correspondenzen  von  der  eben  betrachteten  Art  giebt. 

Es  mögen  nämlich  d  und  y  irgend  zwei  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, so  bestehen  zufolge  (36)  die  Relationen 
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^k  =  ^ici  -^2  Sil  ^w  > 


(40) 


^^ki^il  =  ^k  +^^/l«W> 


wenn 

^k  ="  ^^ki"  Y^ki  j    ^k  =  <^*w  —  Y^ki )    ffw  =  <^yw  I 
//^j  =  <J% ,    Gk  =  ^^w  —  y% 

gesetzt  wird,  wobei  e^^  den  Werth  0  oder  4  bedeutet,  je  nach- 
dem k^l  oder  ä  =  /  ist. 

Zu  dem  Systeme  (40)  gehört  nun  in  derselben  Weise  eine 
singulare  Gorrespondenz,  wie  die  Correspondenz  (38)  zu  dem 
Systeme  (36).  Die  Zahlen. a,  ß  haben  für  diese  neue  Correspon- 
denz die  Werlhe 

oder  »,  * 

i,  k  k 

Da  letzterer  Ausdruck,  seiner  Bedeutung  gemäss,  für  alle  ganz- 
zahligen Werthe  von  y,  d  einen  positiveq  Werth  besitzen  muss 
(abgesehen  von  dem  Falle  ;/  =  j  =  0),  so  sind  die  Zahlen  g^  A, 
G,  H  der  Bedingung 

4p^(%Ä,fc  -  9ikHik)  >  ISihk  +  Gkk)Y 
t,  k  k 

unterworfen. 

§42. 

Daratellung  der  sinfipilaren  Correapondenzen  durch  algebraische 

Gleichungen. 

Betrachten  wir  irgend  eine  Correspondenz,  so  gehören  zu 
derselben  p  Gleichungen  der  Gestalt : 

r  =  « 

wo  wie  früher  die  der  Stelle  x  entsprechenden  Lagen  von  y 
mit  y',  y'\  ..  y^  bezeichnet  sind.    Wir  definiren  nun,  wie  im 
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vorhergehenden  Paragraphen,   zwei  weitere  Correspondenzen 
durch  die  Ansätze: 

fi  t 


Hier  bedeuten  y^,  y^  irgend  zwei  positive  Zahlen,  welche  wir 
nach  Willkür  annehmen ;  die  Gonstanten  tt^,  Tifj^  wählen  wir, 
was  in  mannigfacher  Weise  geschehen  kann,  so,  dass  nicht  für 
jede  Lage  von  x  unter  den  Stellen  y/,  y^\  . .  y^^  sich  solche 
finden )  welche  gleichzeitig  unter  den  Stellen  y^\  y^\  ..  yj^ 
vorkommen. 

Die  Addition  der  Gleichungen  (41)   und  (42),   sowie  von 
(44)  und  (43)  ergiebt  nun: 

^M    J^^kdD  +^^^0/4**)  +  Yi  ^k[^)  =  ^fc  +  ^Jk , 

r^  4  n 

r  Ä  « 

(*5)    ^«k  (/)  +^«ft  (y,")  +  y,  Uk  {x)  =  ^H  +  <  ■ 

Es  werden  hiemach  durch  die  Angabe,  dass  der  Stelle  x  die 
Lagen  y''  und  y^^,  bezüglich  die  Lagen  y^  und  y^  von  j/  ent- 
sprechen sollen,  Correspondenzen  mit  den  positiven  Werthig- 
kelten  y^  und  y^  definirt  und  diese  können  nach  den  früheren 
Eotwickelungen  durch  je  eine  algebraische  Gleichung  dargestellt 
werden.    Damit  ist  bewiesen : 

»Jede  algebi'aische  Correspondens ,  insbesondere  auch  jede 
singulare  Correspondenz,  lässt  sich  auf  mannigfaltige  Art  durch 
iwei  algebraische  Gleichungen 

V,  {X,  y)  =  0 

V,ix,y]  «0 
definiren^. 

Es  gilt  daher  der  in  §  9  besonders  hervorgehobene  Satz 
nidit  nur  für  die  negaiiv-werthigen,  sosdern  auch  für  die  sin- 
gulären  Correspondenzen. 

lUtk.-pb7>.  CluM.  1886.  8 
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§43. 

üeber  die  Gesammtheit  der  auf  einer  beliebigen  Biemann'schen 

Fläche  ezistirenden  Correspondenzen. 

Es  seien  ^i  verschiedene  Lösungen  des  Systems  (36)  be- 
kannt : 


(46) 


4/    =  ^ki  -^^Oü  «w : 


%J     ^  o*      .    %J/-*  (€   —    1,   2,   .  .  flj  , 

^  ^ki  ßf7  =  "kl  -*-^  ^il  «itf ) 


wobei  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  unter  diesen 
ju  Systemen  »identische«,  d.  h.  solche  vorkommen,  bei  welchen 
die  Elimination  der  tvj^i  auf  lauter  Identitäten  zwischen  den  a;^,. 
fuhren. 

Wir  nennen  diese  /w  Systeme  abhängig,  wenn  es  möglich 
ist,  die  Gleichungen : 

6  =  4 

durch  nicht  sämmtlich  verschwindende  ganze  Zahlen  X^^  l^, ..  X^ 
zu  befriedigen ;  im  entgegengesetzten  Fall«  heissen  die  Systeme 
(46)  unabhängig.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  das  Bestehen  der  Gleichungen  (47)  drückt  sich  durch  die 
2  p*  Relationen : 


(48) 


c«4 


aus,  woraus  hervorgeht,  dass  nicht  mehr  als  2  p^  unabhängige 
Systeme  (46)  existiren  können.  Wir  nehmen  an,  dass  die  // 
Systeme  (46)  unabhängig  sind  und  dass  es  nicht  mehr  als  // 
unabhängige  Systeme  giebt.  Ist  dann  irgend  ein  weiteres 
System  (36)  gegeben,  so  können  die  p'^  Gleichungen 

6  =s  ^ 

(49)  ^Hi^^^Al    (/.-,/  =  4,8,  ..p) 


r 
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durch  ganze  Zahlen  Ij  If,  welche  nicht  sämmtlich  verschwin- 
den, befriedigt  werden,  und  es  wird  X  von  Null  verschieden 
sein,  da  widrigenfalls  die  g^i  Systeme  (46)  abhängig  sein  würden. 
Es  lassen  sich  aber,  wie  eine  eingehendere  Betrachtung 
zeigt,  die  fi  Systeme  stets  so  wählen,  dass  die  Zahl  X  den  Werth 
4  erhält ,  und  wir  haben  dann  für  jedes  System  (36)  die  Dar- 
stellung : 

(50)  >'^w=^^,4i,     (t,  /==  4,2,  ..p), 

WO  X^,  y.^,  .  .  A^  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Die  u  Systeme  7ij.i,  aus  welchen  sich  jedes  andere  nach 

der  vorstehenden  Formel  ganzzahlig  zusammensetzen  lässt, 
mögen  als  f.i  » Fundamentalsysteme a  bezeichnet  werden.  Ferner 
sollen  die  Zahlen  X^,  A^ ,  . .  X^  die  »Charactere«  des  Systems  tt^^, 
und  Jeder  Gorrespondenz ,  zu  welcher  dieses  System  gehört, 
heissen.  Die  Charactere  sind  nach  Annahme  der  ^i  Fundamental- 
Systeme  eindeutig  bestimmt. 

Für  eine  beliebige  Gorrespondenz  möge  das  Gleichungssystem 

staltfinden.    Setzen  wir  nun 


so  wird  die  Gleichung : 

(53)  C[x,  y)  =  0 

unsere  Gorfespondenz  zwar  in  transcendenter  Form,  aber  voll- 
ständig darstellen,  indem  die  Gleichung  (53)  nur  für  correspon- 
dirende  Stellen  [Xy  y)  erfüllt  ist. 

Wir  bilden  jetzt  mit  den  /it  Fundamentalsystemen  nj^i  die  ^i 
t^-Quotienten  : 

C^*^  ^*  (x,  y)  = i '- 1 , 

•  • 

t  f 

wo  €  der  Reibe  nach  die  Werthe  1,2,  . .  ft  erhält. 
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Zufolge  (50)  und  (51)  ist  nun  der  Quotient  aus  C  (x,  y) 
und  TT  [C;(a;,  y)]^«  eine  algebraische  Function  F[Xj  y)   der 

Stellen  x  und  y,  und  al$o : 

(55)  C{x,y)=^[C,{x,y)]K[C^[x,y)]K...[Cf,[x,y)]K.F{x,y)  . 

Hiermit  ist  die  Bestimmung  aller  auf  einer  beliebigen  Fläche 
existirenden  algebraischen  Correspondenzen  ausgeführt  : 

»Man  bestimme  /x  y> Fundamentalsysteme il  (46),  aus  welchen 
sich  jedes  andere  System  gemäss  (50)  ganzzahlig  ausammensetzen 
lässt.  Femer  bilde  man  mit  den  fi  Fundamentalsystemen  die  ^^ 
Quotienten  C^[x^  y)  nach  Gleichung  (54). 

Alsdann  wird  die  Gleichung : 

(56)  [C.  {X,  y)]^  [C,  (CD,  y)]^  . . .  [C^  {x,  y)]^^  F  [x,y)=0, 

in  welcher  A^,  A,,  . .  i»  irgend  welche  ganze  Zahlen  und  F[x,  y) 
irgend  eine  von  den  beiden  Stellen  x,  y  algebraisch  abhängende 
Function  bedeuten^  alle  auf  der  Fläche  möglichen  algebraischen 
Correspondenzen  definirenfn. 

Da  ein  Ausdruck  der  Form 

[CAx,y)]^i[C,{x,y)]^,...[Cf,(x,y)]^^ 

nur  dann  eine  algebraische  Function  der  Stellen  x,  y  sein  kann, 
wenn  die  Zahlen  q  sämmtlich  verschwinden,  so  kann  zur  Dar- 
stellung aller  Correspondenzen  keine  der  fi  Functionen  C^  {x,  y) 
entbehrt  werden. 

Für  nicht-singuläre  Riemann^sche  Flächen  hat  die  Zahl  /e 
den  Werth  4,  denn  alle  Systeme  (36)  lassen  sich  ganzzahlig  aus 
dem  eineUj  in  welchem  7t^^  =  7r„  =  • .  »  Ttpp  =  \  und  alle 
übrigen  Tt^^  =  0  sind,  zusammensetzen.  Das  System  der  Gha- 
ractere  A^,  A^,  . .  A»  einer  Correspondenz  reducirt  sich  auf  die 
eine  Zahl  A^  =  —  y,  wo  y  die  Werthigkeit  bezeichnet,  und  die 
Formel  (55)  geht  in  (7)  über. 

Für  singulare  Flächen  ist  dagegen  die  Zahl  fx  stets  grösser 
als  1  und  das  System  der  Charactere  einer  Correspondenz  be- 
steht aus  mehreren  Zahlen. 

Setzen  wir  in  (55)  y  =  x  und  vergleichen  die  Zahl  der 
Null-  und  Unendlichkeitsstellen  der  auf  beiden  Seiten  ent- 
stehenden Functionen  der  Stelle  Xj  so  erhalten  wir 

57)  C  =  a  +  /!?  +  c^  A^  H-  c,  A,  +  •  •  •  +  c^  A„  , 


r 
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wenn  C  die  Anzahl  der  Coincidenzen  der  beliebigen  Gorrespon- 
denz  C{x,  y)  :=  0,  a  und  ß  die  Zahl  der  einer  beliebigen  Stelle 
X  bez.  y  entsprechenden  Lagen  von  y  bez.  x  bedeuten.  Die 
Coefficienten  c^,  c,,  ..  c^  sind  ganze  Zahlen,  welche  von  der 
betrachteten  Gorrespondenz  unabhängig  sind.  In  dieser  Glei- 
chung (57)  haben  wir  die  allgemeine  Gorrespondenzformel  in 
einer  neuen  Gestalt  vor  uns. 

§U. 
Litterarisches  über  die  aingalären  Biemann'schen  Flächen. 

Die  im  vorstehenden  Paragraphen  gegebene  Darstellung 
der  Correspondenzen  habe  ich  für  die  von  Herrn  Klein  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  eingeführten  »Modular- 
correspondenzen a  ^)  (wenigstens  für  den  Fall  einer  primzahligen 
»Stufe«)  in  einer  in  diesen  Berichten  abgedruckten  Note^)  her- 
gestellt. Jedoch  sind  an  jener  Stelle  die  transcendenten  Facto- 
ren  C^  (^r,  y),  ...  C^^  [x,  y)  nicht  auf  ihre  geringste  Zahl  zurück- 
geführt, da  dieses  für  die  dort  verfolgten  Zwecke  nicht  erforder- 
lich war.  Die  » Charactere  «  l^  der  Modularcorrespondenzen  sind 
die  Entwicklungsco^fficienten  der  Integrale  erster  Gattung  q^^^ 
Stufe,  und  da  die  Zahl  dieser  Go6fficienten  im  Allgemeinen 
grösser  als  4  ist,  so  folgt,  dass  alle  diese  Correspondenzen  Sin- 
gular sind.  In  diesem  Umstände  lag  die  Schwierigkeit  begrün- 
det, welche  sich  bei  der  Aufstellung  der  Glassenzahlrelationen 
für  höhere  Fälle  einstellte.  Diese  Relationen  konnten  nicht  mehr 
ans  der  speciellen  Formel  Cs=a  +  |^-f-2j9/,  sondern  mussten 
aus  der  allgemeinen  Gorrespondenzformel  (57)  entnommen 
werden.  Diese  letztere  geht  für  die  Modularcorrespondenzen 
geradezu  in  die  Glassenzahlrelationen  über,  falls  die  Zahl  C 
durch  die  auf  arithmetischem  Wege  abgezählten  Goincidenzen 
ersetzt  wird. 

Die  Modularcorrespondenzen  liegen  auf  denjenigen  Rie- 
mann*schen  Flächen,  welche  zu  der  Galois'schen  Resolvente 


1;  Sitzungsberichte  der  Müncbener  Akademie  vom  6.  Dec.  4879  oder 
Mathem.  Annalen,  Bd.  4  7  pag.  63  ff. 

2)  Sitzung  vom  4.  Mai  4885.  Die  hier  in  Betracht  kommenden  For- 
mein  finden  sich  auf  pag.  233 ;  die  Functionen  F(ai',  ai)  entsprechen  den 
im  Texte  mit  C[Xj  y]  bezeichneten  Functionen. 


38  A.  Hurwitz,  Ueber  das  Corrbspordenzprincip. 

der  Modulargleichungen  gehören.  Diese  Flächen  characterisireii 
sich  schon  dadurch  als  singulare,  dass  sie  eindeutige  Trans- 
formationen in  sich  besitzen.    Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

»Jede  Riemann'sche  Fläche,  welche  eine  eindeutige  Trans- 
formation in  sich  besitzt,  ist  entweder  eine  »hyperelliptische« 
oder  eine  singulare  Fläche«. 

Ist  nämlich  die  eindeutige  Transformation  a]s  Co rrespondenz 
betrachtet  eine  Werthigkeitscorrespondenz,  so  existirt  nach  un- 
seren Entwicklungen  eine  zweiwerthige  Function  der  Stelle  a? 
und  die  Fläche  ist  also  hyperelh'ptisch ;  nach  Ausschluss  dieses 
Falles  bleibt  nur  noch  die  Möglichkeit,  dass  die  Fläche  eine  sin- 
gulare ist. 

Schliesslich  verw-eise  ich  noch  in  Betreff  der  singulären 
Riemann'schen  Flächen  auf  die  Untersuchungen  der  Herren 
Kronecker,  Weber,  Frobenius,  Wiltheiss  *)  über  die 
verallgemeinerte  complexe  Multiplication.  Diese  Untersuchun- 
gen beziehen  sich  sämmtlich,  soweit  sie  auf  die  zu  algebraischen 
Gleichungen  gehörenden  Thetas  Anwendung  finden,  auf  singu- 
lare Flächen  in  dem  Sinne,  wie  er  in  der  vorstehenden  Note 
verstanden  ist. 

Königsberg  i.  Pr.,  5.  Januar  4886. 


A)  Kronecker,  Monatsberichte  der  Berl.  Akad.  vom  October  186$ 
(wieder  abgedruckt  in  Crelle's  Journal,  Bd.  68). 

Weber,  Annali  di  Matematica,  Serie  II.  Bd.  9.  pag.  426. 
Frobenius,  Crelle's  Journal,  Bd.  95.  pag.  264. 
WiltheisSy  Beetinatnung  Aberscher  FuDCtionen  mit  zwei  Argu- 
menten, bei  denen  complexe  Multiplicatioaen  stattfinden.    Habilitations- 
Schrift,  Halle  4  884. 

idem.         Mathem.  Annalen,  Bd.  26.  pag.  4  27. 


SITZUNG  AM  8.  FEBRUAR   1886. 

Harun  Krause,  Zur  Transformation  der  elliptischen  Func- 
tionen.   (Vorgelegt  von  F.  Klein,) 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Grössen  v^  , , ,  v^  beliebige  von 
einander  unabhängige  Argumente  bedeuten,  so  ist  das  Product: 

als  Function  von  t;,.  aufgefasst  eine  Tbetalunction  erster  Ord- 
nung mit  der  Charakteristik  Null ,  welches  überdies  der  Glei- 
chung Genüge  leistet: 

Setzen  wir 

3)         ^,  [k]  [v,  m%)  «  ^3  (i;  -4-  Ar,  mt)e^  , 

ferner 
\]     v/  =  ft.j  v^  -¥-  a,.,  üj  H-  . .  +  a,.^  t'„  ,      /  =  4 ,  . . .  n  , 

so  soll  untersucht  werden^  ob  sich  nicht  ein  Aggregat  von  Glie- 
dern von  der  Form  bilden  lässt : 

n 

welches  als  Function  von  v^  aufgefasst  wiederum  eine  Theta- 
funetion  erster  Ordnung  mit  der  Charakteristik  Null  ist,  wäh-* 
rend  für  die  ganzen  Zahlen  a^j^  die  fiedingungsgleichungen  be- 
stehen : 
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«ri  +  Ort  +  •  •  •  «rn  =  ö  7       r  >  1  . 

Die  Zahlen  m,  . . .  m^  sind  willkürliche  ganze  Zahlen,  7n^  =  ?? . 
Eine  leichte  Betrachtung  zeigte  dass  folgende  Bedingungen 
als  hinreichende  angesehen  werden  können : 

«•1  öJki  +  oft  «fe«  +  •  •  •  a,n  öJkn  =  "  »      t  ^  Ä*  . 

Diese  Gleichungen  können  auch  in  der  Form  geschrieben 
w erden : 

-t-  +    •  •  •   =   ü  . 

Erfüllen  die  ganzen  Zahlen  a^j^  diese  Bedingungen,  so  ist  die 
Summe : 

eine  Thetafunction  erster  Ordnung  von  v,-  von  der  Charakteristik 
Null,  wenn  die  Summe  ausgedehnt  ist  über  alle  h\  ...  h\^  nach 
den  resp.  Moduln  m^  .  •  .  tti^,  die  den  Congruenzen  Genüge 
leisten : 

h\  =  a,^  r,  H-  öl,  r,  H-  . . .  a^„  r„  mod  wj^  , 
(8)  

Ä'n  =  a^^  i\  +  a„,  7',  +  ...  a„„  r„  mod  ?w„ . 

Die  Grössen  7'^  ...  r„  sind  willkürliche  ganze  Zahlen.  Der  Be- 
weis folgt  leicht,  wenn  wir  noch  erwägen^  dass  die  Ausdrücke 

ganze  Zahlen  sind,  wenn  die  früheren  Gleichungen  bestehen. 

Dann  folgt  aber,  dass  unsere  Summe  sich  von  dem  ur- 
sprünglichen Producte  nur  um  eine  Constante  unterscheiden 
kann,  deren  Werth  sich  gleich  1  ergiebt. 

Damit  haben  wir  ein  allgemeines  Additionstheorem  gewon- 
nen, welches  als  Grundlage  der  Transformationstheorie  dienen 
kann.  Setzen  wir  t;^  =  r^  =  •  •  •  v„,  so  erhalten  wir  die  Fou- 
rier^sche  £ntwickelui>g  von  ^,  (r,  t)^. 
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£s  ist  nun  nicht  schwer,  die  Auflösbarkeit  der  obigen 
Gleiehungssysteme  nachzuweisen.  Wir  nehmen  dazu  zunächst 
einige  specielle  Fälle. 

f)  w  =  3. 

Für  diesen  Fall  ergiebt  sich: 

«41  =  ^  >     «li  =       ^  :     «13  =        4  .  w^  =  3  : 

«f  1  =  ö  7     «M  =        ^  j     ««3  =  —  ^  .  m,  =  51 ; 

«31  =  2  ,     a„  «  -  4  ,     o„  =  —  4  ,  WJ3  =r  6  . 

Wir  erhalten  die  Foimei : 

(9;  ^3^l>^]    .   ^3  (^.,    ^)    •    ^3  {^^3.    ^)     = 

=^  ^3  W  '^\  +  ^^»  +  ^^3,  3r)  .  *,  [*',]  {V,  -  r„  2r) 

•  -^3  [^3]  (2t'i  -  ^',  -  v„  6r;.  , 
A-|  +  /»'s  S  0  mod  3  , 
A*,  +  A,  =  0  mod  2  . 

Setzen  wir  hierin  i\  =  r,  =  i'j,  so  erhallen  wir  die  Schrote r- 
sche  Formel  für  ^3  [v,  t)'. 


2)  n  =  *. 

Id  diesem  Falle  wird 

• 
• 

ü„  =  < , 

0*1  = 

<, 

«u  =        < .  . 

«44  = 

<, 

m^  =s  4; 

«11  =  ^ 

a„  = 

-<, 

"«=-<. 

««4  = 

<, 

m,  =  4 ; 

a„  =  0, 

a„  = 

<, 

"m  =  -  <  > 

"»4   = 

0, 

iw,  =  2; 

«4.  =  <  , 

"41  = 

0, 

«4»  =       0 . 

«44  = 

-<, 

iw^  =  2. 

Mithin  wi 

rd 

n 


(40)  ^^K-,  ^)  « 


4 


2!k  ^8  [A\]  (t\  +t;,  + 1-3  +  v„  4r).;^3  [A-,]  (r,  -  r,  -  v,  +  r„  4  r 

A^  =  i\  -h  r,  -h  ?-3  -f-  r^  mod  4  , 

A-,  =  r^  —  ^«  -  ^'3  +  ^4  ™®d  ^  T 
A,  =  )\  —  7*3  mod  2  . 

h\  s  r^  —  t\  mod  2  . 
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3)  n  Ä  5. 
In  diesem  Falle  wird : 

0,4=4,     f/,,  =  — 1,     o„=  — 1,     a,4=:  — 1,     a„  =  — 1,        m,:=20 

«31=0»         «34=         ^        «33=-^»        «3*  =  -^         «35=         ^  ^»3  =        ^ 

«41=0,     «4,=     0,     a„=      1,     a^,  =  — 1,     a^5=     0,        m^=    2 

«5i=Ö)         «5«=  ^         «53=         ^»         «54=         ^J         «35=-^  '''5=        ^ 

Mithin  wird: 

5 

I 

^   ^3[^'l]K+«^i+^'3  +  ^4  +  *^^3»   ^^)-^3W(*^\-^'i-^'J-n-^'6)  21^^) 
•    '^3[Ä'3]K-^'3-'^4-^^5>   *^)-^3[*4](^^3-"^'4.   2r)  .  ^3  [ÄJ  (V,  - 1%,    2r), 

wobei  die  Summation  in  analoger  Weise  zu  nehmen  ist,  wie 
vorhin. 

Endlich  nehmen  wir: 

4)  n  =  6. 
Wir  erhalten: 

«u  =  ^  «it=     ^  «13=     ^»  «14=     ^  «15=     ^  «16=     ^»       '''1=0 
«ii  =  >»  ««=     ^»  ««3=     ^  «44=  — ^  «16=-^»  «««  =  — ^       /W4=6 

«31=2?  «3i=-^>  «33  =  — ^  «34=  Ö»  «35=        ^7  «36=        Ö,  ^3  =  6 

«41=Ö»  «4«=        ^»  «43=        <^^  «44=  2»  «45=— ^  «4G=-^  '''4  =  6 

«61  =Ö»  «6t  =         ^  «63  =  — ^»  «54=  ^?  «55=        ^J  «36=        ^r  ^^5  =  2 

«fil=Ö^  «6t=        Ö?  «03=        ö?  «64=  ^»  «66= -^J  «06=         ^  '^'6  =  2 

Die  entsprechende  Tbetaformel  möge  nicht  weiter  hingeschrieben 
werden. 

Dann  aber  folgt  leicht  die  allgemeine  Auflösbarkeit.   In  der 
That,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  setzen  wir: 

«11  =  «I«  =  •    •  =  «1 »  =  •  »     w^  SÄ  w ; 

rt^j  =  /i  —  1  .  a,,  ^  a^3  Ä  • .  •  rtj„  Ä  —  1 ,     m,  =  n  .  71  —  1  ; 

«31  =  «44  =  •  •  •  =  «ni  =  ^  • 

Damit  aber  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Bestimmung 


Zur  TaANSFORMATION  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN.  43 

der  übrigen  Zahlen  auf  den  Fall  zurückgeführt,  dass  die  Zahl 
der  Veränderlichen  gleich  n  —  ■!,  d.  h.  eine  gerade  Zahl  ist. 
Ist  aber  n  eine  gerade  Zahl  gleich  2  r,  so  setzen  wir : 

«t*   =  Ol«  =  ••     =  «in  =  ^» 

Dann  folgt  leicht,  dass  die  Bestimmung  der  übrigen  Grössen 
auf  denjenigen  Fall  reducirt  ist,  dass  die  Zahl  der  Veränder- 
lichen gleich  r  ist,  gleich  der  Hälfte  der  ursprünglichen. 

Die  nähere  Durchführung  der  angegebenen  Methode  soll 
an  anderem  Orte  erfolgen. 

Schliesslich  möge  erwähnt  werden,  dass  schon  Herr  Gordan 
im  66.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  Additionstheoreme  zwi- 
schen Tbetafunctionen  mit  verschiedenen  Moduln  aufgestellt  hat, 
die  aber  von  dem  hier  entwickelten  verschieden  sind. 

Rostock,  den  12.  Januar  1886. 


E.  Drechsel,  Uebei*  einen  neuen,  schwefel-  und  phospho?*" 
haltigefi  Bestandtheil  der  Leber. 

Die  Vermuthung,  dass  in  der  Leber  des  mit  Phosphor  ver- 
gifteten Frosches  ein  Körper  enthalten  sei,  der  zur  Schwefel- 
säure in  demselben  Verhältnisse ,  stehe  wie  das  Lecithin  zur 
Phosphorsäure,  veranlasste  Herrn  Dr.  Gaule,  das  alkoholisch- 
ätherische Leberextract  durch  Herrn  Dr.  Stolnikow  auf  einen 
Schwefelgehalt  untersuchen  zu  lassen.    In  der  That  konnte  in 
dem  mit  Soda   und  Salpeter  geschmolzenen   Rtlckstande  des 
Alkoholätherextractes  der   Froschleber   neben    Phosphorsäure 
leicht  auch  Schwefelsäure  nachgewiesen  werden,  welche,  da 
Sulfate  in  Aetheralkohol  unlöslich  sind,   auf  einen  schwefel- 
haltigen organischen  Körper  bezogen  werden  musste,  der  auch 
alsbald  von  Dr.  Stolnikow  und  mir  gemeinschaftlich  in  der 
Säugethierleber  aufgefunden  wurde.    Die  weitere  Verfolgung 
dieses  schwefelhaltigen  Körpers,  welche  ich  allein  in  die  Hand 
nahm,  bildet  den  Gegenstand  der  folgenden  vorläufigen  Mit- 
theiiung. 

Bei  den  ersten  Versuchen  hatte  sich  herausgestellt,  dass 
der  fragliche  Körper  in  Aether  leicht,  in  Alkohol  dagegen  sehr 
schwer  löslich  ist,  dass  er  aber  trotzdem  leicht  in  die  alkoho- 
lischen Ausztlge  der  Leber  übergeht,  vermuthlich  durch  Ver- 
mittlung des  Lecithins  und  der  Fette.  Mit  Rücksicht  auf  dieses 
Verhalten,  und  in  der  Absicht,  alle  Reagentien,  welche  eine  Zer- 
setzung der  Substanz  voraussichtlich  hätten  bewirken  können, 
zu  vermeiden,  wurde  folgender  Weg  für  die  Isolirung  derselben 
eingeschlagen,  der  sich  bisher  auch  ganz  gut  bewährt  hat.  Die 
ganz  frische  Leber  wurde  oberflächlich  mit  Wasser  abgewaschen, 
in  der  Wurstmaschine  zu  einem  Brei  zerkleinert  und  dann  so- 
fort mit  dem  2 — 3  fachen  Volum  absoluten  Alkohols  gut  gemengt. 
Am  nächsten  Tage  wurde  die  Flüssigkeit  (welche  so  gut  wie 
nichts  von  der  Substanz  enthielt)  abgegossen,  und  der  Rück- 
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sland  mit  einer  neuen  Menge  Alkohol  durchgerührt,  welche 
Procedur  noch  einige  Male  wiederholt  wurde,  bis  der  Alkohol 
iäst  nichts  mehr  aus  der  Leber  auszog.  Diese  alkoholischen 
Auszüge  wurden  sodann  bei  40  —  50^  eingedunstet,  wobei  ein 
halbflüssiger,  gelbbrauner  Rückstand  hinterblieb,  der  nur, 
^'enn  die  Temperatur  beim  Eindunsten  etwas  höher  gestiegen 
1^'ar,  eine  dunklere  Farbe  zeigte.  Diese  Rückstände  wurden 
nunmehr  mit  2 — 3  Vol.  absoluten  Alkohols  kräftig  durchgeschüt- 
telt, wobei  sie  sich  grossen theils,  mit  Hinterlassung  gelber, 
schmieriger  und  beim  Stehen  zusammenbackender  Flocken 
lösten ;  nach  dem  Absitzen  wurde  der  Rückstand  noch  so  oft 
mit  neuen  Mengen  Alkohols  durchgeschüttelt,  bis  er  sich  in 
diesem  nicht  mehr  zertheilen  Hess.  Nunmehr  wurde  Aether 
aufgegossen,  in  welchem  sich  jetzt  die  Hauptmenge  des  Rück- 
standes leicht  löste;  nach  dem  Absitzen  wurde  filtrirt  und  die 
klare  Lösung  mit  dem  mehrfachen  Volum  absoluten  Alkohols 
versetzt.  Dabei  entstand  ein  heller,  starker,  flockiger  Nieder- 
schlag, welcher  noch  starke  Neigung  zum  Zusammenbacken 
yerrieth ;  derselbe  wurde  auf  einem  Filter  gesammelt,  ein  paar 
Mal  mit  Alkohol  gewaschen,  schwach  abgepresst  und  über 
Schwefelsäure  getrocknet.  In  diesem  Zustande  stellte  er  eine 
theils  homartige  braune,  theils  erdige  hellere  Masse  dar,  welche 
an  der  Luft  begierig  Wasser  anzog  und  zu  einer  klebrigen  halb- 
flttssigen  Masse  zerfloss;  noch  trocken  mit  Wasser  zusammen- 
gebracht quoll  die  Substanz  sehr  stark  und  zeigte  unter  dem 
Mikroskope  dann  schöne  Myelinformen.  Letzterer  Umstand  und 
der  bereits  erwähnte,  dass  nämlich  die  getrocknete  Masse  theils 
homartig,  theils  erdig  aussah,  deutete  darauf  hin,  dass  die  Sub- 
stanz noch  nicht  rein  sei,  specieli  dass  dieselbe  noch  Lecithin 
enthalte.  Um  letzteres  zu  entfernen,  wurde  die  Substanz  wieder 
in  Aether  gelöst  (bei  späteren  Darstellungen  natürlich  ohne 
vorhergehendes  Trocknen  tlber  Schwefelsäure),  und  abermals 
mit  Alkohol  gefällt;  nach  mehrmaliger  Wiederholung  dieser 
Procedur  wurde  endlich  ein  Niederschlag  gewonnen ,  welcher 
nach  dem  Absaugen  mit  der  Pumpe  möglichst  rasch  über 
Schwefelsäure  in's  Vacuum  gebracht,  daselbst  zu  einer  ganz 
licht  bräunlich  gelben,  vollkommen  erdigen  Masse  austrocknete. 
Dabei  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  es  für  die  Beschaffenheit 
des  Niederschlages  nicht  gleichgültig  ist,  in  welcher  Weise  man 
denselben  mit  Alkohol  ausfällt ;  giesst  man  den  Alkohol  in  die 
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ätherische  Lösung,  so  kann  man  auch  durch  gutes  Umrühren 
die  Bildung  grober  Klumpen  nicht  verhindern,  dies  gelingt  nur, 
wenn  man  die  Aetherlösung  in  dttnnem  Strahle  unter  UmiUhren 
in  den  Alkohol  fliessen  lässt,  oder  noch  besser,  wenn  man  durch 
zwei  unmittelbar  neben  einander  befindliche  Glasröhren  gleiche 
Volume  Aetherlösung  und  Alkohol  gleichzeitig  in  das  ca.  dreifache 
Volum  Alkohol  einfliessen  lässt,  sodass  sich  schon  die  beiden 
herabfliessenden  Strahlen  mischen.  Untersucht  man  die  alkoho- 
lisch-ätherischen Mutterlaugen  durch  Zusatz  einer  alkoholischen 
Lösung  von  Platinchlorid  auf  Lecithin,    so   zeigt  sich  dessen 
Gegenwart  durch  einen  weissgelben  Niederschlag  an;   in  den 
ersten  Mutterlaugen  ist  derselbe  sehr  stark,  in  den  letzten  nur 
sehr  gering.    Denselben  ganz  zum  Verschwinden  zu  bringen, 
ist  mir  bis  jetzt  noch  nicht  geglückt;  möglicherweise  wird  auch 
die  neue  Substanz  selbst,  welche  niemals  ganz  vollständig  durch 
den  Alkohol  geföllt  wird,  durch  Platinchlorid  niedergeschlagen. 
Das  beschriebene  Verfahren  ist  mit  grossen  Verlusten  an  Sub- 
stanz verknüpft,  da  dieselbe  in  lecithin-  und  fetthaltigem  Al- 
kohol viel  leichter  löslich  ist  als  in  reinem;    daher  gelang  es 
mir  auch  nur  durch  Verarbeitung  einer  grösseren  Anzahl  von 
Pferdelebem  allmählich  eine  erheblichere  Menge  Substanz  zu 
gewinnen.    Vorläufig  bin  ich  aber  trotzdem  bei  diesem  Verfah- 
ren stehen  geblieben,  da  es  mir  alle  Garantie  dafür  zu  bieten 
scheint;  dass  die  erhaltene  Substanz  während  der  Darstellung 
weder  eine  Zersetzung  erlitten  hat,  noch  einer  solchen  ihren 
Ursprung  verdankt. 

Die  neue  Substanz,  für  welche  ich  mit  Rücksicht  auf  ihr 
Vorkommen  den  Namen  Je  cor  in  vorschlage,  zeigt  in  vieler 
Hinsicht  höchst  bemerkenswerthe  Eigenschaften.  Sie  bildet, 
wie  schon  erwähnt,  leichte  Stücke  von  erdigem  Aussehen;  die- 
selben sind  trotz  ihrer  Porosität  sehr  fest  und  zerspringen  nur 
unter  ziemlich  starkem  Druck  mit  grosser  Gewalt  nach  allen 
Richtungen,  lassen  sich  dann  aber  leicht  zu  einem  sehr  feinen 
Pulver  zerreiben.  So  lange  dieses  noch  trocken  ist,  wird  es 
beim  Reiben  äusserst  stark  elektrisch;  es  ziehjb  aber  aus  der 
Luft  das  Wasser  mit  fast  derselben  Energie  wie  geschmolzenes 
Chlorcalcium  an,  und  backt  dann  leicht  zusammen.  In  einem 
Strome  von  Luft,  welche  durch  concentrirte  Schwefelsäure  und 
Phosphorsäureanhydrid  getrocknet  ist,  verliert  es  im  Laufe 
einiger  Tage  bei  gewöhnlicher  Temperatur  noch  etwas  Wasser 
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oder  anhaftenden  Alkohol,  worauf  das  Gewicht  constant  bleibt. 
Das  über  Schwefelsäure  im  Vacuum  getrocknete  Jecorin  zeigt 
nun  ein  eigenthümliehes  Verhalten  gegen  (käuflichen)  absoluten 
Aelher;  im  Gegensatz  zu  frtiher  löst  sich  jetzt  selbst  bei  län> 
gerem  Stehen  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  darin  auf ;  setzt  man 
aber  nur  ein  wenig  Wasser,  nicht  mehr  als  der  Aether  selbst 
aufzunehmen  vermag,  hinzu,  so  erfolgt  in  kürzester  Frist  völ- 
lige Lösung  zu  einer  vollkommen  klaren,  im  auffallenden  Lichte 
nur  ganz  schwach  opalisirenden  Flüssigkeit.  Hieraus  scheint 
hervorzugehen,  dass  das  Jecorin  ein  Hydrat  bildet,  welches  in 
Aether  löslieh  ist  und  sein  Hydratwasser  schon  beim  Stehen 
über  Schwefelsäure  verliert,  dass  aber  das  wasserfreie  Jecorin 
m  Aether  höchstens  sehr  schwer  löslich  ist. 

Für  die  Analyse  wurde  die  Substanz  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  in  einem  durch  concentrirte  Schwefelsäure  und 
über  Pbosphorsäureanhydrid  geleiteten  Luftstrom  bis  zur  Ge- 
wichtsconstanz  getrocknet.  Dies  geschah  in  einem  kleinen  breit 
U-förmigen  Rohre,  dessen  beide  Schenkel  oben  mit  einer  seit- 
lich angesetzten  kurzen  Gasleitungsröhre  versehen  und  mit 
Uahnstopfen  verschliessbar  waren ;  um  das  Ueberfüllen  der  ge- 
trockneten Substanz  in  ein  Glasröhrchen  unter  Yermeidung  von 
Luftzutritt  ausführen  zu  können,  hatte  der  mittlere  Theil  des 
Apparates  in  der  Richtung  der  Längsaxe  einen  kleinen,  mit 
einer  aufgeschliffenen  Kappe  verschliessbaren  Ansatz,  an  wel- 
chem das  Füllröhrchen  mit  Hülfe  eines  kurzen  weiten  Stückes 
Gummischlauch  befestigt  wurde.  Das  zu  den  Analysen  ver- 
wendete Präparat  war  aus  mehreren  Pferdelebern  gewonnen 
worden ;  es  wurde  nochmals  in  Aether  gelöst  und  in  drei  Frac- 
tionen  mit  Alkohol  gefällt.  Die  mittlere,  ß,  wurde  wiederum 
in  Aether  gelöst  und  im  Ganzen  durch  Alkohol  gefällt;  diese 
Fällung,  ß%  wurde  vollständig  analysirt  (4 — 5  und  7). 

4]  0.2108  g  Substanz  wurden  mit  cbromsaurem  Blei  und 
vorgelegtem  metallischem  Kupfer,  zuletzt  im  Sauerstoffstrome 
und  bei  möglichst  grosser  Hitze  (am  Orte,  wo  die  Substanz  lag) 
verbrannt,  und  lieferten  0.4565g/f,O»0. 01738889/f  ==8. 25f 
und  0.3992  g  CO^  =  0.10887273  C=  51.64^. 

2]  0.1945g  Substanz  ebenso  verbrannt  lieferten:  0.1420 g 
i/,O  =  0.01577778^=8.11^,  und  0.3660g  CO,=  0.09981818C 
»51.32f 

3)  0.2311g   Substanz   nach  Dumas  verbrannt  lieferten: 
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5.6  CG.  N  bei  \0'%  und  750.7"^"^  Hg  =  5.266  CC.  bei  0«   und 
760»™  Hg  =  0.00664 78  g  .V  =  2.86  J.  *) 

4)  0.2614  g  Substanz  wurden  in  reiner  concentrirter  Sal- 
petersäure unter  Zusatz  von  etwas  salpetersaurem  Silber   zu- 
nächst in  der  Kälte  gelöst,  dann  im  zugeschmolzenen  Rohre  erst 
auf  100^  und  zuletzt,   nach  Oeffnen  und  Wiederzuschmelzen, 
auf  180 — 200^  erhitzt;  die  Reactionsmasse  (welche  kein  Chlor- 
silber enthielt)  wurde  sodann  mit  Wasser  verdünnt,  mit  Salz- 
säure entsilbert,   das  Filtrat  auf  dem  Wasserbade  über  der 
Spirituslampe  mit  Salzsäure  mehrmals  abgedampft,  hierauf  mit 
Ghlorbaryum  die  Schwefelsäure,  und  aus  dem  Filtrate  nach  Zu- 
satz von  einer  bekannten  Menge  Eisenoxyd  und  von  essigsaurem 
Ammon  durch  Kochen  die  Phosphorsäure  ausgefällt.    So  wurden 
erhalten:    0.0277  g  ÄaSO^  ^  0.00380429  g  S  «  1.45^,    und 
0.02215g  PjOg«  0.00967113  g  P=3.70f 

5)  0.3252  g  Substanz  auf  dieselbe  Art  und  Weise,  doch 
ohne  Zusatz  von  salpetersaurem  Silber,  behandelt,  gaben: 
0.0337  g  BaSO,  =  0.004628  g  S  =  1.42^,  und  0.0262  g 
P^05  =  0.01144  g  P=3.51  J.*) 

6)  0.4832  g  Substanz  ß  gaben  0.0517  g  BaSO^  =  0.0071  g 
S=  1.47^,  und  0.0356  g  P^O^  =  0.0155  g  P=  3.2^. 

7)  0.8878  g  Substanz  wurden  vorsichtig  verkohlt  und  die 
Asche  durch  wiederholtes  Befeuchten  mit  etwas  reiner  Salpeter- 
säure und  Glühen  nach  und  nach  weiss  gebrannt;  erhalten 
wurden  0.1073  g  Asche  =s  12.09^.  Da  dieselbe  alkalisch  rea- 
girte,  wurde  die  Bestimmung  der  vorhandenen  Alkalien  zu- 
gleich mit  derjenigen  des  Phosphors  und  des  Schwefels  nach 
Garius  versucht;  leider  platzten  aber  sämmtliche  Röhren,  so- 
dass wegen  Mangels  an  reinem  Material  diese  Versuche,  vor- 
läufig aufgegeben  werden  mussten.  Nimmt  man  aber  an,  dass 
die  Asche  aus  metaphosphorsaurem  Natron  (mit  etwas  Kali  ge- 
mengt) besteht,  so  berechnet  sich  die  Menge  derselben  für  einen 


i)  Der  N  wurde  über  concentrirter  Kalilauge  (ca.  88  {)  gemessen  und 
deren  Tension  gleich  der  des  Wassers  gesetzt,  also  offenbar  zu  hoch ;  das 
Resultat  wird  aber  nur  auf  2.8995  f  erhöht,  wenn  man  die  Tension  sO, 
also  Jedenfalls  zu  niedrig,  annimmt. 

2}  Der  gewogene  BaSO^  enthielt  eine  geringe  Menge  P^O^,  sodass 
der  .S-Gehalt  etwas  zu  hoch,  der  P-Gehalt  etwas  zu  niedrig  ausgefallen  ist. 
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Phospborgehalt  der  Substanz  von  3.7^  zu  12.48^;  und  hieraus 
die  Menge  des  Natriums  zu  2.72^. 

Aus  diesen  Zahlen  lässt  sich  die  Formel 

ableiten,  welche  verlangt : 

Ber.:  I.  II.  III.  IV.  V. 

Cj„  =  <260..51.53J..54.64J..51.32J..   -      ..   - 


185. 
70. 

.   7.56-.. 
.   2.86-.. 

S           SS 

32. 

.   1.31-.. 

P,     = 

93. 

.  3.80-.. 

AVij  = 

69. 

.   8.8«-.. 

04.  = 

736. 

.30.10-.. 

2445 

99.98 

..2.86^..   — 

..  -    -..1.45^ 

..  —   -..3.70- 

.. .(2.72)- 


4.42* 
3.54. 


Wie  man  sieht,  stimmen  die  gefundenen  Wertbe  mit  den 
Dir  die  aufgestellte  Formel  berechneten  hinlänglich  überein ; 
ob  diese  aber  richtig  ist,  wird  sich  natürlich  erst  aus  dem 
Studium  der  Zersetzungsproducte  des  Jecorins  ergeben,  einst- 
weilen beweist  dieselbe  nur,  dass  hier  ein  sehr  complicirt  zu- 
sammengesetzter Körper,  vermuthiich  ein  Natronsalz,  vorliegt. 

Ueber  das  chemische  Verhalten  des  Jecorins  kann  ich  noch 
Folgendes  mittheilen.    Wie  bereits  erwähnt,  ist  die  Substanz 
äusserst  hygroskopisch  und  zerfliesst  an  der  Luft  zu  einer 
dicken,   syrupähnliohen  Ifasse;  in  Wasser  lOst  sie  sich  aber 
trotzdem  nicht  unmittelbar  auf,  sondern  giebt  mit  demselben 
zunächst  unter  sehr  starker  Quellung  (aber  ohne  Bildung  deut- 
licher Myelinformen)  eine  sehr  schleimige  Masse,  welche  sich 
beim  Stehen  in  eine  klare  Lösung  und  einen  Niederschlag  son- 
dert, weldier  sich  seinerseits  in  viel  Wasser  löst.    Hat  man 
hierzu  nicht  allzuviel  Wasser  genommen,  so  trübt  sich  die  ge- 
schüttelte Flüssigkeit  beim  ruhigen  Stehen,  wird  aber  beim 
Schütteln  wieder  klar.    Beim  Kochen  entwickelt  die  Lösung 
einen  eigenthttmlichen   seifenähnlichen   Geruch,    bleibt  aber 
sonst  anscheinend  unverändert.  Dennoch  erscheint  es  fraglich, 
ob  das  Jecorin  durch  Wasser  nicht  verändert  wird;  lässt  man 
Dämlich  dih  klare  Lösung  über  Schwefelsäure  verdunsten,  so 
Unterbleibt  ein  amorpher,  gummiähnlicher  Rückstand,  welcher 
in  Äether  auch  bei  Wasserzusatz  unlöslich  ist.    Ebenso  wenig 
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löst  sich  der  durch  Alkohol  in  der  wSsserigen  Lösung  erzeugte 
Niederschlag    in    Aether.      Durch    concentrirte    Salzlösungen 
{NaClj  BaCQ  wird  die  wasserige  Lösung  gefallt;  der  Na  Ol^ 
Niederschlag  löst  sich  beim  Verdünnen  mit  Wasser  wieder  auf. 
Essigsaures  Kupferoxyd  und  salpetersaures  Silberoxyd  fällen 
die  Lösung  gleichfalls;  die  Niederschläge  lösen  sich  auf  Zusatz 
von  Jecorinlösung,  nicht  aber  im  Ueberschusse  des  Metallsaizes. 
Diese  Lösungen  sind  stark  opalisirend  und  werden  durch  Kochen 
anscheinend  nicht  verändert ;  die  silberhaltige  wird  durch  etwas 
Ammoniak  völlig  klar  und  färbt  sich  dann  beim  Kochen  pracht- 
voll portweinroth  (durch  Reduction  zu  Silberoxydul?).  Versetzt 
man  die  kupferhaltige  Lösung  mit  einigen  Tropfen  Natronlauge, 
so  wird  sie  schön  blau  und  klar  und  scheidet  beim  Kochen 
rothes  Kupferoxydul  aus;  dasselbe  geschieht  beim  Kochen  eiaer 
Jecorinlösung  mit  Fehling^scher  Lösung.    Alkalische  Lösungen 
von  rothem  Blutlaugensalz  werden  in  der  Hitze  durch  Jecorin 
ebenfalls  reducirt.   Auf  Zusatz  von  etwas  starker  Natronlauge 
verschwindet  die  Opalescenz  einer  Jecorinlösung  sofort;  kocht 
man  hierauf,   so  entwickeln  sich  eigenthttmlich  unangenehm 
riechende,  alkalisch  reagirendeDämpfe  und  nach  einigem  Kochen 
erstarrt  die  Flüssigkeit  beim  Erkalten  zu  einem  Seifenleim. 
Zersetzt  man  diesen  mit  Säuren,  so  entweicht  etwas  Schwefel- 
wasserstoff, wie  sich  leicht  durch  Bleipapier  nachweisen  lässt ; 
der  auftretende  Geruch  ist  fast  genau  derselbe,  welchen  man 
beim  Ansäuera  und  Kochen  von  alkalischen  Eiweisslösungen 
beobachtet.    In  dem  salzsauren'  Filtrate  entsteht  durch  Chlor- 
baryumein  schwacher  Niederschlag,  vermuthlich  Baryumsulfat, 
und  Molybdänlösung  zeigt  Phosphorsäure  an.    Barytwasser  fällt 
wässerige  Jecorin lösungen  sofort  flockig  weiss;  das Filtrat  wirkt 
auf  alkalische  Kupferlösung  reducirend.    Auch  durch  Säuren 
wird  das  Jecorin  leicht  zersetzt.   Eine  kleine  Menge  verdünnter 
Salzsäure  fällt  nicht,  durch  mehr  entsteht  ein  Niederschlag,  der 
auch  durch  ziemlich  viel  concentrirte  Salzsäure  nicht  gelöst 
wird ;  kocht  man  jetzt,  so  klärt  siQh  die  Flüssigkeit  etwas,  wird 
aber  schnell  wieder  trübe  und  scheidet  bei  weiterem  Kochen 
zunächst  einen  harzartigen  Niederschlag  aus,  welcher  sich  unter 
Klärung  dar  Flüssigkeit  zu  grossen  Klumpen  zusammenballt. 
Versucht  man  diese  mit  Wasser  auszuwaschen,  so  quellen  sie 
schon  auf  dem  Filter  und  noch  mehr  beim  Eintragen  in  viel 
kochendes  Wasser  ausserordentlich  stark  auf,  schrumpfen  aber 
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auf  Zasatz  von  Säure  wieder  zusammeD.    Wird  die  saure  Lö- 
sung mit  den  Klumpen  weiter  gekocht,  so  tritt  neuerdings  Trü- 
bung ein,  und  allmählich  zergehen  die  Klumpen  völlig  zu  feinen 
dunkelbraunen  Tröpfchen  von  geschmolzener  Stearinsäure.  Die- 
selbe Zersetzung  erleiden  die  Klumpen  durch  Kochen  mit  Alka- 
lien: aus  einer  solchen  Lösung  wurde  die  Säure  abgeschieden 
und  dann  in  Barytsalz  verwandelt:  0.4590  g  desselben  hinter- 
Hessen  beim  Gltthen  0.0452 g  BaCO^  =  0.03U335  g  ^a»  4 9.77^ 
(her.  für  (C^gj^jgOjjjÄa :  49.49#Äo).    Dass  aber  das  Jecorin 
kein  st^arinsaures  Salz  ist  oder  enthält,  erhellt  auch  daraus, 
dass  es  sich  in  kaltem  Salpetersäurehydrat  leicht  und  klar  löst; 
beim  Erhitzen  scheidet  die  Lösung  aber  geschmolzene  Stearin- 
säure aus.    Die  Yon  der  Stearinsäure  abfiltrirte  Lösung  enthält 
basische   Körper,    deren  Natur  noch  näher  zu  ermitteln  ist. 
Kleine   Splitterchen  von  Jecorin  scheinen   beim  Erhitzen   in 
Röhrchen  unverändert  zu  schmelzen;  grössere  schmelzen  nur 
unter  Zersetzung,  wobei   in  stärkerer  Hitze  unter  Aufblähen 
dicke,  schwere,  gelbliche  Dämpfe  entweichen,  die  sich  theils 
zu  einer  sauren,  wässerigen,  theils  zu  einer  öligen,  braunen, 
allmählich  erstarrenden  Flüssigkeit  verdichten.  Auf  dem  Platin- 
blech erhitzt  verbrennt  Jecorin  unter  ähnlichen  Erscheinungen 
mit  hellleuchtender  Flamme,   wobei  eine  schmelzbare  Asche 
und  sehr  schwer  verbrennliche  Kohle  zurückbleibt. 

Bei  einer  so  compllcirt  zusammengesetzten  Substanz  wie 
das  Jecorin  ist  der  Zweifel,  ob  dieselbe  ein  chemisches  Indivi- 
duum oder  nur  ein  Gemenge  ist^  sehr  berechtigt  und  bean- 
sprucht genaue  Widerlegung.   Eine  solche  können  die  wenigen 
mitgetheilten  Versuche  natürlich  noch  nicht  in  aller  Strenge 
geben,  allein  immerhin  haben  dieselben  doch  keine  Thatsacfaen 
kennen  gelehrt,  welche  direct  gegen  die  Individualität  des  Jeco- 
rins  sprächen.    Man  könnte  vielleicht  meinen,  dass  die  reduci- 
renden  Eigenschaften  der  Substanz  von  beigemengtem  Zucker 
herrührten,  allein  gegen  eine  solche  Yermuthung  spricht  vor 
Allem  die  völlige  Löslichkeit  des  Jecorins  in  Aether,  in  welchem 
Traubenzucker  völlig  unlöslich  ist;   auch  müsste  derselbe  bei 
der  Fällung  mit  Alkohol  in  Lösung  bleiben.  Dass  kein  Glykogen 
beigemengt  ist,  ergiebt  sich  daraus,  dass  das  Jecorin  durch  Jod 
nicht  gefärbt  wird.  Aus  dem  Verhalten  des  Jecorins  gegen  alka- 
lische Kupferlösung  lässt  sich  auf  seine  nahe  Beziehung  zum 
Glykogen  oder  Traubenzucker  schliessen ;  zur  Gewissheit  wird 
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diese  Hypothese  aber  erst  dann  werden;  wenn  es  gelungen  seio 
wird,  Zucker  unter  den  Zersetzungsproducten  desselben  aufzix— 
finden.   Dass  hier  Vorsicht  geboten  ist,  beweist  das  Verhalieo 
des  Chitins  gegen  Säuren,  durch  welche  dieses  in  das  redtz— 
cirende  Glukosamin  übergeführt  wird.  Wie  dem  aber  auch  sein 
möge,  so  geht  aus  den  mitgetheilten  Versuchen  doch  zur  Evidenz 
hervor,   dass  man  künftig  bei  Zucker-  und  Gesammtkohlen— 
hydratbestimmungen  in  der  Leber  (und  anscheinend  auch  in 
anderen  Drüsen)  auf  die  Anwesenheit  des  Jecorins  wird  Rück- 
sicht nehmen  müssen,  und  dass  es  falsch  ist,  die  ganze  Menge 
des  z.  B,  durch  einen  wässerigen  Leberauszug  reducirten  Rupfer— 
Oxydes  auf  Traubenzucker  oder  den  ganzen  Phosphorgehait  des 
Alkoholätherextractes  auf  Lecithin  zu  beziehen. 


Walther  Bycky  Beiträge  zur  AncUysis  süus.  II.  Mittbeiluag. 
iTorgelegt  von  F,  Klein.) 

Die  nachfolgenden  Entwickelungen  sind  im  weiteren  Ver- 
folge der  Untersuchungen  zur  Analysis  situs  entstanden,  von 
denen  ich  einen  ersten  Bericht  der  hohen  Societät  im  Juli 
vorigen  Jahres  vorzulegen  die  Ehre  hatte  ^). 

Die  Beziehung  der  Grundzahl  einer  Fläche  zu  der  Kronecker- 
sehen  Characleristik  eines  gewissen  Functionensystems  zu  kenn- 
zeichnen,  war  der  wesentliche  Zweck  jener  Mittheilung.    Das 
weitere  Studium  jener  Kronecker'schen  Untersuchungen*]  hat 
mich  nun  auch  jene  geometrischen  Fragen  in  einer  allgemeinen 
Form  zureclit  legen  lassen,  welche  es  ermöglicht,  auf  rein  geo- 
melrischem  Wege  für  Mannigfaltigkeiten  beliebiger  Dimensionen 
eine  che racter istische  Zahl  zu  definiren.    Es  sind  schliesslich 
die  hier  besprochenen  Zahlen  keine  wesentlich  anderen,   als 
die,  welche  schon  in  den  Riemann-Neumann'schen  Entwick- 
lungen für  die  Grundzahl  einer  Fläche,  in  den  Listing'schen  ^) 
und  Betti'schen  *)  Untersuchungen  für  mehrdimensionale  Ge- 
bilde   enthalten    sind^).      Doch    habe    ich    absichtlich    auch 
die  geometrische  Entwickelung  der  Characteristik  [im  I.  Ab- 
schnitte) etwas  ausführlicher  behandelt,  weil  für  meine  gegen- 
wärtigen Fragestellungen  die  Form  der  Ableitung  solcher  Zahlen 
voesentlich  ist.    Diese  wird  nämlich  gegeben  mit  Hülfe  eines  Ent- 

4)  Beiträge  zur  Analysis  Situs  I.  Mittheiluug;  im  Folgenden  stets 
A.  S.  I.  citirt. 

%)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1869  u.  4878. 

3)  Census  räumlicher  Complexe«  Man  sehe  insbesondere  den  Lehr- 
satz auf  pag.  77. 

4)  Sopra  gU  spazi  di  un  numero  qualunque  di  dimensioni.  Annali  di 
matematica  S«  9.  tom.  4. 

5]  Auf  Characteristiken  von  der  in  meiner  Note  »On  the  Analysis 
Situs  of  threedimensional  Spaces«  (Report  of  the  British  Association,  Mon- 
treal 1884)  angedeuteten  Art  gehe  ich  hier  nicht  ein. 
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stehungsprocesses  der  Uannigfcdtigkeü^  welcher^  von  einem  Ele— 
mentargebilde  beginnendy  in  den  verschiedenen  Stadien  die  Aen-^ 
derung  der  characteristischen  Zahl  zu  verfolgen  gestattet  *) .  Diese 
Ableitung  ermöglicht  es  dann  —  sofern  nur  analytisch  zugängliche 
Entwickelungsarten  eines  geometrischen  Gebildes  zu  Grunde  gelegt 
werden  —  sofort  auch  zur  analytischen  Formulirung  der  Charctc- 
teristik  überzugehen  (Abschnitt  II)  und  diese  ist  eben  keine  andere 
als  die  Kronecker^sche,  welche  die  Characteristik  eines  Systems 
von  (n  +  4)  eindeutigen  reellen  Functionen 

von  n  reellen  Veränderlichen  [wo  die  f^  die  ersten  Ableitungen 
von  f  nach  den  Variabein  bedeuten)  angiebt.   Die  Betrachtung  eines 
solchen  Entstehungsprocesses  führt  dabei  —  zunächst  für  zwei-- 
und  dreidimensionale  lineare  Gebiete  ausgesprochen  —  zu  je  ztoei 
RelcUionen  zwischen  den  i> besonderen  Punkten^  [Doppelpunkten) 
eines  beliebigen  im  Endlichen  gelegenen  ebenen  Curvensystems 
f  [Xy  y,  js)  =  0  mit  einem  Parameter  z ,  und  zu  zwei  analogen 
Relationen  für  die  ^besonderen  Punkte (l  [Knotenpunkte)  eines  in  un- 
serem Räume  im  Endlichen  gelegenen  Flächensystems  f(x,  y,  js,  t^)s=  O 
mit  einem  Parameter  w  —  Beziehungen,  von  denen  ich  einen 
speciellen  Fall  für  Systeme  sich  nicht  schneidender  Curven  in  der 
Ebene  (und  auch  auf  beliebiger  Fläche)  in  der  ersten  Abhand- 
lung bereits  formulirt  habe').    Zum  Schlüsse  ist  noch  auf  die 
Weiterftthrung  dieser  Untersuchungen  hingewiesen,  welche  in 
der  vorliegenden  Form   nur  die  wesentlichen  systematischen 
Betrachtungen  für  die  Behandlung  aller  solchen  Fragen  ent- 
wickeln wollen. 


4]  Dabei  erscheint  es  dann  auch  geometrisch  berechtigt,  wenn  ich  ia 
der  Folge  für  eine  Fläche  die  Kronecker' sehe  Characteristik  K  statt  der 
Neumann'schen  Grundzahl  G  einführe,  insoferne  es  naturgemttss  erscheint, 
dem  »Nichtvorhandensein*  einer  Mannigfaltigkeit  die  Characteristik  NuU 
zu  ertheilen.    Auch  gestaltet  sich  die  Formel,  welche  die  Characteristik 
einer  aus  mehreren  getrennten  Theilen  bestehenden  Mannigfaltigkeit  an- 
giebt, unter  Zugrundelegung  der  Kronecker'schen  Zahl  einfacher  —  ntfm- 
lieh  direct  als  Summe  der  Characteristiken  der  Bestandtheile  (vergl.  pag. 
39)  —  als  für  die  Neumann'sche  Grundzahl,  die  sich  aus  den  Grundzahlen 
der  einzelnen  Theile  und  der  Anzahl  der  Theile  zusammensetzt  (vergl.  z.  B. 
A.  S.  1.  §4). 

2)  Man  vergl.  hierzu  die  dort  erwähnten  auf  solche  Curvensysteme 
bezüglichen  Untersuchungen  von  Reech,  Möbios  und  Poincarö. 
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1.  Abschnitt« 

Ueometriscbe  Ableitung  der  Cbaracteristik  einer  Mannig- 
faltigkeit. 

.  Der  vorliegende  Abschnitt  enthalt  zunäohst  die  Ableitung 
der  Cbaracteristik  linearer  Mannigfaltigkeiten  aus  einem  Ent- 
stebuDgsprocess  der  Mannigfaltigkeit,  geht  dann  (§  5]  zu  nge-^ 
schlossenenfi  Mannigfaltigkeiten  über  und  kennzeichnet  schliess- 
lich (§  6}  die  Abzahlung  der  Characteristik  an  der  fertigen 
Mannigfaltigkeit. 


Pnnktgmppen  alt  Mannigfaltigkeiten  M^ 


0* 


Nur  der  Uebersichtlichkeit  einiger  nachfolgender  Formu- 
liruDgen  wegen  erwähnen  wir  als  Anfangsglied  unserer  Mannig- 
faltigkeiten diejenigen  nullter  Dimension,  die  Punkte ^  deren 
Characteristik  K^  gleich  ihrer  Anzahl  ist. 

Sindimenfionale  XannigfEdtigkeiten  M^ . 

Das  Elementargebilde  E^  einer  eindimensionalen  Mannig- 
faltigkeit ist  geometrisch  vorgestellt  durch  ein  begrenztes  Stück 
einer  Geraden. 

Das  Entstehen  des  Elementargebildes  zählt  +  ^ ,  das  Ver- 
schwinden —  4 .  Die  Trennung  eines  E^  in  zwei  Stücke  kommt 
dem  Entstehen  eines  weiteren  E^  gleich  und  zählt  somit  für 
die  Characteristik  der  Mannigfaltigkeit  M^  mit  -1-4,  die  Ver- 
einigung zweier  E^  entsprechend  mit  —  4 .  Man  kann  sich  die 
»Trennung«  eines  E^  hergestellt  denken  durch  Ausschaltung 
eines  Punktes,  also  einer  M^  aus  der  Strecke,  durch  eine  »Punk- 
tirung«,  und  mag  dann  den  Satz  formuliren^) : 

n Punktirungena  zählen  für  die  Characteristik  K^  einer  M^ 
in  Sinne  ihrer  Punktcharacteristik. 

Die  entgegengesetzte  Zählung  tritt  ein  für  die  inverse  Operon 
tion  des  Aufhd>ens  einer  Punktirung. 


4)  Der  Satz  ist  in  dieser  Form  nur  mit  Rücksicht  auf  die  in  §  8  und  i 
gegebenen  analogen  Satze  ausgesprochen. 
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§3. 
Zweidimensionale  Mannigfaltigkeiten  M^. 

Das  Elementargebüde  E^  einer  ebenen  Mannigfaltigkeit  M^ 
ist  geometrisch  gegeben  durch  das  Innere  einet^  geschlossenen,  sich 
nidht  selbst  durchsetzenden  ebenen  Curve, 

Das  Entstehen  des  Elementargebildes  zählt  -f-  4 ,  sein  Ver- 
schwinden —  \ .  Die  Trennung  eines  E^  durch  einen  von  Rand 
zu  Rand  geführten  Schnitt  » Querlinie a  kommt  dem  Entstehen 
eines  neuen  E^  gleich,  und  zählt  also  +  4 ,  die  Vereinigung 
zweier  Elementargebilde  längs  einer  solchen  Strecke  zählt  ent- 
sprechend —  1  für  die  Characteristik  K^.  Soferne  eine  solche 
Vereinigung  zweier  RandstUcke  auch  an  einem  E^  durch  Zu- 
sammenbiegen statthaben  kann  und  das  entstehende  ringförmige 
Ebenensttlck  auch  durch  Anbringung  einer  Oeffnung  »Punk- 
tirunga  in  einem  E^  herzustellen  ist,  folgt,  dass  j» Anbringung 
einer  Oeffnung  a  als  —1,  Schliessen  einer  Oeffnung  —  eine 
Operation,  die  einer  »Trennung«  durch  eine  Querlinie  im  obigen 
Sinne  gleichkommt  —  als  +  4  zu  zählen  ist. 

Sonach  kommen  für  die  Abzahlung  der  Charakteristik  K^ 
einer  ebenen  Mannigfaltigkeit  M^  die  Sätze : 

4.  Ein  System  von  i>  Punktirungenai  zählt  für  die  Flächefi--^ 
characteristik  K^  im  entgegengesetzten  Sinne  seinei^  Punkt- 
characteristik  K^. 

2.  Ein  System  von  nQuerliniena  zählt  für  A',  im  Sinne 
seine7*  Curvencharacteristik  R\, 

Die  entgegengesetzten  Zählungen  treten  für  die  Aufhebung  der 
besprochenen  Operationen  ein. 

Weiter  entnehmen  wir  den  vorstehenden  Ausführungen 
den  Satz : 

3.  Schneiden  wir  aus  dem  Innern  unserer  Mannigfaltigkeit 
3/,  eine  andere  Mannigfaltigkeit  M^  von  gegebener  Characteristik 
K^  heraus j  so  ist  dieses  Entfernen  von  M^  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  der  zugehörigen  Characteristik  K^  zu  zäh- 
len,  und  umgekehrt  ist  das  Ausfüllen  von  eingeschlossenen 
Lücken  im  Sinne  der  zugehöiHgen  Characteristik  in  Rechnung 
zu  bringen. 
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§  4. 
Dreidimensionale  Mannigfaltigkeiten  M^. 

Das  Elementargebilde  E^  ist  geometrisch  ein  von  einer  Kugel 
oder  einer  daraus  durch  Biegung  und  Dehnung  ohne  Zerreissung 
ableitbaren  Fläche  begrenzter  linearer  Raum, 

Das  Entstehen  von  E^  zählt  -f-  h ,  sein  Verschwinden  ~  \, 
Die  Trennung  eines  E^  durch  eine  ebene  Lamelle  E^  »Quer- 
fläche «,  deren  Rand  in  der  Begrenzung  von  £"3  liegt,  zählt,  w^eil 
damit  ein  weiteres  E^  hergestellt  wird,  +  h  für  die  Gharac- 
teristik  K^  von  M^ ;  die  Vereinigung  zweier  E^  in  einem  solchen 
£^  ist  entsprechend  —  1  zu  zählen.  Die  Vereinigung  kann 
wieder  an  einem  einzigen  E^  in  zwei  Sttlcken  E^  der  Begren- 
zungsfläche vorgenommen  werden  und  führt  zu  einem  von  einer 
Ringfläche  begrenzten  Räume,  dessen  Characterislik  sonach 
Null  beträgt.  Wir  können  uns  diese  Umformung  dadurch  her- 
gestellt denken,  dass  eine  Durchbohrung  an  einem  E^  aus- 
geführt wird,  dergestalt,  dass  zwei  Punkte  der  Begrenzungs- 
fläche von  E^  durch  ein  E^  verbunden  werden.  Eine  solche 
Durchbohrung  oder  die  Anbringung  einer  Querlinie  zählt  dem- 
nach —  \ .  Umgekehrt  ist  das  Zuwachsen  einer  solchen  Durch- 
bohrung, also  das  Wegnehmen  einer  Querlinie  E^  mit  +  4  zu 
zählen.  Um  zu  entscheiden,  wie  die  Anbringung  einer  Punktii^ng 
für  die  Gharacteristik  unserer  M^  zu  zählen  ist,  denken  wir  uns 
einen  von  zwei  concentrischen  Kugeln  begrenzten  schalenför- 
migen Raum.  Wir  können  denselben  dadurch  zu  einem  Ele- 
mentargebilde £*,  umformen,  dass  wir  beide  begrenzende  Scha- 
len durch  eine  Querlinie  verbinden,  dass  wir  also  durch  eine 
Durchbohrung  den  innerhalb  der  Schalen  gelegenen  Raum  mit 
dem  Aussenraume  vereinigen.  Diese  Durchbohrung  ändert 
die  Gharacteristik  der  von  jenen  beiden  Kugeln  begrenzten 
M^  um  —  \ .  Die  Gharacteristik  des  dabei  entstandenen  Rau- 
mes E^  ist  aber  +  \ ,  also  kommt  dem  erstgenannten  Baume  die 
Gharacteristik  +  2  zu.  Soferne  dieser  aber  auch  durch  Anbrin- 
gung einer  Punktirung  aus  einem  E^  abgeleitet  werden  kann, 
scbliessen  wir,  dass  eine  solche  hier  -l-  \  zu  zählen  ist.  Jetzt 
können  wir  sofort  auch  entscheiden,  wie  sich  die  Gharacteristik 
einer  Jf,  ändert,  wenn  wir  die  JU,  mit  solchen  Querflächen 
schneiden,  deren  Flächencharacteristik  nicht  mehr  gleich  1  ist. 
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Denken  wir  uns  nämlich  das  j&,  durch  n  Punktirungen  in  eine 
J/g  von  der  Characteristik  n  + 1  verwandelt,  so  lässt  sich  diese 
sofort  in  eine  von  n  +  4  Kugeln  begrenzte  M^  (dnrch  Erwei- 
terung jener  Punktirungen)  verwandeln.  Legen  wir  nun  eine 
QuerflSiche;  welche  alle  Kugeln  schneidet,  so  besitzt  diese  Quer- 
fläche nach  den  Zählungen  in  §  3  die  Characteristik  —  n  +  4 . 
Nach  Ausführung  des  Schnittes  ist  der  Raum  in  zwei  E^  zerfällt, 
woraus  folgt,  dass  der  Schnitt  in  jener  Querfläche  für  die  Cha- 
racteristik der  if,  nach  Massgabe  seiner  Flächencharacteristik 
K^  zu  zählen  ist. 

Stellen  wir  die  hiermit  gewonnenen  Sätze  zusammen,  so 
sind  es  die  folgenden : 

Für  die  Bestimmung  der  Characteristik  JST,  einer  M^  zählen : 

\.  Pufüctirungen  im  Sinne  ihrer  Characteristik  K^, 

2.  Querlinien  im  entgegengesetzten  Sinne  ihrer  Cha- 
racteristik K^ ; 

3.  Querflächen  im  Sinne  ihrer  Characteristik  K^. 

Umgekehrt  sind  die  Außebungen  der  bezeichneten  Operatio- 
nen zu  zählen. 

Weiter  erschliessen  wir  aus  den  bisherigen  Ausführungen 
den  Satz : 

4.  Schneiden  wir  aus  dem  Innern  unserer  Mannigfaltigkeit 
3fj  eine  andere  Mannigfaltigkeit  Jf,'  von  gegebener  Characteristik 
jfiT,'  heraus  j  so  ist  dieses  Verschwindenlassen  von  Jf,'  im  Sinne 
der  zugehörigen  Characteristik  K^'  zu  zählen,  und  umgekehrt  ist 
das  Ausfüllen  von  eingeschlossenen  Hohlräumen  im  entgegen-^ 
gesetzten  Sinne  der  zugehörigen  Characteristik  in  Rechnung 
zu  bringen. 

§5. 
ITebergang  zu  »geschlotseneiia  Mannigfaltigkeiten  M^  und  Jf,. 

Die  hiermit  gegebenen  Sätze,  welche  die  Characteristik 
der  linearen  Mannigfaltigkeiten  erster  bis  dritter  Dimension  aus 
einem  gemeinsamen  Principe  ergeben,  können  ersichtlich  in 
ganz  analoger  Formulirung  auch  für  mehr  Dimensionen  fort- 
geführt werden.  Ich  möchte  indess  auf  diese  weiteren  Formu- 
lirungen hier  nicht  eingehen,  vielmehr  die  in  den  vorstehenden 
Paragraphen  gewonnenen  Hülfsmittel  noch  verwenden,  um  die 


r 
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bisherigen  Abzahlungen,  weiche  nur  für  lineare  Mannigfaltig- 
keiten fixirt  sind,  die  von  Punkten,  Curven  bez.  Flächen  be- 
grenzt sind,  auch  noch  auf  geschlossene  Mannigfaltigkeiten  aus- 
zudehnen. Dabei  seien  nur  zwei-  und  dreidimensionale  Gebilde 
in  Betracht  gezogen. 

Wir  stellen  uns  dann  r^  geschlossene  Mannigfaltigkeiten  (t^  da- 
durch her,  dass  wir  bei  den  ebenen  if,  die  begrenaenden  Rand- 
curven  paarweise  einander  zugeordnet  denken,  und  ebenso  für  die 
bisher  betrcichteten  M^  eine  paarweise  Zuordnung  ihrer  Begren- 
zungsflächen gegeben  denken.  Um  dann  die  Characteristik  der 
geschlossenen  Mannigfaltigkeiten  zu  bestimmen,  bedarf  es  nur 
noch  zweier  Sätze,  welche  die  Aenderung  der  Characteristik 
durch  die  Zuordnung  je  zweier  Begrenzungscurven  bez.  Be- 
grenzungsflächen angeben,  Sätze,  deren  Umkehrung  den  Ein- 
fluss  einer  Zerschneidung  einer  U^  bez.  Jtf,  längs  geschlossener 
Flächen  angiebt. 

Insofeme  man  nun  einen  geschlossenen  innerhalb  einer 
M^  verlaufenden  Schnitt  durch  eine  »Punktirung«  (—1)  und 
eine  » Querlinie a  (+  4],  welche  von  der  Punktirung  auslaufend 
wieder  in  dieselbe  mündet,  zusammengesetzt  denken  kann, 
folgt  der  Satz : 

Ein  geschlossener  Curvenschnitt  im  Innern  einer  Jf,  ändert 
deren  Characteristik  nicht.  Ebenso  bleibt  also  umgekehrt  die  Charac- 
teristik ungeändert  bei  der  Zuordnung  zweier  Randcurven  einer  if,. 
Mit  Httlfe  dieses  Satzes  iässt  sich  sofort  die  Characteristik 
einer  beliebigen  geschlossenen  Jf,  bestimmen  durch  Summation 
der  Characteristik  der  ebenen  Flächenstttcke,  deren  Zusammen- 
setzung jene  Jf,  ausmacht. 

Beispielsweise  wird  eine  »Kugelfiäche«  durch  Zuordnung 
der  Randcurven  zweier  E^  gebildet  und  es  kommt  derselben 
sonach  die  Characteristik  91  zu.  Eine  Ringfläche,  durch  Zuord- 
nung der  Ränder  eines  ebenen  zwischen  zwei  concentrischen 
Kreisen  eingeschlossenen  Gebietes  herstellbar,  erhält  die  Cha- 
racteristik Null  u.  s.  w. 

Man  erkennt  gleichzeitig  den  (auch  fdr  mehr  Dimensionen 
ausdehnbaren)  Satz: 

Die  Characteristik  K^  einer  geschlossenen  Mannigfaltigkeit  M^, 
die  wir  uns  cds  Fläche  in  einem  linearen  dreidtmensionalen  Räume 
aufgeblasen  denken  können^  ist  gleich  der  doppelten  Characteristik 
K^  des  zugehoiigen  Innenraumes  jener  Fläche. 
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Um  auf  den  Einfluss  eines  im  InnerD  einer  M^  ausgeführten 
Schnittes  längs  einer  geschlossenen  M^  zu  kommen,  betrachten 
wir  zunächst  einen  im  Innern  einer  M^  ausgeführten  Kugel— 
schnitt.  Derselbe  kann  aus  einer  Punktimng  (+4)  und  einer 
Querfläche  (von  der  Characteristik  +  \)  zusammengesetzt  wer- 
den, ändert  also  die  Characteristik  von  if,  um  -t-4  -f-1  =  S. 
Aehnliche  Ueberlegungen  ergeben  den  allgemeinen  Satz  : 

Ein  im  Innern  einer  M^  ausgeführter  geschlossener  FUtchen- 
schnitt  von  der  Flächencharacteristik  k\  erhöht  die  Characteristik 
von  M^  um  Ä,.  Umgekehrt  wird  durch  die  Zuordnung  zweien 
Begrenzungsflächen  einer  M^ ,  welche  beide  die  Charakteristik  ä", 
besitzen,  die  Characteristik  der  M^  um  Ä",  vermindert, 

■ 

§  6. 

ünveränderlichkeit  der  Characteristik  for  verschiedene  Eneu* 

gnngtweisen  einer  Mannigfaltigkeit. 

Die  Bedeutung  der  Characteristik  liegt  in  der  Unverändert 
iichkeit  derselben  all  den  verschiedenen  Processen  gegenüber, 
durch  welche  wir  uns  eine  Mannigfaltigkeit  erzeugt  denken 
können.  Bei  der  im  Vorstehenden  gegebenen  Ableitung  von  A' 
mit  Hülfe  eines  Entstehungsprocesses  der  Mannigfaltigkeit  ist  es 
erforderlich,  zu  beweisen,  dass  wir  bei  jedem  Wege^  auf  wel- 
chem wir  uns  die  Ma/nnigfaltigkeit  M  entstanden  denken  kütinen, 
auf  dieselbe  Zahl  K geführt  werden.  Dieser  Salz  ist  unmittelbar 
bewiesen,  sobald  wir  zeigen,  dass  unsere  bisherige  Ableitung 
der  Characteristik  zu  einer  bestimmten  Definition  derselben  an 
der  fertigen  Mannigfaltigkeit  führt. 

Es  seien  diese  Definitionen  für  lineai^e  zwei-  und  drei- 
dimensionale Mannigfaltigkeiten  (§3,  4)  formulirt.  Es  genügt 
dabei  nur  von  zusammenhängenden  Mannigfaltigkeiten  zu  reden, 
denn  es  gilt  (aus  der  bisherigen  Ableitung  von  K]  ganz  allge- 
mein der  Satz : 

Die  Characteristik  Keiner  aus  beliebig  vielen  getrennten  Thei- 
len  bestehenden  Mannigfaltigkeit  setzt  sich  aus  der  Summe  der 
Charakteristiken  der  Theile  zusammen  > 

Ein  zusammenhängendes  ebenes  Flächenstück  kann  man 
nun  bezeichnen  als  ein  Elementargebilde  £*,,  aus  dessen  Innern 
n  ebensolche  Elementargebilde  E^  herausgeschnitten  sind:  Dann 
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istK^=si  — n  d.  1.  die  Differenz  der  Characteristiken  des  zu  Grunde 
gelegten  und  der  herausgeschnittenen  Flächenstücke  E^  die  unmittel- 
bar an  dem  fertigen  Flächenstücke  ersichtliche  Characteristik^) . 

Ein  zusammenhängendes  und  nur  von  einer  geschlossenen 
Fläche  begrenztes  Stück  unseres  Raumes  kann  man  bezeich- 
nen als  einen  Elementarraum  E^,  welcher  n  Durchbohrungen 
erhalten  hat  und  hier  ist  wieder  ^5'=  1  —  n  die  unmittelbar  am 
Gebilde  selbst  cAztUesende  Characteristik.  Allgemein  wird  man 
jedes  zusammenhängende  Stück  unseres  Raumes  bezeichnen  kön- 
nen als  einen  von  einer  geschlossenen  Fläche  nach  aussen  ab- 
gegrenzten Raum  von  der  Characteristik  K/^  aus  dessen  In- 
neren weitere  Räume  der  obigen  Art  bez.  von  den  Charac- 
teristiken K^"j  K^"\  . . .  jfiTjW  herausgeschnitten  sind.  Dann  ist 
Äj  ^  2K^^^)j  d.  h,  die  Summe  der  Characteristiken  des  zu  Grunde 
gelegten  und  der  herausgeschnittenen  Raumstücke  die  unmittelbar 
am  Gßbilde  selbst  abzulesende  Characteristik^). 


U.  Absehnitt 

Analytische  Formulirungen. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  überhaupt  irgend  welche 
continuirlichen  Processe  zur  Erzeugung  einer  Mannigfaltigkeit 
M  betrachtet  haben,  handelt  es  sich  jetzt,  wo  wir  uns  eine  solche 
IMannigfaltigkeit  durch  eine  Gleichung  gegeben  denken,  darum, 
derartige  geometrische  Umformungsprocesse  für  die  Herstellung 
unserer  Gebilde  einzuführen,  die  gleichzeitig  einer  analytischen 
Behandlung  fähig  sind.  Die  folgenden  Darstellungen  bieten  für 
Mannigfaltigkeiten  von  ein  bis  drei  Dimensionen  specielle  Bei- 
spiele solcher  Umformungsprocesse,  die,  zu  einem  Theile  schon 
in  meiner  ersten  Abhandlung  atigeführt,  hier  in  systematischer 
Zusammenfassung  erscheinen.  Siebezeichnen,  ungeachtet  ihres 
specielleren  Characters,  im  Wesentlichen  die  Art  auch  allge- 
meinerer Formulirungen,  auf  welche  noch  in  §  11  kurz  hin- 
gewiesen wird. 

Es  sei  bezüglich  der  nachstehend  betrachteten  Functionen 
f}  fiy  ft  "  -  °<^^^  bemerkt,  dass  wir  sie  an  dieselben  Bedingun- 


1)  cf.  §  8.  Satz  3. 

2)  Vergl.  §  4.  Satz  4. 
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gen  geknüpft  annehmen,  die  Kronecker  fttr  die  Functionen  sei 
nes  Functionensystems  zu  Grunde  legt  *) ;  ebenso  ist  die 
zeichnungsweise,  wie  schon  in  der  ersten  Mittheilung,  mit  d 
Kronecker'schen  übereinstimmend. 


§7- 
Charaeteristik  eindimensionaler  Mannigfaltigkeiten. 

Gegeben  eine  Cw^ve  /*  (o?,  y)  =  0.  Man  bestimme  die  Charae- 
teristik derjenigen  Mannigfaltigkeit  Jf^,  welche  von  den  innerhalb 
[vkO  liegenden  Theilen  der  Geraden  y  =^  ya  gebildet  wird. 

Indem  man  eine  Gerade  parallel  zur  Geraden  y  ss  y^  über 
die  ganze  Curve,  von  oben  beginnend,  mit  abnehmendem  t/ 
hingleiten  lässt,  entsteht  die  fragliche  M^  in  der  Art,  dass  bei 
jedem  Maximum  der  Curve  eine  neue  Strecke  auftritt,  bez.  eine 
vorhandene  sich  theilt,  während  bei  jedem  Minimum  eine 
Strecke  verschwindet,  bez.  zwei  Strecken  zusammenwachsen. 
Nach  der  Definition  der  Charaeteristik  einer  M^  haben  wir  also 
sofort 

diese  Summe  verstanden  über  alle  Punkte 

/•  =  0  ,    /;  =  0  ,    y  >  y„  . 

Ferner  ergiebt  sich,  da  alle  im  Laufe  der  Bewegung  entstan- 
denen Strecken  wieder  verschwunden  sind,  wenn  wir  die  ganze 
Curve  mit  der  Geraden  überstrichen  haben : 

(2)  2  [/; .  /;,]  =  0 , 

soferne  die  Summation  jetzt  über  alle  Punkte 

ausgedehnt  wird.  Durch  diese  Formel  (2)  ist  eine  erste  Beziehung 
zwischen  den  Berühi^ngspunkten  horizontaler  Tangenten  einer 
ebenen  Curve  ausgedrückt* 


4)  Für  die  Zusammenstellung  der  Kronecker'shea  Formeln  vergl. 
Monatsberichte  4  878  pag.  445  oder  auch  A.  S.  1.  §  4. 
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§  8. 
zweidimensionaler  Mannigfaltigkeiten^ 


Gegeben  eine  Fläche  fix,  y,  js)  =  0.  Man  bestimme  die  Cha- 
rckcterisiik  der  Mannigfaltigkeit  zweiter  Dimension  Jf,,  welche  von 
den  innerhalb  f=0  liegenden  Theilen  der  Ebene  z  =^  z^  gebildet 
wird. 

Wir  lassen  eine  Ebene  z  =  const.  über  die  Fläche  herab- 
gleiten (mit  abnehmenden  Werthen  z)  und  fragen  nach  der 
Gharacteristik  des  jedesmaligen  ebenen  Schnittes.  Die  Schnitte 
bilden  auf  die  a;y-Ebene  projicirt  das  einfach  unendliche  System 
f  [a:,  y,  js)  =  0  mit  z  als  Parameter.  Die  Gharacteristik  des  In- 
nern dieser  Schnittcurven  ändert  sich  jedesmal  in  den  Tangen- 
tialebenen der  Fläche,  so  zwar,  dass  wir  für  diese  Aenderung 
vier  Arten  von  Berührungen  unterscheiden  können. 

(a)  und  (b).  Die  Schnittcurve  hat  an  der  BerUhrungsstelle 
einen  isolirten  Doppelpunkt. 

Dann  wird  bei  der  Bewegung  der  Ebene  z  =  const.  im 
vorgeschriebenen  Sinne  (mit  abnehmendem  z)  ein  Stück  der 
Mannigfaltigkeit  M^  entstehen,  bez.  eine  OefTnung  in  demselben 
verschwinden,  oder  aber  es  wird  ein  vorhandenes  Stück  der 
M^  verschwinden  bez.  eine  Oefihung  in  einem  solchen  entstehen. 
Die  beiden  ersten  Vorkommnisse  sind  ersichtlich  mit  -f-  4  für 
die  Aenderung  der  Gharacteristik  von  Jtf,  zu  zählen,  die  letzten 
beiden  als  —  4 .  *) 

I  c)  und  (d) .  Die  Schnittcurve  hat  an  der  Berührungsstelle 
einen  Doppelpunkt  mit  reellen  Zweigen. 

Dann  wird  bei  der  Bewegung  unserer  Ebene  z  =  const. 
mit  abnehmendem  z  entweder  ein  Stück  der  Jf,  sich  in  zwei 
spalten,  oder  es  werden  zwei  vorher  getrennte  Theile  sich  ver- 
einigen. Das  erste  Yorkommniss  ist  ersichtlich  mit  +4>  das 
zweite  mit  —4  für  die^ Gharacteristik  von  M^  in  Rechnung  zu 
bringen*). 


*}  Man  mag  die  Unterscheidung  anch  durch  den  Umsland  characteri- 
siren,  dass  man  in  den  ersten  beiden  Fällen  »von  oben  betrachtet«  die 
Aassenseite,  in  den  beiden  letzten  Fällen  die  Innenseite  der  Fläche  /*  ae  o 
sieht.    Die  analoge  Unterscheidung  tritt  auch  für  die  Fälle  (c)  und  (d)  ein. 

^  Yergl.  die  vorstehende  Anmerkung. 
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Die  analytische  Formulirung  der  bezeichneten  Unterschiede 
ergiebt  nun  sofort  die  verlangte  Characteristik  R\  des  ebenefi 
Schnittes  ^  =  sf«  '**  ^^^  Formel :  a  =  ar» 


(3)  A',        =2[f,. 


], 


/;,  /•« 

in  welcher  die  Summation  über  alle  Punkte 

f^O,     /;  =  0  ,     /;  =  0  ,     :s>  z^ 

verstanden  ist. 
Die  Gleichung 


welche,  analog  wie  in  §  7,  wieder  eintritt,  wenn  wir  die  Summa- 
tion über  alle  Punkte 

/•=o,     /;  =0,     /;  =  o 

ausdehnen,  giebt  dabei  eine  (erste)  Beziehung  zwischen  den  Doppel- 
punkten jenes  Curvensy Stents.  Dabei  sei  hervorgehoben,  dass  wir 
diese  Beziehung  auffassen  können  als  geltend  für  ein  auf  der 
Fläche  /"  =  0  verlaufendes  System  von  sich  nicht  schneidenden 
Curven^)  oder  aber,  als  geltend  für  ein  beliebiges  ebenes  Curven- 
system  f  [x,  y,  s)  s=  0  mit  z  als  willkürlichem  Parameter. 

Ziuatz.  Wir  k(^nnen  die  hiermit  gefundene  Characteristik 
eines  Curveninneren  sofort  auch  verwerthen,  um  fttr  die  in  §  7 
gegebenen  Berührungspunkte  horizontaler  Tangenten  einer  Curve 
f(x,y)  =0  eine  weitere  Formel  abzuleiten.  Betrachten  wir 
nämlich,  um  die  Characteristik  des  Innenraumes  der  Curve 
f  [x,  y)  =  0  zu  bestimmen,  das  Curvensystem 

f(x,y)  +  55  =  0, 

so  wird  nach  Formel  (3)  die  fragliche  Characteristik  gegeben 
durch 


(5)  ä;       ^2[ 

3=0 


IM     Ml      l 
fu    fit    I 


wobei  die  Summation  verstanden  ist  über  alle  Punkte 

f{x,y)^z  =  o,  /;  =  0,  /;  =  o,   z>o. 


^)  Also  für  ein  »Curvensystem  5«  von  der  in  A.  S.  1  (§  2)  gebrauch- 
ten Art. 


r 
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oder  kürzer,  über  alle  Punkte 

Diese  Characterisiik  lässt  sich  aber  auch  durch  die  andere 
Formel 

(6)  h\       =-i2\fu] 

Ä=sO 

darstellen,  wobei  diese  Summation  jetzt  über  alle  Punkte 

d.  h.  eben  über  jene  in  §  7  betrachteten  Berührungspunkte, 
ausgedehnt  ist*).  Forme/ (6)  liefert  also  eine  zweite  Beziehung 
zwischen  jenen  Berührungspunkten^  deren  geometrische  Bedeutung 
sich  in  einfachster  Weise  formulirt*) . 

§9. 
Characteristik  dreidimensionaler  Mannigfaltigkeiten. 

Gegeben  ein  geschlossener  Raum  von  drei  Dimensionen  in 
einem  linearen  Raums  von  vier  Dimensionen  durch  f  (cc,  y,  z,  w)  »0. 
Man  bestimme  die  Characteristik  der  Mannigfaltigkeit  i/, ,  welche 
von  den  innerhalb  /*  =  0  liegenden  Theilen  des  linearen  Raumes 
w  =  Wf^  gebildet  wird. 

Wir  lassen  die  lineare  M/  w  =  const.  über  die  gegebene 
Mannigfaltigkeit  /*=  0  herabgleiten  und  fragen  nach  der  Cha- 
racteristik des  vom  jedesmaligen  Schnitte  begrenzten  drei- 
dimensionalen Raumes  Jf,.  Die  Reihenfolge  aller  dieser  Schnitte 
bildet  nach  t^  =  0,  d.  h.  in  unsern  Raum  projicirt,  das  Flächen- 
8)stem  f{x,  y,  j5,  m;)  =  0  mit  w  als  Parameter.  Die  Charac- 
teristik für  den  Innenraum  der  einzelnen  Flächen  dieses  Systems 
ändert  sich  nun  jedesmal  für  y) berührende«  w  =  const.,  d.  h. 
jedesmal ,  wenn  eine  Fläche  des  Systems  einen  Knotenpunkt 
besitzt.  Dabei  sind  für  die  Aenderung  der  Characteristik,  wie 
aus  den  Definitionen  in  §  4  des  I.  Abschnittes  sofort  folgt,  vier 
Unterschiede  bezüglich  der  Art  der  auftretenden  Knotenpunkte 
zu  treffen : 


*)  Vergl.  Kronecker  Monatsber.  1878  pag.  145. 
»)  A.  S.  I.  §  5. 

Matb.-pb79.  Classe  1886. 


^    I 
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(a)  und  (b).  Für  isolirte  Knotenpunkte  ist  zu  unter- 
scheiden 

ob  in  dem  betreffenden  Punkte  (und  der  durch  »abneh— 
mendea  w  bezeichneten  Richtung  der  Durchlaufung  unseres 
Flächensystems]  ein  reeller  (elliptisch  gekrümmter]  Flächentheil 
entsteht,  oder  umgekehrt 

sich  ein  reeller  Flächentheil  in  einen  Punkt  zusammen- 
zieht und  dann  verschwindet. 

(c]  und  (d).    Die  Knotenpunkte  mit  reellem  Tangential- 
kegel  sind  zu  trennen 

in  solche,  bei  denen  ein  hyperbolisch  gekrümmter  Flächen- 
theil  sich  in  zwei  elliptische  spaltet,  und  umgekehrt 

in  solche,  bei  denen  zwei  elliptisch  gekrümmte  Flächen- 
theile  sich  zu  einem  hyperbolisch  gekrümmten  vereinigen. 

Die  in  §  4  des  I.  Abschnittes  gegebenen  Entwickelungen 
zeigen,  dass  für  die  Abzahlung  der  Characteristik  des  Innen- 
raumes  unserer  Flächen  die  Fälle  (a)  und  (c]  mit  H-  1 ,  die  Fälle 
(b)  und  (d)  mit  —  4  zu  rechnen  sind.  Analytisch  ergiebt  sich  die 
fragliche  Summation,  welche  die  Characteristik  des  Schnittes 
w  =  Wa  von  f(x,  y,  J3,  t6?)  =  0  liefert j  durch  die  Formel 

lii    fit    /iS 
/«l    /l«    /l8     J 
/S4    /S*    #33 

die  Summation  erstreckt  über  alle  Punkte 


(7) 


i^3         =^[A 


W^  Wc 


/•  =  o,   /;  =  o,   /,  =  o,   /,  =  o, 

Dabei  liegt  wieder  in  der  Gleichung 

IM    M«    M8 

(8)  ^  \f,    fu  /■«  /■«   ]  =  0  , 

/3l    /3«    /38 

welche  bei  der  Summation  Ober  alle  Punkte 

f=o,   /;  =  o,   /;  =  o,  /;  =  0 

statthat^  eine  erste  Relation  zwischen  jenen  Knotenpunkten  vor. 
Auch  diese  Beziehung  mag  man  dabei  wieder  geometrisch  deuten 
als  geltend  für  ein  System  von  Flächen,  welche  sich  nicht  schnei- 
dend als  lineare  Schnitte  auf  jener  if,  f{Xj  y,  ä,  ti;)  =  0  angeord- 
net sind,  oder  aber  als  eine  Relation  zwischen  den  Knotenpunkten 


r 
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eines  beliebigen  Flächensystemes  f{x,y,z,w)ssO  in  unserem 
gewöhnlichen  Räume  mit  w  als  Parameter, 

Zuaats.  Die  hiermit  gefundene  Cbaracteristik  eines  von 
einer  Fläche  begrenzten  linearen  Raumes  von  drei  Dimensionen 
kdnnen  wir  wieder  für  die  in  §  8  gegebene  Fläche  f(Xj  y,  js)  s=  0 
verwenden,  indem  wir  diese  successive  entstehen  lassen  aus 
dem  Flächensysteme  (von  sich  nicht  schneidenden  Flächen) : 

f{Xj  y,  ^)  4-  w;  «  0. 

Wir  erhalten  hierfür  durch  Anwendung  der  Formel,  dass  die 
Cbaracteristik  des  Innenraumes  der  Fläche  w  =s  0  gegeben  ist 
durch  f     f     f 

lii    M«    /13 

/il    /ii    /«3     j   ) 

/34    19t    /33    I 

diese  Summe  verstanden  über  alle  Punkte 

/^  <  0 ,   /;  =  0 ,   /;  =  0 ,   /;  =:  0 . 

Diese  Formel  lässt  sich,  wie  schon  in  dem  ersten  Aufsatze*) 
envähnt,  umsetzen  in  die  andere 

Mi     /l« 


(9)  k\       ^2[ 

s  ^0 


00)  ä;     ^\2[ 


fu    /« 


in  welcher  die  Summation  über  alle  Punkte 

/•=o,   /;  =  o,   /;  =  o 

verstanden  ist. 

Sie  giebty  da  sie  sich  wieder  auf  die  schon  in  Formel  (4)  be- 
trachteten Berührungspunkte  horizontaler  Tangentialebenen  der 
Fläche  f{Xj  y,  js)  =  0  bezieht  [und  zwar  diesmal  ihrem  Character 
als  Doppelpunkte  mit  imaginären  bez,  reellen  Tangenten  ent- 
sprechend) eine  zweite  Relation  für  jene  Punkte. 

§10. 

Zweite  Eelation  zwischen  den  Knotenpunkten  eines 

Flächensystems. 

Die  ganz  analoge  Ausführung  der  Abzahlung  bei  mehr 
Dimensionen  sei  hier  nur  in  der  einen  Relation  besprochen^  welche 

i)  Vergl.  Kronecker,  Monatsberichte  1878  pag.  U6  und  A.  S.  I.  §  6. 

5* 
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(den  Formeln  ;6)  und  (10)  analog)  eine  zweite  Beziehung  für  di^ 
Knotenpunkte  des  in  §9  behandelten  Flächensystems  f[x^  y,  js,  iü)=0 
gieht^  durch  die  besondere  Abzahlung  der  Cbiiracteristik  des 
durch  /*=  0  begrenzten  linearen  vierdimensionalen  Raumes,  bei 
welcher  wir  denselben  entstehen  lassen  durch  successives  An- 
wachsen aus  dem  Systeme  /"(x,  y,  js,  tu)  -i-  ^=s  0.  Es  ergiebt  sich 
dann  fUr  die  Characteristik  K^  der  vierdimensionalen  Mannig— 

r  =  0 

faltigkeit  zunächst  eine  den  Formeln  (5)  und  (9)  analoge  Dar- 
stellung, welche  (Formel  (6)  und  (H)  entsprechend)  umgesetzt 
werden  kann  in 

I    Ml /H    M3     I 

(H)  a;     =i:s[i  A, /*„A3  |], 

<=o  \  f     f     f      ^ 

/Sl    /SS    /33     I 

die  Summe  auf  alle  Punkte 

ausgedehnt.  Diese  Formel  verlangt  jetzt  die  Knotenpunkte  des 
Flächensystems /"=  0  derart  zu  summiren, 

dass  alle  isolirten  Knotenpunkte  der  einzelnen  Flächen  des 
Systems  mit  +  \  oder  —  \  gezählt  werden,  je  nachdem  der  den 
Knotenpunkt  umgebende  Raum  positiv  oder  negativ  ist  mit 
Bezug  auf  die  betreffende  Fläche,  und  analog 

die  Knotenpunkte  mit  reellem  Tangentialkegel  mit  4- 1  oder 
—  I  für  die  Characteristik  zählen,  je  nachdem  der  entheilige 
oder  der  jsice/theilige  Raum,  welcher  die  Kegelfläche  umgiebt, 
positiv  oder  negativ  ist. 

Dieser  Unterschied  ist  aber  geometrisch  sofort  am  Flächen- 
system selbst  erkennbar,  da  nach  unserer  Annahme  für  alle 
Flächen  des  Systems  der  unendlich  ferne  Punkt  des  Raumes  im 
positiven  Gebiet  von  /"liegt. 

§11. 
Allgemeinere  Formolirnngen. 

Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  gegebenen  Ent- 
wickelungen  haben  uns  —  ich  beschränke  mich  in  der  Sprech- 
weise auf  die  Gebiete  von  zwei  und  drei  Dimensionen  —  für 
ebene  Curvensysteme  f(x,  y,  z]  =s  0  und  für  Flächensysteme 


r 
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f[Xj  y,  J3,  m;}  sss  0  je  mit  einem  Parameter  s  bez.  tv  in  unserem 
gewöhnlichen  Räume  jedesmal  zwei  Relationen  erkennen  las- 
sen, die  zwischen  den  »besonderen  Punkten«  dieser  Systeme 
bestehen.  Die  Auffassungsweise  dieser  Systeme  als  den  £nt- 
stehungsprocess  zwei-  und  dreidimensionaler  Mannigfaltigkelten 
schildernd,  macht  es  evident,  dass  irgend  anderen  als  den 
hier  zu  Grunde  gelegten  einfachsten  Entwickelungsarten  einer 
Mannigfaltigkeit  analoge  Relationen  entspringen  müssen,  dass 
also  die  Kier  abgeleiteten  Beziehungen,  ohne  einen  wesentlich 
neuen  Gedanken  auch  übertragbar  sind,  beispielsweise  für 
Curvensysleme  auf  beliebigen  Flächen,  für  Flächensysterae  in 
beliebig  gestalteten  dreidimensionalen  Räumen. 

Der  Umstand  weiter,  dass  die  Characteristik  unserer 
Mannigfaltigkeiten  in  gleiche)*  Weise  sich  für  »geschlossene«, 
wie  für  berandete  Gebiete  abwählen  lässt,  führt  zur  Aufstellung 
von  Relationen  für  Curvensysteme,  die  nicht  mehr  ein  geschlos- 
senes Ganze  bilden,  sondern  durch  gewisse  Randcurven  be- 
grenzt erscheinen*),  weiter  zu  Relationen  für  solche  Flächen- 
systeme, die,  in  einem  dreidimensionalen  Räume  gelegen,  jetzt 
auch  wieder  nur  bis  zu  gewissen  Grenzflächen  betrachtet  sein 
sollen. 

Auch  wird  man  sich,  geometrisch  wenigstens,  von  den  im 
Vorstehenden  eingeführten  Einschränkungen  über  die  Art  der 
» besonderen  «r  Punkte  in  unseren  Systemen  frei  zu  machen 
haben,  um  auf  die  allgemeineren  Formulirungen  im  Sinne  des 
L  Abschnittes  meiner  ersten  Miltbeilung  zu  gelangen. 

Ich  hoffe  im  Verfolg  der  Untersuchungen  auch  hierauf  ein- 
gehen zu  können. 


4}  Also  Relationen  von  der  in  A.  S.  I.  Abschnitt  I.  gegebenen  Art. 


SITZUNG  AM  8.  MÄRZ  1886. 

C.  Neamann,  lieber  eine  einfache  Methode  zur  Begründung 
des  Princips  der  virtuellen  Verrückungen.  *) 

Die  einer  gegebenen  Bedingung  : 
(^•)  /"(^i»  Vkj  ^ii   ^t^  y%^  ^«»  ••  •  ^n»  »m  «n)  —  ^ 

unterworfenen  n  Massen  punkte  wjx^,  ^4,^4),  »w,(a?„  y,,  5  J, .... 
m,i  (a?„,  y„,  ä^)  mögen  unter  dem  Einfluss  irgend  welcher  un- 
bekannter Kräfte  P^,  Pj,  ...  P„  im  Gleichgewicht  sein.  Es  sollen 
die  Eigenschaften  und  Formein  entwickelt  werden,  welche,  aus 
dieser  Annahme  des  Gleichgewichts,  für  jene  unbekannten 
Kräfte  sich  ergeben. 

Das  vorhandene  Gleichgewicht  wird  offenbar,  falls  man 
zur  Bedingung  (4 .)  noch  irgend  welche  neuen  Beschrankungen 
hinzutreten  lässt,  hierdurch  nicht  gestört  werden  [sondern  im 
Gegentheil  nur  noch  mehr  verstärkt  werden,  falls  ein  solcher 
Ausdruck  gestattet  ist].  So  z.  B.  wird  jenes  Gleichgewicht  be- 
stehen bleiben,  falls  man  die  (n  —  1)  Punkte  »w„  »w,,  . . .  m^  fest- 
hält, mithin  ihre  Goordinaten  als  unveränderlich  betrachtet, 
wodurch  alsdann  der  Punkt  m^  in  seiner  Beweglichkeit  auf  die- 
jenige bestimmte  Flache  Q  beschrankt  sein  wird;  welche  [jene 
Goordinaten  unveränderlich  gedacht]  durch  die  Gleichung  (1.) 
dargestellt  ist.  Alsdann  aber  reducirt  sich  die  ursprüngliche 
Sachlage  dahin,  dass  der  auf  Q  verschiebbare  Punkt  m^  unter 
dem  Einfluss  der  unbekannten  Kraft  P^  im  Gleichgewicht  sich 
befindet.  Hieraus  folgt,  dass  diese  Kraft  P^  zur  Fläche  Q  normal 
sein  muss,  dass  mithin  ihre  Componenten  X^,  y^,  Z^  Werthe  be- 
sitzen müssen  von  folgender  Gestalt : 


1)   Vorgetragen   und   zum  Drucke  überreicht  in  der  Sitzung  vom 
8.  Mttrz  1886. 
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^1  -  ^4  5^  , 

wo  l^  eioen  noch  unbekannten  Factor  vorstellt. 

Analoges  wird  offenbar  in  analoger  Weise  für  die  übrigen 
Kräfte  P^,  Pj,  . . .  Pn  respective  für  deren  Componente  X^,  7,,  Z^, 

.Y„  Fj,  Zj, X^,  y„,  Z^  sicii  ergeben,  sodass  man  also  zu 

folgenden  3  n  Formeln  gelangt : 

(2.)  F/j  Ä  Ay^^  ,     Ä  =s  1,  2,  3,  . . .  n  , 

wo  i,,  A,,  ...  Au  noch  unbekannte  Factoren  vorstellen. 

Nachdem  durch  die  Formeln  (2.)  die  Richtungen  der  un- 
bekannten Kräfte  P^,  P^,  ...  P^  ermittelt  sind,  handelt  es  sich 
nun  weiter  um  die  Untersuchung  ihrer  Intensitäten^  oder  (was 
dasselbe  ist)  um  die  Untersuchung  der  unbekannten  Factoren 
A|,  ^}  • . .  An-  Um  hierauf  näher  einzugehen,  greifen  wir  zurück 
zur  ursprünglichen  Sachlage,  welche  darin  besteht,  dass  die  der 
Bedingung  (4.)  unterworfenen  Punkte  m^,  97?,,  ...  m^  unter  dem 
Einfluss  der  Kräfte  P,,  P^,  ...  P„  im  Gleichgewicht  sind.  Dieses 
Gleidigewicht  wird  bestehen  bleiben,  falls  man  die  (n  —  8) 
Punkte  m,,  w^,  .. .  m„  räumlich  fixirt^  überdies  aber  die  beiden 
Punkte  m,  und  m,,  in  ihrer  Beweglichkeit,  auf  zwei  feste  gerad- 
linige Geleise  m^G^  und  m,G,  beschränkt,  welche  einander 
parallel  sein  mögen,  und  deren  gemeinschaftliche  Richtungs- 
cosmus mit  a,  /?,  y  bezeichnet  sein  sollen.  Alsdann  werden  die 
Punkte  m^  und  m,,  in  Folge  der  Bedingung  (1.),  längs  dieser 
Geleise  nur  in  solcher  Weise  sich  bewegen  können ,  dass  ihre 
gleichzeitig  durchlaufenen  Wegelemente  ds^  und  ds^  zu  ein- 
ander in  der  Beziehung  stehen : 
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Und  diese  simultanen  Wegelemente  ös^,  ös^  werden  daher  ein- 
ander gleich  sein,  sobald  man  die  a,  ß,  y  der  Relation  uoter- 
wirft : 

Solches  festgesetzt;  sind  also  die  Punkte  m^  und  m^  längs 
xhvQT  parallelen  Geleise  G^  und  G,  nur  um  gleichviel  verschieb- 
bar, also  nur  der  Art  beweglich,  dass  ihr  gegenseitiger  Abstand 
constant  bleibt.  Demgemäss  erleidet  diese  Beweglichkeit  der 
beiden  Punkte  keinerlei  Hemmung  oder  Beeinträchtigung,  falls 
man  die  beiden  Punkte  durch  eine  starre  Linie  L  miteinander 
verbindet. 

Solches  aber  ausgeführt  gedacht,  redueirt  sich  jetzt  die 
ursprüngliche  Sachlage  dahin,  dass  die  starre  Linie  L,  deren 
Endpunkte  m^  und  w,  auf  den  parallelen  festen  Geleisen  G^  und 
G,  verschiebbar  sind,  unter  Einwirkung  der  ihre  Endpunkte 
sollicitirenden  Kräfte  P^  und  Pj  im  Gleichgewicht  ist.  Hieraus 
folgt  sofort,  dass  die  Summe  der  diesen  Geleisen  entsprechenden 
Componenten  von  P^  und  P,  gleich  Null  sein  muss.  Man  erhülf 
also  die  Formel : 

P^  cos  (Pj,  G^)  4-  Pj  cos  (P„  G,)  =  0  . 
Diese  Formel  aber  kann  man  auch  so  schreiben : 

(A>  +  Y,ß  +  Z,y\  +  (A>  +  \\ß  +  Z^y)  =  0  , 
oder  mit  Rücksicht  auf  (2.)  auch  so: 

oder,  weil  a,  ß,  y  der  Relation  (3.)  unterworfen  worden  sind, 
auch  so: 

A|    ^"^    Aa  • 

In  analoger  Weise  wird  sich  offenbar  ergeben  X^  =£  A3, 
ferner  X^  «  A^,  u.  s.  w.,  mithin  allgemein: 

(4.)  Aj  ==  Aj  =  ij  =  ...  =  ;.„ . 

Bezeichnet  man  aber  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser 
n  Grössen  kurzweg  mit  l  (ohne  Index) ,  so  gelangt  man  auf 
Grund  der  Formeln  (2.)  zu  folgendem  Resultat: 
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Tkaorem.  —  Befhulen  sich  die  einer  gegebenen  Bedingung 

fi^ii  Vv  ^v    ^4)  Vi»  ^«7  •  •  •  ^ni  Vm  ^n)  =  0 

unterworfenen  n  Massenpunkte  m^  (ar/j,  y^,  ä^)  unter  dem  Einfluss 
irgend  welcher  Kräfte  P^i^hi  ^A?  ^h)  ^^  Gleichgewicht,  so 
müssen  diese  Krüfte  nothwendiger  Weise  WerOie  besitzen  von 
folgender  Gestalt: 


(5.)  *Ä  =  ^^'     Ä  =  4,2,  3,  ...n, 


h 


^' 


wo  X  einen  unbekannten  Factor  vorstellt. 

Dabei  ist  hinzuzufügen,  dass  dieser  unbekannte  Factor  l 
keinen  bestimmten  Werth  zu  haben  braucht,  sondern  im  Gegentheil 
jeden  beliebigen  Werth  besitzen  darf. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  letzten  Behauptung  darzuthun, 
werden  wir  offenbar  nur  zu  zeigen  brauchen,  dass  irgend  eine 
von  den  Kräften  P^,  P„  ...  P^,  z.  B.  P^  von  beliebiger  Stärke 
sein  kann. 

Zu  diesem  Zweck  wollen  wir  die  (n— 1)  Punkte  m^jW,,  ...m^ 
von  Neuem  festhalten ;  sodass  also  der  Punkt  m^  nur  noch  ver- 
schiebbar ist  längs  der  (früher  besprochenen)  Fläche  Q.  Als- 
dann wird  offenbar  dieser  Punkt  m^  im  Gleichgewicht  sein  unter 
dem  Einfluss  einer  beliebig  starken  Kraft  P^,  falls  nur  dieselbe 
normal  ist  zur  Fläche  Q,  Denken  wir  uns  nun  aber  eine  solche 
Normalkraft  P^,  von  beliebiger  Stärke,  auf  m^  wirklich  einwir- 
kend, und  bezeichnen  wir  die  dabei  zum  Festhalten  der  (n  —  1) 
Punkte  m^,  m,,  ...  m^  erforderlichen  Kräfte  mit  P^,  P,,  ...  P^, 
so  haben  wir  im  Ganzen  n  Kräfte,  die  zusammengenommen 
das  Punktsystem  im  Gleichgewicht  halten,  und  von  denen  die 
erste  (nämlich  PJ  ihrer  Stärke  nach  beliebig  gewählt  war.  — 
Q.  e.  d. 

Wie  man  schliesslich  zu  verfahren  hat,  um  vom  Satze  (5.) 
aus  zum  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  zu  ge- 
langen, soll  hier  nicht  weiter  dargelegt  werden. 
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Bemerkimg«  -*  SolUe  man  es  als  einen  Uebelstand  empfinden, 
dass  bei  Anwendung  der  festen  parallelen  Geleise  G,,  G,  der  gegen- 
seitige  Abstand  der  beiden  Punkte  m^,  m^  nur  im  ersten  Augenblick 
der  eintretenden  Bewegung  constant  bleibt,  so  kann  man  diesen  Uebel— 
stand  leicht  dadurch  vermeiden,  dass  man  an  Stelle  jener  Geleise  G^, 
Gj  zwei  feste  Curven  Ci,  Cj  in  Anwendung  bringt.  Diese  Curven  C^, 
r,  lassen  sich  alsdann  leicht  der  Art  festsetzen,  dass  die  Itfngs  der- 
selben verschiebbaren  und  überdies  der  Bedingung  (i)  unterworfenen 
Punkte  m^,  m^  einen  gegenseitigen  Abstand  besitzen,  der  fortdauernd 
constant  bleibt. 

Man  gelangt  in  solcher  Weise  ebenfalls  zum  Satze  (5.),  nur  auf 
etwas  umständlichcrem  Wege. 

Schliesslich  mag  noch  auf  einige  Sätze  von  sehr  specieller 
Natur  aufmerksam  gemacht  werden,  die  aber  durch  tiber- 
raschende  Einfachheit  sich  auszeichnen.   Dieselben  lauten: 

Erster  Satz.  Sind  drei  Punkte  m^,  iw,,  wi,  der  Bedingung 
unterworfen,  dass  der  Flächeninhalt  des  von  ihnen  gebildeten 
Dreiecks  constant  bleiben  soll,  und  befinden  sich  diese  Punkte 
unter  dem  Einfluss  irgend  welcher  Kräfte  P,,  P,,  P^  im  Gleich-- 
gewicht,  so  werden  P^,  P^,  P,  in  die  Ebene  des  genannten  Drei-- 
ecks  fallen,  ferner  senkrecht  stehen  su  den  gegenüberliegenden 
Seiten  des  Dreiecks,  und  mit  diesen  Seiten  proportional  sein. 

Zweiter  Satz.  Sind  vier  Punkte  m^,  m^,  m,,  m^  der  Bedin^ 
gung  unterworfen,  dass  das  Volumen  des  von  ihnen  gebildeten 
Tetraeders  constant  bleiben  soll,  und  befinden  sich  diese  Puixkte 
unter  dem  Einfluss  irgend  welcher  Kräfte  P,,  P„  P,,  P^  im 
Gleichgewicht,  so  werden  P^,  P„  Pj,  P^  senkrecht  stehen  su 
den  gegenüberliegenden  Tetraederflächen  und  mit. diesen  Flächen 
proportional  sein. 

Leipzig,  16.  Januar  !886. 


C.  Nenmann,  lieber  gewisse  particulare  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung  JF  ==  F,  insbesondere  über  die  Entwickelung 
dieser  particularen  Integrale  nach  Kugelf unctionen.  *) 

Die  partielle  Differentialgleichung  JF  =  F  oder  (ausführ- 
licher geschrieben) : 

^  •'  öx«  "*"  dy*  ■*■  ö;j*  ""  ^ 

wird  bekanntlich  erfüllt,  wenn  man  für  F  einen  der  vier  Aus- 
drücke substituirt  : 

und  dabei  unter  R  den  Abstand  des  Punktes  (o;,  y,  js)  von  irgend 
einem  festen  Punkte  (cc^,  y^,  jsj  versteht. 
Setzt  man  nun : 

(X  =  r  cos  oi  =  '"A*  >  f  ^4  =*  ^4> 

y  3=  r  sin  Cd  cos  9  a=s  r  Vi  —  iu*  cos  9> ,   und  :   i  y^  sa  0  ^ 
J5  s=  r  sin  w  sin  rp  =  r  yi  —  jti*  sin  y ,  ( j5^  =  0  ^ 

so  nimmt  die  Differentialgleichung  {\  •)  die  Gestalt  an : 

(*•)  ^  r  "5?)  "*"  s;;^  ((^ ""  '*  ^  v)  -^  ^n^»  V  =  '^' 

während  gleichzeitig  A  den  Werth  haben  wird : 
.  (5.)  R  =  Vr«  +  r^*  —  2rr^iiA  . 

Denkt  man  sich  aber  diesen  Werth  von  jR  in  (2.)  substituirt,  so 


1)  Vorgetragen  und  zum  Druck    überreicht  in  der  Sitzung  vom 
8.  März  1886. 
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werden  jene  Ausdrücke  u,  v,  U,  V  abhängig  sein  von  r,  r^,  /£, 
und  im  Allgemeinen  entwickelbar  sein  nach  den  Kugelfunctio- 
nen  Pn{ff^)]  so  dass  man  z.  B.  erhält: 

U=2^U„P„(fi), 

t»BO 

6. 

WO  die  Um  Vn  nur  noch  Functionen  von  r,  i\  sind.  Tl'?V  stellen 
uns  die  Aufgabe,  diese  Entwickelungen  (6.)  wirklich  zu  finden^ 
d,  Ä.  die  soeben  genannten  Functionen  Un,  r„  wirklich  zu  be- 
rechnen. 

Man  kann  zuvörderst  die  Ausdrücke  U^  V,  (2)  folgender- 
massen  schreiben : 


•   •  •  • 


4.2.3  4.2.3.4.5 


R         1.2         4.2.3.4 


•  •  •  • 


Hieraus  folgt,  dass  ü  für  alle  Werthe  von  A,  mithin  auch  für 
alle  Werthe  von  /i  stetig  ist,  dass  mithin  eine  convergente  Ent- 
Wickelung  von  der  in  (6.)  genannten  Art  für  die  Function  U 
unter  allen  Umständen  existiren  muss. 

Die  Function  K  hingegen  wird,  zufolge  (7.),  unendlich  gross^ 
sobald  R  verschwindet,  und  wird  daher  durch  eine  convergente 
Entwickelung  von  der  in  (6.)  genannten  Art  nur  dann  darstellbar 
sein,  wenn  ihr  Argument  A,  in  Folge  verschiedener  Werthe  von 
r  und  r^,  zu  verschwinden  ausser  Stande  ist  trotz  des  beliebig 
variirenden  /t.  Wir  werden  daher,  was  speciell  die  Entwicke- 
lung von  7  [nach  den  Pn  (/<)]  betrifft,  stets  voraussetzen  müssen, 
dass  r  und  r^  von  einander  verschieden  sind.  Um  diese  Ver- 
schiedenheit in  der  Vorstellung  zu  fixiren,  mag  dieselbe  dahin 
formulirt  werden,  dass  r  <  r^  sein  soll. 

Von  den  beiden  Entwickelungen  (6.)  wird  alsdann  also 

f  die  erste  für  beliebige  Werthe  von  r,  r^. 
\  hingegen  die  zweite  für  r  <  7\ 

auszuführen  sein. 
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Die  Function  V  ist,  wie  schon  erwähnt,  ein  Integral  der 
Gleichung  (4.),  oder,  was  dasselbe,  ein  Integral  der  Gleichung 
(4.).  Demgemäss  kann  man  den  in  (6.)  angegebenen  Werth 
von  U  in  4.)  sufostituiren.  Die  in  solcher  Weise  sich  ergebende 
Formel : 

n  ^  OD 


nsO 


kann,  weil  ^\[\  -  ^u*)  ^^^)  bekanntlich  =  -  n(n  4- 1)  P„  (f/) 
ist,  auch  so  geschrieben  werden  : 


n  =s  00 


2  {j?r  ('•*ir)  -  [r»  +  n(n  +  <)]  U\  P„(,0  =  0, 
und  fuhrt  daher  zu  dem  Resultat,  dass 

ist.  Analoges  ergiebt  sich  fUr  Y  respective  Fn ;  sodass  man  also, 
mit  Rücksicht  auf  (8.),  zu  folgendem  Satz  gelangt. 

M  ^ 

(9.)  ft  z=z  Vr«+  r^*  —  Slrr.^e, 

und  denkt  man  sich  die  Ausdrücke 


•     •    t     • 


2Ä  ^  ^  •    4  .«.8  4  .  J.8.4.5 

entwickelt  nach  den  P„  (^i) : 

n  «  30 
t/^  =S^ C/ie Pn  (/O  >       [''  ^^'^^  ^4  b^li^big] , 

n  as  00 

r  =^  Fn  P„  C")  ,        [r  <  r,] , 

n  s  0 

SO  wei^den  die  hier  auftretenden  Coefficienten  l/„,  F„  Functionen 
von  r,  Tj  5e/n ,  welche  die  Gleichung  erfüllen : 
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und  welche  daher  ^  weil  R  in  Bezug  auf  ?•,  r^  symmetrisch  ?>/, 
auch  folgender  Gleichung  Genüge  leisten  : 

<*^«-)  ^(''*'^  -  [r.«  +  «(n  +  1)]F=  0. 

Die  beiden  particularen  Integrale  der  Gleichung  (12.)  sind, 
wie  sich  leicht  ergiebt,  dargestellt  durch  folgende  Potenz— 
reihen  : 

@,.  [r]  =  r»'  i\  + H ^ h  H h 

'*'"^  '  "r«+'\         2(2fi  -1)"*"2.4(2n- 4)  (2n-8)       "*  /  ' 

und  demgemäss  werden  jene  der  Gleichung  (42.)  genügenden 
Functionen  f/i„  F„  Werthe  haben  von  folgender  Form : 

Un  =  i4n©n(r)  +  2?«  X„  (r)  , 
^     ^^  r«=  C„@„[r)  4-D,.3:n(r), 

wo  -4„,  jB„,  C„,  D„  nur  noch  von  ?\  abhängen.  Da  nun  (/,  T, 
mithin  [nach  (4  4.)]  ^^^^  ^*m  ^^  ftlr  r  s  0  endlich  bleiben,  und 
folglich  Xn  (7*)  in  den  Ausdrücken  (44.)  nicht  vorkommen  darf, 
so  müssen  jO,,,  D,,  Null  sein.  Hierdurch  reduciren  sich  die  For- 
meln (44.)  auf: 

Un  =  An  @„  (r) , 

Nun  weissen  wir  aber,  dass  t/i,,  T,,  auch  der  Differential- 
gleichung (42a.)  Genüge  leisten.  Hieraus  folgt,  dass  die  in  (45.) 
vorhandenen,  von  r^  abhängenden  Factoren  A^  Cn  in  linearer 
Weise  ausdrückbar  sind  durch  die  beiden  particularen  Integrale 
jener  Differentialgleichung,  d.  i.  durch  @„  (7\)  und  X„(rJ.  Wir 
erhalten  somit  : 

Uu  =  [an  @n  (r J  4-  ßu  X,.  (r,)]  @.  (r)  , 
(^^•)  r„  =  [y„©„  (rj  4-  (J„X„  (rj]  ©„  (r)  , 

wo  an,  ßm  y«)  ^«  Constanten  sind. 

Um  diese  Constanten  zu  bestimmen,  bemerken  wir  zuvör- 
derst, dass  (7  (40.)  für  alle  Werthe  von  r  und  r^  endlich  und 
5/6^/9  bleibt,  dass  mithin,  zufolge  (4  4.),  Gleiches  auch  gelten 
muss  von  sämmtlichen  Un*  Demgemäss  kann  die  für  r^  =  0 
ins  Unendliche  aufspringende  Function  %n  (rj  im  Werthe  von 
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Un  nicht  vorkommeo.  Folglich  muss  die  in  (16.)  auftretende 
CoDStante  ßn  Ntdl  sein  : 

(17.)  /?n   =   0. 

Eine  ähnliche  Schlussweise  ist  bei  den  Functionen  V»  nicht 
anwendbar;  denn  die  zweite  der  Formeln  (1 1 .)  unteriiegt  der 
Voraussetzung  }\  >  r,  und  ist  also  unbrauchbar  ftlr  r,  =  0. 
Um  nun  trotzdem  über  diese  Functionen  V^,  insbesondere  über 
die  in  denselben  enthaltenen  Constanten  y„ ,  ön  näheren  Auf- 
schluss  zu  gewinnen,  substituiren  wir  in  der  zweiten  Formel 
(4  4.)  für  Fden  Werth  (40.)  und  für  V,,  den  Werth  (46.),  und 
erhalten  in  solcher  Weise : 

(vorausgesetzt  r  <,r^\. 

Diese  Formel  bleibt  oflFenbar  in  Kraft,  wenn  man  r  und  r^ 
respective  mit  Xr  und  ).i\  vertauscht,  und  dabei  unter  X  einen 
beliebigen  positiven  Factor  versteht.  Alsdann  aber  treten  linker 
Hand  [vgl.  (9.)]  folgende  Potenzen  von  k  auf: 

;-4  l  3  3  5  5 

während  rechter  Hand  [vgl.  (43.)]  in  den  Produclen  ©n(''i)©«('') 
und  Xn  (^4)  ©n  (^)  folgende  Potenzen  von  l  enthalten  sein  werden : 

in  ©„  (r  J  @„  (r) :    A«",     A*^*«,     A«'»-^*,  ... 
in  X„(rJ@„(r):    A'S    A,      P,     AS  .  .  . 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  das  Product  S„  (rj)  2„  (r)  in  der  For- 
mel (f.)  nicht  vorkommen  darf,  dass  also  /„  nothwendig  a=  0  ist : 

(48.:  y«  =  0. 

Substituirt  man  jetzt  in  (4  4.)  die  Werthe  (46.),  so  ergiebt 
sich  mit  Rücksicht  auf  (47.),  (48.) : 

U  =^a„  ©,.  (r)  @,  (r,)  P„  (,t) ,     [r  und  r,  beliebig] , 

n=0 

19.) 

WO  die  a„,  d„  noch  unbekannte  Constanten  sind. 
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Um  die  an  zu  bestimmen,  betrachten  wir  den  Specicdfall : 
r  ^s^r^.  Alsdann  wird  nach  (9.):  Ä*  »  r*  (2  —  2  jw),  also 
nach  (4  0) : 

sodass  also  in  diesem  Fall  die  er^ie  der  Formeln  (19.)  die  Ge- 
stalt annimmt: 

n  SS  0  n  s  0 

Denkt  man  sich  hier  beide  Seiten  geordnet  nach  Voienztn  von  y.^ 
so  wird  das  mit  ^C^  behaftete  Glied  auf  der  IMien  Seite  die  Ge- 
stalt haben : 

^*    [77(2n+4)  ^*  -*-«ir  -f-         j, 

wahrend  gleichzeitig  das  mit  [n^  behaftete  Glied  rechter  Hand 
folgendermassen  lauten  wird : 

^    L  »*  «»»izain)  ^      -t- «jr  -t-  «>  r  -t-         j, 

wie  sich  solches  leicht  ergiebt,  falls  man  nur  Gebrauch  macht 
von  der  bekannten  Formel: 

Dabei  sind  unter  21,  21',  . . . ,  ®,  ©',  . . . ,  S,  ß',  . . .  Constanten 
zu  verstehen,  auf  deren  Werthe  es  nicht  weiter  ankommt.  Da 
nun  die  genannten  Glieder  einander  gleich  sein  müssen,  so  er- 
giebt  sich,  falls  man  in  denselben  die  Coefficienten  von  r^"  mit 
einander  vergleicht,  die  Formel : 

und  hieraus  folgt  sofort: 

^^"•J  ^"         2n+i    \i7(2n)/  ' 

Um  ferner  die  dn  zu  finden,  vertauschen  wir  in  der  zweiten 
Formel  (19.)  die  Argumente  r,  r,  mit  Ar,  Ar^,  wo  X  wiederum 
einen  beliebigen  positiven  Factor  vorstellen  soll,  und  erhalten  in 
solcher  Weise  mit  Rücksicht  auf  (40) : 
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Hier  hat  alsdann  R  genau  dieselbe  Bedeutung  wie  bisher : 

Nach  (43.)  ist  aber: 

'y.)  S,  (Ar)  %,  (Ar,)  =  |  -Tl,  (<  +  gA*  +  %'X*  +..•), 

WO  5j  5'j  •••  gewisse  Functionen  von  r,  r^  sind,  auf  deren 
Werthe  es  nicht  weiter  ankommt.  Da  nun  die  Formel  (a.)  gültig 
sein  soll  für  beliebige  Werthe  des  positiven  Factors  X^  so  müssen 

daselbst  die  Coöfficienten  von  y  ^^^  beiden  Seiten  einander 

gleich  sein.    Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (/.) : 

n  SB  0  * 

Nun  hat  aber  R  die  in  [ß,)  angegebene  Bedeutung;  sodass  also 
nach  der  bekannten  Laplace^schen  Entwickelung  die  Formel  statt- 
findet : 

Aus  den  beiden  letzten  Formeln  {d.]j  {s.)  ersieht  man  jetzt  so- 
fort, dass  die  Constanten  d^  sämmtlich  =  4  sind : 

(21.)  cJn  =  ^  . 

Die  Formeln  (49.)  führen  daher,  mit  Rücksicht  auf  (20.), 
^24.),  zu  folgendem  Resultate. 

Setzt  man 
(22.)  R  =  Vr^^-r^«-  Slrr^^tt , 

Mnd  ferner : 

7—  J_  {0R  jL.  e-^\  «  --  -I-  — —  -I-        ^ 


^    ,  j,  ».       .  Ä*      .  Ä* 


• . 


•••7 


*o  ^e/t^i  für  diese  Ausdrücke  U,  V  folgende  nach  den  Pn  (ju) 
fortschreitende  Entwickelungen : 

Xftth.-pbys.  Classe  1886.  5 
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n  B  0 

(24.1 

F=^  ®„(r)X„K)P„(iu),     [r<rj, 

WO  ©,j,  Xn  cf/e  in  (13.)  angegebenen  Functionen  vorstellen. 

Und  zwar  ist  die  erste  der  Entwichelungen  (24.)  gans  all- 
gemein gültig,  für  beliebige  Werihe  von  r  und  r^ ;  hingegen 
die  zweite  nur  dann  gültig^  wenn  r  <  r^  ist. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt ,  dass  die  hier  [in  (23.)]  an- 
gegebenen Ausdrücke  U  und  V  respective  mit  ©^  [R)  und  Xo  W 
identisch  sind.  Man  erkennt  solches  direct  durch  Yergleichung 
der  Formeln  (23.)  und  (13.).  Andererseits  aber  kann  man  zu 
den  genannlen  Identit^iten  auch  dadurch  gelangen,  dass  man 
die  Formeln  (24.)  auf  den  speciellen  Fall :  r  =  0  in  Anwendung 
bringt. 


Friedrich  Engel,  Zur  Theorie  dei*  Zusammensetzung  der 
endlichen  continuirlichen  Transformationsgrup'pen .  (Vorgelegt 
von  A.  Mayer.) 

Bei  verschiedenen  Gelegenheiten  hat  Lie  daraufhingewie- 
sen, dass  zwischen  der  Invariantentheorie  und  der  Theorie  der 
Transformationsgruppen  ein  sehr  enger  Zusammenhang  besteht. 
In  der  That  führen  die  Lie'schen  Untersuchungen  tlber  Trans- 
iormationsgruppen  auf  eine  ganze  Reihe  von  Problemen,  zu 
deren  Behandlung  die  Invariantentheorie  wie  geschaffen  er- 
scheint. 

Das  Folgende  ist  ein  Versuch ,  in  der  angedeuteten  Rich- 
tung einen  Anfang  zu  machen  und  die  beiden  genannten  Ge- 
biete wirklich  in  Verbindung  mit  einander  zu  bringen.  Es  han- 
delt sich  dabei  um  das  Problem,  alle  Zusammensetzungen  von 
r-gliedrigen  Transformationsgruppen  zu  bestimmen.  Dasselbe 
ist  namentlich  für  die  Integrationstheorie  von  hervorragender 
Wichtigkeit,  denn  bei  allen  Integrationsproblemen  mit  bekann- 
ten Transformationsgruppen  hängt  die  Zahl  und  die  Ordnung 
der  niedrigsten  Resolventen  nur  von  der  Zusammensetzung  der 
betreffenden  Gruppe  ab.  Es  ist  diess  ein  Umstand,  welchen  Lie 
schon  öfters  hervorgehoben  hat. 

Vom  invariantentheoretischen  Standpunkte  aus  kommt  nun 
das  genannte  Problem  darauf  hinaus,  eine  gewisse  trilineare 
Form  zu  untersuchen,  von  welcher  gewisse  Covarianten  iden- 
tisch verschwinden.  Wir  werden  zunächst  die  betreffende  Form 
aufstellen.  Die  blosse  Retrachtung  und  Interpretation  derselben 
wird  uns  eine  ganze  Reihe  von  neuen  Gesichtspunkten  liefern, 
ledenfalls  scheint  die  hiermit  angedeutete  Untersuchungsrich- 
tong  zahlreiche  und  wichtige  Ergebnisse  zu  versprechen. 

6* 


84  Friedrich  Engel, 

§<• 

Erklärungen.    Aufstellung  des  Probleme. 

Die  Zusammensetzung  der  r-gliedrigen  Gruppe  X^f  . . .  X^f 
ist  durch  die  Constanten  c^j^g  bestimmt,  welche  in  den  bekann- 
ten Gleichungen 

(I )       (.y,Xä)  =  x,(Xk  in)  -  Xk(Xi (/•))  =^  cas Xsf 

auftreten.  Diese  Constanten  genügen  den  Bedingungen 

(2)  cas  -»-  Okis  ==  0 

und  ausserdem  den  Relationen 

r 

(/,  A,  y,  5  =  1  .  .  .  r)  , 
welche  aus  der  Jacobi 'sehen  Identität 
(4)  ((X..  Xft)  X,.)  +  ((Afc  X,.)  X,)  +  ( (X,.  X,)  Xi^)  =  0 

folgen.  Hat  man  umgekehrt  ein  System  von  Constanten  c^^^y 
welches  den  Bedingungen  {%)  und  (3)  genügt,  so  giebt  es  immer 
r-giiedrige  Gruppen  von  der  betreffenden  Zusammensetzung 
[vgl.  Lie,  Math.  Ann.  XXV,  S.  94). 

Das  System  der  Constanten  c,;^,  wird  im  Allgemeinen  ein 
anderes,  wenn  man  die  infinitesimalen  Transformationen  X^f,,. 
X^/*  durch  irgend  r  andere  unabhängige  Transformationen  der 
Gruppe  ersetzt,  wenn  man  also  die  Xf  linear  transformirt.  Zwei 
Systeme  von  cu^si  ^*6l<^be  auf  diese  Weise  in  einander  über- 
geführt werden  kennen,  bestimmen  natürlich  dieselbe  Zusam- 
mensetzung. Die  Aufgabe,  alle  möglichen  Zusammensetzungen 
von  r-gliedrigen  Gruppen  zu  finden,  kommt  daher  auf  die  Be- 
stimmung aller  Systeme  von  c^^g  hinaus,  welche  nicht  durch 
lineare  Transformation  der  Xf  aus  einander  hergeleitet  werden 
können. 

Wir  interpretiren  nun,  wie  es  Lie  gewöhnlich  thut,  die 
oo^' *  infinitesimalen  Transformationen  ^Xj^Xj^f  unserer  r- 
gliedrigen  Gruppe  als  Punkte  eines  (r  — 4]  fach  ausgedehnten 
Raumes  Ry-i-    ^^^  Grössen  X  haben  wir  dabei  als  homogene 


ZuSAMMEKSETZUJfG  DBB  GRUPPEN.  8& 

PankicoordiDaten  aufzufassen,  während  die  Xf  die  Rolle  von 
homogenen  Ebenencoordinaten  spielen.  Dass  SXj^Xj^f  Symbol 
einer  infinitesimalen  Tranfiformalion  ist,  können  wir  nunmehr 
auch  so  aussprechen:  ^JLjj.  A'j^/*3s  0  ist  in  Ebeneneoordinaten 
die  Gleichung  des  Punktes  k^  :  . . .  :  X^,  welcher  geometrisch 
die  betreffende  Transformation  darstellt. 

Aus  irgend  zwei  infinitesimalen  Transformationen  2k^  Xj 
und  3/Uj^  Xj^f  ergiebt  sich  durch  Combination  eine  neue  infini- 
tesimale Transformalion  der  Gruppe,  nämlich : 

1  ...r 
(2Xi  Xi,  2fif,  Xk)  =^A,7/jfe  (Xi  .Yjk)  . 

ik 

Geometrisch  hat  diess  den  Sinn,  dass  fTgend  zwei  Punkte  unseres 
(r  —  4  ]  fachen  Raumes  nach  einem  s;evvissen  Gesetze  mit  ein- 
ander multiplicirl  werden  und  als  Product  einen  dritten  Punkt 
des  Raumes  liefern.  Sind  zwei  infinitesimale  Transformationen 
mit  einander  verlauschbar,  so  wird  das  Product  der  entsprechen- 
den Punkte  ein  unbestimmter  Punkt, 

Die  Punkte  des  Raumes  Rr^^  stellen  also  die  infinitesima- 
len Transformationen  und  insofern  auch  die  eingliedrigen  Unter- 
gruppen unserer  7'-gliedrigen  Gruppe  dar..  Die  q- gliedrigen 
Untergruppen  werden  durch  gewisse  lineare  [g—j)  fache  Mannig- 
faltigkeiten, J/^.4,  dargestellt.    Eine  derartige  Mq^^  hat  die 
Eigenschaft,  dass  zwei  ihrer  Punkte  mit  einander  muUiplicirt 
immer  einen  der  Mg^^  angehörigen  Punkt  liefern.   Insbesondere 
kann  der  Fall  eintreten,  dass  jeder  Punkt  einer  Mg^^  auch  noch 
mit  jedem  Punkte  des  ganzen  Raumes  muUiplicirt  einen  Punkt 
ergiebt,  welcher  in  der  Mg^^  liegt.  Jede  Mg^^  von  dieser  Be- 
schaflTenheit  stellt  eine  f-gliedrige  invariante  Unterginippe  dar. 
Diese  geometrischen  Betrachtungen  rühren  von  Lie  her. 
indem  wir  daran  gehen,  dieselben  analyUsch  zu  formuliren, 
wollen  wir  noch  festsetzen,  dass  die  Punkteoordinateu  unseres 
Är-4  ^'^^  J®*^^  ab  CC|  . . .  cc^  heissen  sollen,  die  Ebeneneoordina- 
ten:  u^  . . .  t/f. . 

Es  seien  [x^  .  . .  o?,,)  und  (^4  . . .  t/r)  zwei  Punkte  des  Rau- 
mes und  also 

r  r 

J^i  Xf  Ui ,     ^k  Vk  »k 


86  Friedrich  Engel, 

bezüglich  ihre  Symbole.  Das  Product  dieser  beiden  Punkte  ist 
ein  Punkt,  dessen  Symbol  geradezu  durch  Multiplication  der 
beiden  Symbole  2x^u^,  ^Vk^k  ««^halten  wird.  Die  Grössen 
u^  ...  Uf.  verhalten  sich  bei  dieser  Multiplication  wie  complexe 
Einheiten,  deren  Producte  sich  vermöge  der  Gleichungen 

r 

linear  durch  die  ursprünglichen  Einheiten  ausdrücken.   Kurz, 

das  Symbol  des  Productes  der  Punkte  [x]  und  [xj]  ist  die  Iri- 

Hneare  Form  : 

\  ...r 

(^)  P^'^Ciks^iyk^^s- 

iks 

Anders  ausgesprochen :  F  ä  0  ist  die  Gleichung  des  betreffen- 
den Punktes  in  Ebenencoordinaten. 

Die  Form  Fist  es  nun,  aufweiche  es  uns  hier  ankommt. 
Jede  solche  Form,  für  deren  Coefficienten  c^j^g  die  Bedingungen 
(2)  und  (3)  erfüllt  sind,  deßnirt  eine  Zusammensetzung.  Zwei 
verschiedene  Formen  F  deßniren  dieselbe  Zusammensetzung, 
wenn  die  eine  in  die  andere  durch  lineare  Transformation  der 
Veränderlichen  x,  y,  u  übergeführt  werden  kann. 

Die  ganze  Aufgabe  ist  somit  auf  die  invariantentheoretische 
Untersuchung  der  Form  F  zurtickgeführt.  Die  Veränderlichen 
Xf  y  und  u  bedeuten  dabei  homogene  Punkt-  bezüglich  Ebenen- 
coordinaten eines  und  desselben  (r  —  1)  fachen  Raumes. 

Für  die  Bedingungen  [2)  und  (3)  ergiebt  sich  nunmehr  ein 
sehr  einfacher  Ausdruck. 

Die  Relationen  (2)  können  nämlich  durch  die  Forderung 
ersetzt  werden,  dass  die  Covariante 

1  ...r 
iks 

der  Form  F  identisch  verschwinden  soll.  Andererseits  zieht  das 
identische  Verschwinden  der  Covariante 

1  . . .  r 

(7)  ^(^ikjs^iyk^j^^s 

i  kj  s 

das  Bestehen  der  Gleichungen  ^3)  und  also  der  Jacob i'schen 


r 
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Identität  f4)  nach  sieb.    Dass  (7)  wirklich  eine  Covariante  vod 
¥  ist,  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  einsehen. 

Rein  invariantentheoretisch  können  wir  somit  unser  Pro- 
blem folgendermassen  aussprechen : 

£!s  soll  das  volle  System  von  Invarianten  und  Covarianten 
der  Form  F  aufgestellt  werden  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
beiden  Covarianten  (6)  und  (7)  identisch  verschwinden. 

Das  Verschwinden  der  Covariante  (6]  sagt  aus,  dass  die  x 
und  y  in  Fnur  in  den  Verbindungen  ar,yjt  —  ^kVi  vorkommen, 
dass  i^ir  es  also  im  Grunde  nur  mit  einer  bilinearen  Form  zu 
thun  haben,  welche  ein  System  Linien-  und  ein  System  Ebenen- 
coordinaten  enthält. 

Aus  dem  Verschwinden  von  (7)  lässt  sich  schliessen,  dass 
die  drei  Punkte,  welche  durch  die  symbolischen  Producte 
((xi/)  s),  {{yz)x)j  {[zx]  y)  dargestellt  w^erden,  auf  einer  geraden 
Linie  liegen. 

Im  Folgenden  wird  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Covarian- 
ten (6)  und  (7)  identisch  verschwinden. 

§  2- 
Interpretation  der  auftretenden  Form. 

Setzen  wnr  die  Form 

4  ...r 

iks 

gleich  Null,  so  wird  jedem  Punkte  [z^,, .  z^)  unseres  R^^^  eine 
Collineation  zugeordnet.  Diese  CoUineation  führt  jeden  Punkt 
[x]  in  den  Punkt  über,  welcher  sich  durch  Multiplication  von 
{x)  mit  (z)  ergiebt;  sie  ist  ausgeartet,  denn  dem  Punkte  (z) 
selbst  ordnet  sie  keinen  bestimmten  Punkt  zu,  sie  verschwindet 
ja  identisch  ftlr  x^  =  z^. 

Aber  die  besprochene  endliche  Collineation  lässt  sich  auch 
als  Symbol  einer  infinitesimalen  Collineation  betrachten,  der- 
jenigen nämlich,  welche  durch  die  Gleichung 

r  1 . . .  r 

^  x^  Ui  +  öt^Cij^s  ^i  H^s^^ 

i  iks 
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bestimmt  ist.    Schreiben  wir  diese  Gollineation  in  aufgelöster 
Foi*m  und  zwar  in  Punktcoordinaten ,  so  haben  wir: 

(8)  x-^x^^^-dt; 

schreiben  wir  sie  dagegen  in  den  zugehörigen  Ebenencoordina- 
ten,  so  erscheint  sie  in  der  Gestalt : 

(9)  «.'=  «.•  -  S  <^*  • 

Lie  hat  diese  Schaar  von  infinitesimalen  Collineationen  auf 
anderem  Wege  gefunden  und  von  ihr  bewiesen,  dass  sie  eine 
projectivische  Gruppe  erzeugt,  welche  mit  der  Gruppe  X^f...  X^f 
isomorph  ist  (vgl.  Lie,  Math.  Annalen  XXV,  S.  93) ;  sie  möge 
die  adjungirte  Gruppe  der  letzteren  heissen. 

Wir  behaupten  nun,  dass  Jede  infinitesimale  Transformation 
der  adjungirten  Gruppe  die  Form  (5)  invariant  lässt.  Zum  Be- 
weise berechnen  wir  das  Increment,  welches  diese  Form  bei 
der  infinitesimalen  Collineation  (8),  (9]  erhalt;  wir  finden: 

1 . .  .r 

ikjs 

Hier  ist  aber  der  Factor  von  dt  genau  die  Covariante  (7) ,  welche 
nach  Voraussetzung  identisch  verschwindet;  damit  ist  unsere 
Behauptung  bewiesen. 

Jeder  Punkt  des  Raumes  Rr^i  stellt  eine  infinitesimale 
Transformation  der  adjungirten  Gruppe  dar  und  bleibt  bei 
dieser  Transformation  invariant.  Eine  lineare  -W^  _  4 ,  welche 
alle  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungirten  Gruppe 
gestattet,  die  zu  ihren  oo9~*  Punkten  gehören,  stellt  eine  q- 
gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  X,  /* . . .  -Y^/'dar.  Gestattet  die 
i/n_i  überhaupt  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  ad- 
jungirten Gruppe,  so  stellt  sie  eine  invariante  Untergruppe  dar. 

Verbinden  wir  diese  von  Lie  herrührenden  Sätze  mit  dem 
oben  aufgestellten,  dass  die  Form  F  alle  Transformationen  der 
adjungirten  Gruppe  gestattet,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Jede  lineare  Mannigfaltigkeit  des  Ä^-i?  t(^dche  eine  Cova- 
riante der  Form  F  ist,  stellt  eine  invariante  Untergi^uppe  der 
G7*uppe  A\  /* . . .  X^f  dar. 

Die  betreffende  Mannigfaltigkeit  gestattet  nämlich  alle  Col- 
lineationen, welche  die  Form  F  zulässt;  insbesondere  gestattet 
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sie  daher  alle  iDfinitesimalen  Transformationen  der  adjungirten 
Gruppe. 

Eine  einfache  Gruppe,  d.  h.  eine  ohne  invariante  Unter- 
gruppen, würde  daher  invariantentheoretisch  dadurch  zu  cha- 
rakterisiren  sein,  dass  zu  der  entsprechenden  Form  F  kein 
covarianter  Punkt,  keine  covarianle  Gerade,  tlberhaupt  keine 
covariante  lineare  Mannigfaltigkeit  gehört. 

Die  Form 

ist  eine  Covariante  von  F.  Gleich  Null  gesetzt,  stellt  sie  eine 
covariante  lineare  M^^^  und  in  Folge  dessen  eine  invariante 
(r— Ijgliedrige  Untergruppe  dar  (vgl.  Lie.  Archiv  for  Math,  og 
Naturvid.  X,  S.  88  f.).  Wäre  also  die  Gruppe  Ä'^/* .  • .  Ä,./*  ein- 
fach, so  müssten  alle  Ausdrücke  y^Cikk  verschwinden. 

k 

Selsen  wir  die  Coordinaten  der  covarianten  Jf,..«  in  die 
Gleichung  FsO  ein,  so  erhalten  wir  einen  covarianten  linearen 
Complex.  nämlich: 

4 . .  .r        4  ..  .r 

ik  sy 

Der  Pol  unserer  i/,.«^  in  Bezug  auf  diesen  Complex  würde  ein 
covarianter  Punkt  sein,  aber  es  zeigt  sich,  dass  der  Complex 
(H)  in  Folge  der  Jacob i'schen  Identität  verschwindet.   Bilden 

wir  namlicb  von  der  Form  (7)  die  Covariante  2  -^ — c — ,  welche 

^    ^  ÖJ,  Ott,  ' 

natürlich  auch  identisch  verschwindet,  so  erhalten  wir  den  ver- 
schwindenden linearen  Complex: 

4 ..  .r  r 

Diess  aber  ist  genau  der  oben  gefundene^  wie  aus  den  leicht 
zu  verificirenden  Gleichungen 
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r  r  r 

4  1  4 

(/,  k  SS  i  . . .  r) 
hervorgehl. 

Die  Gleichungen  (12)  liefern  uns  einen  directen  Beweis 
eines  zuerst  von  Killing  bemerkten  Satzes  (vgl.  Killing, 
Zur  Theorie  der  Lie'schen  Transformationsgruppen  §  4.  Brauns— 
borg  4886).  Aus  (42)  folgt  nSlmlich  unmittelbar:  entweder 
müssen  die  r  Gleichungen 

r 
^  c,„,  =  0     (v  =  4  . . .  r] 

4 

befriedigt  sein  oder  es  müssen  alle  r-gliedrigen  Determinanten 
verschwinden,  deren  Horizontalreihen  die  Form 

I  ^ifci  •  •  •  ^ikr  I 
haben.    Letzteres  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  die  von  Kil- 
ling a.  a.  0.  definirte  Zahl  p  kleiner  als  r  ist. 

An  dieser  Stelle  wird  es  vielleicht  passend  sein,  wenig- 
stens anzudeuten,  wie  sich  die  Untersuchung  der  Form  F  in 
dem  interessanten  und  doch  immer  noch  einfachen  Falle  r  s=  3 
gestaltet. 

Für  r  =  3  wird  die  Form  F  eine  bilineare  Form  in  Linien- 
coordinaten  der  Ebene  und  stellt  somit  eine  Reciprocität  dar. 
Zu  dieser  ReciprocitUt  gehört  eine  covariante  Gerade,  eben  die 
früher  besprochene  lineare  -W^-i  (^g*-  (^0))  und  ausserdem  eine 
covariante  Curve  zweiter  Klasse.  Die  Jacobi'sche  Identität  ver- 
langt, dass  der  Punkt  (4  4),  welchen  die  Reprocität  der  cova- 
rianten  Geraden  zuordnet,  identisch  verschwindet.  Es  sind 
daher  zwei  Hauptfälle  zu  unterscheiden:  Erstens  die  Curve 
zweiter  Klasse  ist  nicht  ausgeartet,  dann  muss  die  besprochene 
Gerade  identisch  verschwinden  und  die  Reciprocität  ist  ein 
Polarsystem.  Ist  dagegen  zweitens  die  Curve  zweiter  Klasse 
ausgeartet,  so  braucht  die  covariante  Gerade  nicht  zu  ver- 
schwinden. Eine  Reihe  Unterfälle  können  da  noch  eintreten; 
denn  die  Curve  zweiter  Klasse  kann  sich  entweder  auf  ein 
Punktepaar  oder  auf  einen  doppeltzählenden  Punkt  reduciren 
oder  sie  kann  endlich  identisch  verschwinden.  Zu  allen  diesen 
Fällen  gehören  Typen  von  Zusammensetzungen  dreigliedriger 
Gruppen. 
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§  3. 
Sätze  über  zwei-,  drei-  und  viexi^liedrige  üntergrappen. 

Wird  die  Form  Fals  eine  bilineare  Form  mit  einem  Systeme 
LinieD-  und  einem  Systeme  Ebenencoordinaten  aufgefasst,  so 
ordnet  sie.  gleich  Null  gesetzt,  jeder  Geraden  einen  Punkt  zu. 
Liegt  zufallig  dieser  zugeordnete  Punkt  auf  der  Geraden  oder 
wird  er  unbestimmt,  so  stellt  die  Gerade  eine  zweigliedrige 
Untergruppe  der  Gruppe  X^f  . . ,  X^f  dar. 

Ä'un  giebt  es  im  Rr-i  öo**"**  Gerade  und  zu  jeder  gehört 
einer  von  den  oo*"""  *  Punkten  des  Rr-i*  Soll  dieser  Punkt  auf 
der  Geraden  liegen,  so  sind  das  r  — S  Bedingungen,  soll  er 
unbestimmt  werden,  so  sind  das  r;  die  erste  Forderung  ist 
daher  mindestens  für  oo**""*  Gerade  erfüllt,  die  zweite  für  min- 
destens oo*""*;  von  den  betreffenden  oo*"""*  Geraden  geht 
überdiess  durch  jeden  Punkt  desl?^_|  mindestens  eine.  Also 
gilt  der  Satz : 

Satz.  Jede  r-gliedrige  Gruppe  enthält  wenigstens  oo*''*'  zwei- 
gliedrige Untergruppen,  worunter  sicher  oo*"""*  mit  vertausch- 
baren  infinitesimalen  Transformationen.  Jede  eingliedrige  Unter- 
gruppe ist  in  einer  zweigliedrigen  enthalten. 

Wohl  zu  bemerken  ist,  dass  auch  für  r  =  4  sicher  ver- 
tauschbare infinitesimale  Transformationen  in  der  Gruppe  ent- 
halten sind. 

Die  Existenz  von  zweigliedrigen  Untergruppen  hat  Lie  auf 
anderem  Wege  bewiesen  (vgl.  Archiv  for  Math,  og  Naturvid.  I^ 
Abh.  II  am  £nde}.  Den  wichtigen  Satz,  dass  jede  Gruppe  mit 
mehr  als  drei  Parametern  sicher  verlauschbare  infinitesimale 
Transformationen  enthält,  hat  Killing  zuerst  aufgestellt,  ohne 
den  Beweis  mitzutheilen  (vgl.  den  §  3  seiner  »Erweiterung  des< 
Kaumbegriff  es  ((,  Braunsberg  4884]. 

Lie  hat  weiter  bewiesen  (aber  bisher  ist  der  Beweis  noch 
nicht  veröffentlicht),  dass  innerhalb  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
jede  zweigliedrige  Untergruppe  in  einer  dreigliedrigen  ent- 
halten ist. 

Berücksichtigen  wir  aber  den  Umstand,  dass  es  in  jeder 
Gruppe  mit  mehr  als  drei  Parametern  vertauschbare  infinitesi- 
male Transformationen  giebt,  so  können  wir  noch  einen  Schritt 
weiter  gehen.   Wir  können  zeigen,  dass  in  jeder  Gruppe  mit 
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mehr  als  vier  Parametern  viergliedrige  Untergruppen  existiren. 
Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  führt  uns  genau  dieselbe 
Methode,  deren  sich  Lie  bei  dem  noch  nicht  veröffentlichten 
Beweise  für  die  Existenz  von  dreigliedrigen  Untergruppen  be- 
dient hat. 

Es  seien  C^f . ..  C^f  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  zu  Ä\/* . . .  X^f  gehörigen  adjungii*ten  Gruppe  (siehe  (8)  und 
(9))  und  also : 

r 
i^i^k)  =^  ^iks^sf- 

Jedem  Punkte  z^^  . . .  z^  ist  eine  infinitesimale  Transformal ion 
(CoIIineation]  der  adjungirten  Gruppe  zugeordnet,  nämlich: 

z,CJ^  ...  -i^ZrC^f, 

wir  können  daher  diesen  Ausdruck  geradezu  als  Symbol  des 
Punktes  z^  ,  > .  z^  ansehen.  Führen  wir  auf  den  Punkt  {z^  .. ,  !S^) 
die  infinitesimale  CoIIineation  C^/aus,  so  geht  derselbe  in  einen 
Punkt  über,  dessen  Symbol  ist  : 

r  r 

Wenn  daher  insbesondere  die  beiden  infinitesimalen  Collinea- 
tionen  C^f  und  S  zj^  Cj.f  mit  einander  vertauschbar  sind,  so  lassi 
C^f  den  Punkt  (z^  ...  z^)  invariant. 

Denken  wir  uns  jetzt  (r  >  3)  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen unserer  Gruppe  so  gewählt,  dass  X^fund  A\/*  mit- 
einander vertauschbar  sind.  C^/'und  C^f  sind  es  da  natÜrJich 
auch.  Alle  infinitesimalen  ColHneationen  von  der  Form  z^C^f 
+  js^C,/' werden  dann  durch  die  Punkte  einer  Geraden  dar- 
gestellt und  zwar  lässt  jede  solche  infinitesimale  CoIIineation 
alle  Punkte  der  betrefienden  Geraden  stehen. 

Nun  transformiren  wir  den  ganzen  Raum  Rr-i  vermittelst 
der  projectivischen  Gruppe,  welche  von  den  oo^  infinitesimalen 
Transformationen  z^C^f-i-  z^C^f  erzeugt  wird.  Dabei  bleibt  die 
besprochene  Gerade  invariant,  aber  die  oo*' ""' linearen  if„ 
welche  durch  dieselbe  hindurchgehen,  werden  unter  einander 
vertauscht  und  zwar  durch  eine  projectivische  Gruppe,  die  im 
Allgemeinen  zwei,  unter  Umständen  aber  auch  weniger  Para- 
meter enthält.     Eine  zweigliedrige  projectivische  Gruppe  des 
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Raumes  von  n  Dimensionen  lässt  aber  sicher  einen  Punkt  in- 
variant. Wenden  wir  diess  auf  unseren  Fall  an,  so  erkennen 
wir,  dass  von  den  eben  erwähnten  oo*'""'  linearen  J/,  sicher 
eine  stehen  bleibt. 

Irgend  ein  Punkt  (2/...  V)  ^^^  invarianten  Jtf,  bewegt 
sich  dann  bei  allen  infinitesimalen  Transformationen  j5^C^/'4-^,C,/' 
auf  dieser  Jl/,.   Analytisch  ausgedrückt :  zwischen  C^/*,  C,/*  und 

1 
bestehen  Beziehungen  von  der  Form: 

(C^C)  =a,C,  +a,C, -h«3C' 

Kurz,  die  lineare  i/,,  welche  durch  die  drei  Punkte  C^f,  C^f,  Cf 
bestimmt  ist,  stellt  eine  dreigliedrige  Untergruppe  der  Gruppe 
X^f  . .  .  X^/*dar. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  dass  Cf 
eben  die  infinitesimale  Transformation  C^f  ist.  Ausserdem 
setzen  wir  noch  r  >  3  voraus. 

Nunmehr  transformiren  wir  die  Punkte  unseres  ■f^r—i  durch 
die  00*  infinitesimalen  Collineationen  ^iC^f  -¥  z^C^f  '•\'  z^C^f^ 
Dabei  bleibt  die  eben  definirte  lineare  J/,  stehen,  hingegen 
werden  die  oo^~*  hindurchgehenden  linearen  M^  unter  einander 
vertauscht  und  zwar  durch  eine  projectivische  Gruppe  mit  drei 
oder  weniger  Parametern. 

Es  ist  klar,  dass  wenigstens  eine  von  diesen  linearen  i/, 
fest  bleibt.  Denn  auch  gesetzt  die  besprochene  projectivische 
Gruppe  wäre  dreigliedrig:  sie  enthält,  wie  wir  wissen,  zwei 
vertauschbare  infinitesimale  Transformationen,  es  giebt  daher 
in  ihr  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe;  eine  solche 
dreigliedrige  projectivische  Gruppe  des  Raumes  von  n  Dimen- 
sionen ISsst  aber  sicher  einen  Punkt  invariant. 

Ist  [z^  ...  3^)  ein  Punkt  der  invarianten  M^  und  setzen 
wir  zur  Abkürzung 

r 

so  bestehen  ofienbar  Relationen  von  der  Form 
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(.•=1,2,3), 

d.  h.  die  betreffende  if,  stellt  eine  viergliedrige  Uotergruppe 
der  Gruppe  X^f ..,  X^f  dar.  Dieses  Ergebniss  können  wir 
folgendermassen  aussprechen  : 

Satz.  Jede  Gruppe  mit  mehr  als  vier  Parametern  enthüll 
viergliedrige  Untergruppen  und  zwar  ist  jede  zweigliedrige  Unter- 
gruppe^ deren  infinitesimale  Transformationen  vertauschbar  sindj 
in  einer  viergliedrigen  enthalten. 

Man  kann  nicht  so  ohne  Weiteres  in  derselben  Weise  die 
Existenz  von  fünfgliedrigen  Untergruppen  erschliessen.  Zwar 
enthält  jede  viergliedrige  Gruppe  eine  invariante  dreigliedrige 
Untergruppe,  aber  diese  letztere  braucht  nicht  nothwendig  eine 
invariante  zweigliedrige  Untergruppe  zu  enthalten.  Immerbin 
wird  sich  wohl  ein  dem  vorhergehenden  entsprechender  allge- 
meiner Satz  auch  über  fünfgliedrige  Untergruppen  aufstellen 
lassen. 

Der  eben  gefundene  Satz  ist  namentlich  deswegen  von 
Wichtigkeit,  weil  sich  mit  Hülfe  desselben  nachweisen  lasst, 
dass  es  keine  einfache  siebengliedrige  Gruppe  gieht.  Bisher  hatte 
Lie  nur  nachgewiesen,  dass  eine  einfache  vier-,  fünf-  oder 
sechsgliedrige  Gruppe  nicht  existirt. 

Die  grOsste  Untergruppe  einer  siebeng] iedrigen  Gruppe 
enthalt  nämlich  nach  unserem  Satze  entweder  sechs  oder  fünf 
oder  vier  Parameter.  Lie  hat  aber  gezeigt  'Math.  Ann.  XXV, 
S.  432,  434),  dass  eine  einfache  7'-gliedrige  Gruppe,  deren 
grüsste  Untergruppe  mehr  als  r — 4  Parameter  enthält,  entweder 
drei  oder  acht  oder  zehn  oder  endlich  fünfzehn  Parameter  hat. 
Der  Fall  7*  ==  7  ist  somit  ausgeschlossen. 


r 


Dr.  W.  von  TchiBch  (St.  Petarsburg),  Untersuchungen  zur 
Anatomie  der  Grosshirnganglien  des  Menschen,  (Mitgelheilt  von 
Paul  Flechsig.  *) 

Das  Hauptobject  dieser  im  Laboratorium  der  Irrenklinik 
zu  Leipzig  angestellten  Untersuchungen  bildeten  in  Chrom- 
salzen erhärtete  Gehirne  Erwachsener,  deren  Ganglien  irgend- 
wie auffällige  krankhafte  Veränderungen  nicht  darboten.  Zur 
CoDtroIe  wurden  menschliche  Fötus  und  Neugeborene,  sowie 
Gehirne  Erwachsener  mit  grösseren  Herderkrankungen  und 
secundären  Degenerationen  herbeigezogen.  Die  in  verschie- 
denen Richtungen  (frontal,  sagittal,  horizontal  etc.]  angelegten 
möglichst  lückenlosen  Schnittreihen  wurden  mit  Hämatoxylin 
nach  Weigert's  älterer  Methode  gefärbt,  wobei  es  gelang, 
auch  die  feinsten  nervösen  Fasernetze  der  Grosshirnganglien 
klar  darzustellen. 

1)   Sehhügel. 

Die  seit  Burdach  übliche  Eintheilung  des  Thalamus 
opticus  in  drei  »Kernea,  einen  oberen,  äusseren  und  inneren, 
entspricht  nur  unvollkommen  den  thatsächlichen  Verhältnissen 
und  bedarf  demgemäss  der  Berichtigung.  Der  innere  Kern 
Burdacb's  und  das  von  Diesem  zum  äusseren  Kern  gerechnete 
Pulvinar  fliessen  nicht  nur,  wie  insbesondere  Horizontalschnitte 
aus  höheren  Ebenen  des  Sehhügels  lehren,  ohne  scharfe  Grenze 
in  einander,  sondern  bieten  überdies  ein  so  übereinstimmendes 
VerhalteQ  bezüglich  ihrer  Verbindungen  mit  anderen  Theilen 
der  Gentralorgane  dar,    dass  es   sich  empfiehlt,  beide  unter 


4)  Vorgetragen  in  d.  Sitzung  d.  math.-phys.  Classe  v.  8.  Febr.  4  886, 
das  Manuscript  eingeliefert  in  d.  Sitzg.  v.  8.  März. 
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einem  Namen  zusammen  zu  fassen.   Sie  bilden  an  Masse  weitaus 
den  grössten  Theil   des  Sehhügels,   weshalb  die  Bezeichnung 
nHauptkerna  des  Thalamus  am  Platze  sein  dürfte.     Charakte- 
ristisch für  den  Uauptkern,  insbesondere  dem  Däusseren  Kern« 
Burdach^s  abzüglich  (!)  des  Pulvinar  gegenüber,  ist  die  aus- 
giebige Verbindung  mit  der  Grosshirnrinde  und  der  Mangel  um- 
fänglicher directer  Leitungsbahnen  zum  Grosshirnschenkel  bez. 
zu  peripheren  Apparaten.    Der  grösste  Theil  der  Stabkranz- 
bündel  des  Thalamus  dringt  in  den  Hauptkern  ein  und  gelangt 
hier  bis  zu  einem  Gebiet,  welches  den  Namen  y>Centr algebiet  des 
Hauptkerns^  führen  möge.    Dasselbe  liegt  ungefähr  in  der  Mitte 
zwischen  vorderem   und  hinterem  Sehhügelrand,    annähernd 
gleichweit  entfernt  von  den  Spitzen   des  Hinterhaupts-  und 
Stirnlappens.    Im  Centralgebiet  des  Hauptkerns  lösen  sich  die 
von  allen  Seiten  her  zuströmenden  Stabkranzbündel  auf,  so- 
dass innerhalb  des  fraglichen  Gebiets  nur  ein  dichtes  Netzwerk 
markhaltiger  Fäserchen  angetroffen  wird,  neben  welchem  ir- 
gendwie compactere  Fasermassen  vom  Charakter  der  Stabkranz- 
bündel  nicht  zu  ßnden  sind.    In  den  peripheren  Zonen  des 
Hauptkerns  hingegen  treten  mit  gegen  die  Peripherie  zuneh- 
mender Mächtigkeit  mehr  und  mehr  markhaltige  parallel fasrige 
Züge  in  den  Vordergrund,  welche  sich  in  den  Stabkranz  ver- 
folgen lassen  —  dazwischen  ein  örtlich  an  Dichte  wechselndes 
Maschenwerk  von  feinen  und  stärkeren  markhaltigen  Fasern. 
Das  Centralgebiet  des  Hauptkerns  steht  nun  (wie  insbesondere 
auch  durch  das  Studium  der  secundären  Degenerationen  bei 
Rindenherden  bewiesen  wird)  nicht  nur  mit  allen  Lappen  bez. 
Windungsgebieten  des  Grosshirns,  sondern  auch  (durch  Linsen- 
kernschlinge   und  »unteren  Sehhügelstiel«)   mit  dem  Streifen- 
hügel  (s.  u.)  in  ausgiebigster  Verbindung.   Ueberdies  gehen  aus 
dem  Centralgebiet  des  Hauptkerns  Fasern  hervor,  welche  sich 
der  Taenia  thalami  optici*),  sowie  dem  centralen  Höhlengrau 
des  dritten  Ventrikels  zugesellen.    Hiernach  nimmt  das  Central'^ 
gebiet  des  Hauptkems  des  Sehhügels  eine  ganz  eigenartige  Stellung 
in  der  Gesammtorganisation  des  Vorderhirns  ein,  indem  es  mit 
allen  grauen  Massen  desselben  in  Verbindung  tritt.  —  Der 


1]  Möglicherweise  gehen  die  Fasern  der  Taenia  thalami  optici  über- 
wiegend  direct  aus  dem  Stabkranz  hervor,  verbinden  sich  also  nicht  mit 
der  Substanz  des  Thalamus. 


r 
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•oberem  Kern  des  Sehhügels  unterscheidet  sieh  vom  Hauptkem 
ilorcb  den  Besitz  eines  dichteren  markhaltigen  Fasernetzes,  aus 
welchem  u.  A.  auch  das  Vicq  d'Azy  rasche  Bündel  zum  grOss- 
ten  Theil   hervorgeht.    Die  Netze  des  oberen  und  Hauptkerns 
hangen  innig  zusammen.  —  Das  der  inneren  Kapsel  anliegende 
Gebiet  des  SehhUgels,  welches  dem  äusseren  Kern  der  Autoren 
'abzüglich  des  Pulvinars  entspricht  und  den  Namen  »äusserer 
Kern«  behalten  möge,  nimmt  eine  besondere  Stellung  insofern 
ein,  als  hier  zahlreiche  Fasern  aus  dem  Grosshimschenkel  ein- 
treten,  welche  zum  grösseren  Theil  aus  dem  rothen  Kern  der 
Haube  hervorgehen  und  eine  Verknüpfung  von  Sehhttgel  und 
KleirütU^n  etc.  vermitteln.    Auch  einzelne  Fasern  der  Schleifen- 
Schicht  dringen  (s.  u.)  bis  zum  äusseren  Kern  des  SehhUgels 
vor,  desgleichen  Stabkranzfasern,  welche  überwiegend  aus  dem 
Scheitelhim  und  den  Centralwindungen  hervorzugehen  scheinen. 
Endlich  lassen  sich  auch  zahlreiche  Faserbündel  vom  Tracius 
opticus  und  äusseren  Kniehöcker  her  bis  in  den  äusseren  Kern 
verfolgen,  in  welch  letzterem  sie  parallel  der  inneren  Kapsel 
bis  zur  Oberfläche  des  SehhUgels  aufsteigen.    Durch  das  Zu- 
sammentreffen dieser,  aus  Grosshirnschenkel  und  Tractus  opti- 
cus hervorgehenden  Bündel  entsteht  im  äusseren  Kern  ein  un- 
gemein dichtes  engmaschiges  Netzwerk  markhaltiger  Fasern,  in 
welches  überdies  zahlreiche  Stabkranzbündel,  welche  theils  im 
äusseren  Kern  enden,  theils  ihn  nur  durchziehen,  eingelagert 
sind.    Die  weisse  Substanz  überwiegt  demgemäss  im  äusseren 
Kern  gegenüber  der  grauen  erheblich,   während  im  Central- 
^ebiet  des  Hauptkems  das  umgekehrte  Verhalten  zu  Tage  tritt. 
Zwischen  Hauptkern  und  äusserem  Kern  liegt  als  theilweise 
wohlabgegrenzte  Masse  das  Centre  median  von  Luys.  Auf  Hori- 
zontalschnitten aus  höheren  Ebenen  erscheint  es  ziemlich  genau 
in  der  Mitte  des  SehhUgels.    In  den  basalen  Regionen  rückt  es 
mehr  gegen  den  inneren  Sehhügelrand  und  schiebt  sich  ein 
zwischen  den  vorderen  und  hinteren  Abschnitt  des  Hauptkerns 
d.  i.  zwischen  den  inneren  Kern  im  Sinne  Burdach's  und  das 
Pulvinar  —  worauf  die  von  Burdach  gegebene  Eintheilung  des 
Sehhügels  zurückzuführen  ist.   Indess  sind  auch  in  den  basalen 
Sehhügelbezirken  der  vordere  und  hintere  Abschnitt  des  Haupt- 
kems nicht  völlig  getrennt,  sondern  durch  Brücken  grauer  Sub- 
stanz verbunden,   da  das  Centre  median  nirgends  bis  an  die 
mediale  Fläche  des  Thalamus  heranreicht,    in  das  Centre  median 

Ifai1i.-phy8.  Classe  18S6.  7 
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dringt  von  unten  her  eine  Fortsetzung  der  Schleif&iischicht  ein 
und  zwar,    wie  das  Studiuu)  des  fötalen  Gehirns  lehrt,    ein 
Faserzug,  welcher  nach  abwärts  mit  den  Kernen  der  zarten 
Stränge  und  somit  indirect  mit  den  Hinter-  (GoH'schen)  Strän- 
gen des  Rückenmarkes  zusammenhängt.    Fraglich  ist,  ob  die 
Mehrzahl  dieser  Bündel  im  Gentre  median  ein  Ende  findet;   ein 
Theil  überschreitet  sicher  die  äussere  Grenze  des  letzteren  und 
geht  in  den  äusseren  Kern  des  Sehhügels  über.    Nach  innen 
gehen  aus  dem  Cenlre  median  zahlreiche  Fasernetze  hervor, 
welche  sich  in  das  centrale  Höhlengrau,  besonders  in  der  Um- 
gebung des  Meyner tischen  Bündels  einsenken.   An  nach  vorn 
geneigten  Frontalschnitten  gelingt  es,  diese  Netze  im  Höhlen- 
grau des  Aquaeductus  Syivii  bis  unmittelbar  an  die  Oculooio- 
torius-Kerne  heran  zu  verfolgen.    Auch  Stabkranzbündel  drin- 
gen in  das  Centre  median  ein,  welche  darin  zu  enden  scheinen  ; 
sie  kommen  überwiegend  aus  der  Gegend  des  Scheitel-  und 
Hinterhauptslappens. 

Zwischen  dem  Centre  median  und  den  vom  rothen  Kern 
der  Haube  zum  äusseren  Kern  ziehenden  Bündeln  sondert  sich 
eine  weitere,  ziemlich  markarme  Masse  grauer  Substanz,  in 
Gestalt  einer  gekrümmten,  das  Centre  median  an  der  Basis 
schalenförmig  umhüllenden  Platte.  Die  Scheide  zwischen  die- 
sem n schalenförmigen  Kürper^a  und  dem  Centre  median  wird 
gebildet  durch  eine  Markiamelle,  welche  aus  der  Grosshirn- 
schenkelhaube  bez.  dem  anliegenden  centralen  Höhlengrau  her- 
vorgeht. Im  Cenlre  median,  wie  im  schalenförmigen  Körper 
finden  sich  neben  Faserbündeln  feine  markhaltige  Fasernetze, 
welche  ohne  scharfe  Grenze  in  einander  übergehen,  wie  denn 
überhaupt  die  Nervenfasernetze  aller  Bezirke  des  Sehhügels 
durch  dessen  ganze  Ausdehnung  hindurch  ununterbrochen  zu- 
sammenhängen. Eigenthümlich  sind  den  einzelnen  »Kernen  a 
nur  die  besonderen  Beziehungen  zu  den  von  aussen  in  den 
Sehhügel  eintretenden  Leitungsbahnen,  bez.  Systemen. 


2)  Streifenhügel. 

Im  Linsenkern  zeigt  das  dritte  Glied  (Putamen)  andere 
Structurverhältnisse,  als  das  zweite  und  erste  Glied  (Globus 
pallidus).    Durchaus  mit  dem  Putamen  übereinstimmend  ver- 
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iiali  sich  der  Nucleus  caudatus,  sodass  beide  zweckmässig  als 
Streifenhttgei  dem  Globus  palltdus  gegenüber  gestellt  werden. 
Im  ^  Streif enhügeU  (in  diesem  Sinn)  lassen  sich  zwei  Ar- 
ien yon  Fasern  unterscheiden:    \)  parallel  faserige  Bündel  von 
sehr   geringem  Markgehalt,   welche  von   einzelnen   stärkeren 
markhaliigen   Fasern   begleitet,    streckenweise   förmlich   um- 
sponnen werden ;  2)  Fasernetze,  welche  überwiegend  aus  stär- 
keren markhaltigen  Fäserchen  bestehen.  Dieersteren  entstehen 
aus  der  grauen  Substanz  des  Putamen  und  Nucleus  caudatus 
und  ziehen  meist  radiär  zur  convexen  Oberfläche  dieser  Massen 
gegen  die  innere  Kapsel  und  in  den  Globus  pallidus.    Die  in 
letzteren  eingetretenen  Züge  entziehen  sich  darin  zum  grösseren 
Theil  der  weiteren  Verfolgung,  so  dass  es  vorläufig  uneptschie- 
den  bleiben  muss,   in  wie  weit  sie  mit  den  Ganglienzellen  des 
Globus  pallidus  Verbindungen  eingehen  bez.  sich  in  letzlerem 
in  niarkhaltige  Faserzüge  von  stärkerem  Kaliber  umwandeln 
(s.  u.).     Ein  Theil  der  markarmen  parallelfäsrigen  Züge  des 
Streifenhttgels  dringt  unverändert  bis  zur  inneren  Kapsel  vor; 
dieselben  liegen  in  höheren  Schnittebenen  zumeist  längs*  dem 
Innenrand  des  ersten  Linsenkerngliedes  an  der  äusseren  Fläche 
der  Kapsel;   weher  nach  abwärts  ziehen  sie  quer  durch  die 
Kapsel   (zwischen  den  aus  der  Grosshirnrinde  zum  Fuss  des 
Himschejfikels  vorlaufenden  Bündeln)  hindurch  und  gelangen 
so  auf  die  mediale  Fläche  der  Kapsel.    Sie  gehen  in  den  Gross- 
hirnscbenkelfuss  über  und  zwar  in  dessen  obere  Etage,  wo  sie 
sich  zum  Theil  in  den  inneren  zwei  Dritteln  der  Substanlia  nigra 
verlieren,  zum  Theil  in  die  Schleifenschicht  der  Brücke  gelan- 
gen (medialer  feinfaseriger  Theil  der  Schleifenschicht).     Ein 
weiterer  Theil  zieht  gegen  das  tiefliegende  Mark  des  vorderen 
Vierhügels.  —  Die  stärkeren  markhaltigen  Elemente  der  parai- 
lelfaserigen  Bündel  des  Streifenhügels  lassen  sich  zum  grossen 
Theil  in  den  Sehhügel  (Hauptkern)  verfolgen,  ein  Theil  verliert 
sich  im  Globus  pallidus  (s.  u.].    Vom  Hemisphärenmark  her 
dringen   nur  ganz  vereinzelte  compactere   Faserzüge   in  den 
Streifenhügel  ein ;  sie  verbleiben  nicht  in  letzterem ,  sondern 
ziehen  weiter  in  den  Globus  pallidus  und  von  da  aus  in  die 
Capsula  interna.    Dagegen  senken  sich  von  der  äusseren  Kapsel 
her  zahlreiche,   vereinzelt  laufende  markhaitige  Fäserchen  in 
das  Pntamen  ein,  wo  sie  sich  sofort  an  der  Bildung  des  feinen 
Netzwerks  betheiligen,  welches  das  ganze  Putamen  durchsetzt. 
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In  dieses  Netz  lOsen  sich  auch  die  stärkeren  Fasern  der  parallel- 
faserigen  Bttndel  auf.  In  gleicher  Weise  dringen  von  der  Ober- 
fläche des  Nucleus  caudatus  her  (insbesondere  an  der  dem  He- 
misphärenmark zugekehrten  Seite  und  längs  der  Stria  comea) 
markhaltige  Fäserchen  in  dieses  Ganglion  ein.  StabkranzbUndel 
von  der  Gompactheit  der  in  Sehhttgel  und  innere  Kapsel  ein- 
tretenden lösen  sich  nicht  im  Streifenhügel  selbst  auf;  letz- 
terer besitzt  also  nicht  eine  morphologisch  als  Stabkranz  zu  be- 
zeichnende Verbindung  mit  der  Hirnrinde.  Die  zahlreichen 
Fäserchen  an  der  Oberfläche  von  Putamen  und  Schwanzkem 
kommen  indess  wohl  zweifellos  meist  aus  der  Grosshirnrinde 
(auch  durch  den  Balken?]^  insbesondere  aus  basalen  Bezirken, 
da  die  äussere  Kapsel  sowohl  als  die  Stria  comea  zu  letzteren 
in  Beziehung  stehen. 

Im  Globus  pallidus  des  Linsenkerns  herrschen  neben  den 
aus  dem  StreifenhUgel  eingetretenen  feinen,  sehr  markarmen 
radiären  Bündeln  Faserzüge  stärkeren  Kalibers  vor,  welche  vor- 
wiegend in  zwei  Richtungen  verlaufen:  4)  radiär,  2)  concen- 
trisch*  zur  Aussenfläche  des  zweiten  Linsenkerngliedes.  Beide 
Fasergattungen  verlaufen  in  Form  theils  parallelfaseriger,  durch 
deutliche  Markscheiden  charakterisirter  Bündel,  theils  weit- 
maschiger Netze.  Sie  treten  von  drei  verschiedenen  Richtungen 
her  in  den  Globus  pallidus  ein  4)  durch  die  innere  Kapsel  aus 
dem  Stabkranz,  meist  auf  dem  Weg  der  äusseren  Lamina  me- 
dullaris,  2)  vom  Streifenhügel  her  (aus  den  parallelfaserigen 
Bündeln,  3j  aus  der  Regio  subthalaroica  und  dem  Sehhügel. 
Die  ersteren  Faserbttndel,  welche  zum  Theil  (alle?)  den  Globus 
pallidus  durchziehen,  ohiie  sich  mit  demselben  zu  verbinden, 
sind  offenbar  weit  weniger  zahlreich ,  als  die  Stabkranzfasem 
des  Sehhügels;  es  konnte  nicht  sicher  ermittelt  werden,  ob 
nur  von  einzelnen  oder  allen  Windungsbezirken  des  Grosshims 
her  Stabkranzfasem  in  den  Globus  pallidus  eintreten.  Die  zur 
Regio  subthalamica  und  zum  Sehhügel  ziehenden  Fasern  des 
letzteren  durchqueren  bez.  umgürten  die  innere  Kapsel.  Be- 
sonders zahlreich  sind  zum  Luys*schen  Körper  ziehende  Bün- 
del, andere  gehen  zum  rothen  Kern  der  Haube,  zur  grossen 
Olive  des  verlängerten  Markes  etc.,  worüber  später  ausführ- 
licher berichtet  werden  wird.  Ein  Faserbündelchen  schlüpft 
unter  dem  Luys'schen  Körper  hindurch  und  gelangt  in  den 
Hirnschenkelfuss   und    von   da    in    die    Schleifenschicht    der 
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Brücke  u.  s.  w.  (Vergl.  diese  Berichte  4885,  S.  2431.)  Unent- 
schieden muss  es  vorläu6g  bleiben,  ob  und  in  welcher  Weise 
die  im  Globus  pallidus  zusammentreffenden  FaserzUge  mit  ein- 
ander sich  verbinden.  Mit  Sicherheit  zu  verwerfen  ist  jedoch 
schon  im  Hinblick  auf  die  grosse  Anzahl  der  in  Rede  stehenden 
Systeme  die  Ansicht  Meyn er t*s,  dass  der  Globus  pallidus  als 
loternodium  eines  zwischen  Grosshirnrinde  und  Peripherie  ein- 
geschalteten Leitungssystems  (DProJectionssystems«)  aufzufas- 
sen sei. 
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Man  kann  den  Unlerschied  solcher  Functionen,  welche  fttr 
0?  =  0  sämmtliche  Ableilungcn  gleich  Null  haben  und  aus  die- 
sem Grunde  dem  allgemeinen  Kriterium  unzugänglich  sind,  von 
den  gewöhnlichen  Functionen,  auf  welche  dasselbe  anwendbar 
ist^  auch  ohne  Bezugnahme  auf  die  Ableüungefi  folgendermassen 
charakterisiren  : 

Bei  den  gewöhnlichen  Functionen  geht  die  Werthänderung 
in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0  nach  beiden  Seiten  rascher 
vor  sich,  als  die  Aenderung  einer  angebbaren  Potenz  ax^,  d.  h. 
es  lassen  sich  positive  Zahlen  a,  n,  g  so  angeben,  dass  für  alle 
Werthe  von  x  zwischen-  —  g  und  4-  g  der  absolute  Betrag  der 
Function  f{x)  grösser  als  der  von  ax^  ist,  ausgenommen  den 
einzigen  Werth  cc  =  0,  für  den  f(x)  gleich  ax^  wird,  wobei  man 
offenbar  zugleich  n  als  ganze  Zahl  annehmen  kann.  Bei  den 
Functionen  der  anderen  Art  dagegen  oxistiren  solche  Zahlen 
n,  a,  g  nicht,  vielmehr  wird,  den  absoluten  Werthen  nach. 
f{x)  in  unmittelbarer  Nähe  der  Stelle  a;  =  0  noch  kleiner  als 
jede  beliebige  Potenz  ax*^. 

In  der  That  kann  man,  wenn  in  der  Gleichung  (1)  /'W(0; 
nicht  gleich  Null  ist,  zunächst  g  so  bestimmen,  dass  für 
—  g  "^  X  ^  g  immer  auch  /'W  [x)  von  Null  vorschieden  ist. 
Nimmt  man  dann  die  Zahl  a  kleiner  als  den  kleinsten  absoluten 

Werth  von  - — ^  im  Intervalle  —  g  bis  4-  g  an,  so  ist  die  Bedin- 

gung  [f[x)]  >  [ax**]  für  —  (/  <  o?  <  f/  erfüllt;  und  umgekehrt, 
wenn  diese  letzte  Bedingung  erfüllt  ist,  können  die  n  ersten 
Ableitungen  von  f'x)  für  x=0  nicht  sämmtlich  verschwinden, 
da  sonst 

fix) 

und*  somit  Lim  '-^  =  0  wäre,  was  mit  der  Voraussetzung 
[f{^)]  >  [«^**]  für  —  g  <,x  <  g  unverträglich  ist. 

Fanctionen  zweier  Veränderlichen.    Unrichtigkeit  der  üblichen 

SchlaBsweise. 

Den  Fall  zweier  Variabein  x  und  y  sucht  man  häufig  fol- 
gendermassen auf  den  eben  erledigten  zurückzuführen. 

Verschwinden  an  der  Stelle  o?  =  0,  y  =  0  die  beiden  ersten 
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parliellen  Ahleilungen  der  Funclion  f{x^  y)  nach  x  und  t/,  so  setzt 
man  a:  =  x§,  ys=xi;  und  entwickelt  die  Differenz  /"(x^,  xiy) 
~"  /^(^i  ^)>  oder,  wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  wiederum 
/■(O,  0)  =  0  annehmen,  die  Function  /*(x^,  x»y)  (kurz  mit  f^^  (x) 

bezeichnet)  unter  Benutzung  der  Lagrange'schen  Restform 
nach  Potenzen  von  x.    Dies  giebt: 

(2)  /-(xl,  >c»i)  =  ^:i  /f',  (0)  >c«  +  ^  r/^  (0)  X' 

+  •  •  •  +  i /f"^ (*>') "",     (0<^<1). 
liier  ist  —  /|*^  (0)  ein  homogener  Ausdruck  r*®°  Grades  in  f  und  ij, 

welcher  sich  von  dem  Gliede  r*®'  Ordnung  in  der  Enlwickelung 
der  Function  f  (a5,  y]  nach  Potenzen  von  x  und  y  nur  dadurch 
unterscheidet,  dass  überall  ^,  i/  an  Stelle  von  a;,  y  steht. 

Es  lässt  sich  nun  im  Allgemeinen  vermittelst  der  vorher 
angegebenen  Kriterien  für  jeden  bestimmten  Werth  des  Ver- 
hältnisses |:  j;  entscheiden,  ob  die  bloss  noch  von  der  einen 
Variabeln  x  abhängige  Function  f^^  (x)  an  der  Stelle  x  ss  0  ein 

Maximum  oder  Minimum  besitzt.  Deuten  wir  x  und  y  als  recht- 
winklige Coordinaten  in  der  Ebene,  so  wird  durch  die  Glei- 
chungen X  =  x^,  y  =  xi;  bei  constanten  Werthen  von  ^  und  ri 
und  veränderlichem  x  jedesmal  eine  Gerade  definirt,  die  durch 
den  Nullpunkt  geht,  und  umgekehrt  kann  jede  den  Nullpunkt 
enthaltende  Gerade  in  jener  Form  dargestellt  werden.  Es  findet 
dann  auf  der  einzelnen  Geraden  ^,  t]  im  Nullpunkte  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  der  Function  /'(x,  y)  oder  keines  von  beiden 
statt,  je  nachdem  die  erste  von  Null  verschiedene  Ableitung 

f^^\  (^)  ^^^  gerader  Ordnung  und  entweder  negativ  oder  positiv, 
oder  von  ungerader  Ordnung  ist. 

Man  pflegt  nun  weiter  zu  schliessen,  dass  wenn  auf  jeder 
der  unendlich  vielen  Geraden  durch  den  Nullpunkt  ein  Maximum 
(resp.  Minimum]  für  x  =  0  vorhanden  ist,  ein  solches  auch  für 
die  Function  f  (x,  y]  der  beiden  unabhängigen  Variabeln  x  und  y 
BD  der  Stelle  (0,  0)  stattfinden  müsse,  wahrend,  wenn  auf  einigen 
dieser  Geraden  ein  Maximum,  auf  anderen  ein  Minimum  ein- 
tritt, von  einem  Maximum  oder  Minimum  der  Function  f[x^  y) 
an  der  Stelle  (0,  0)  nicht  die  Rede  sein  könne.  Auf  diese  Weise 
würde  sich  als  nothweixdige  und  Amr^/cAende  Bedingung  des  Mini- 
mums (resp.  Maximums)  die  ergeben,  dass  für  jedes  beliebige 
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Werlhepaar  ^,  rj  die  erste  von  Null  verschiedene  unter  den  in 
(2)  vorkommenden  homogenen  Formen  /^„(O),  /|'^(0),  ...  vou 

gerader  Ordnung  und  positivem  (resp.  negativem)  Werthe  sein 
müsse;  und  dieses  Kriterium  würde  nur  dann  versagen,  wenn 
für  gewisse  Verhältnisse  ^:  rj  alle  jene  Formen  gleichzeitig  ver- 
schwänden. 

Die  vorstehende  Deduetion  enthält  indes  einen  Fehler. 
Daraus,  dass  an  der  Steile  x  =  0,  ^  =  0  ein  Minimum  der  Func- 
tion f  (x,  y)  auf  jeder  einzelnen  Geraden  stattßndet,  folgt  noch 
nicht,  dass  auch  ein  Minimum  überhaupt  eintritt.  Die  Existenz 
eines  solchen  hängt  vielmehr  davon  ab,  ob  sich  eine  obere 
Grenze  g  so  angeben  lässt,  dass  die  Function  f[Xj  y)  für  alle 

Werthe  a;,  »/,  w^elche  der  Bedingung  0  <  Vx*  -h  y^  Kg  genügen, 
positiv  wird;  oder  —  geometrisch  zu  reden  —  davon,  ob  ein 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  (0,  0)  existirt,  innerhalb  dessen  die 
Function  f{x,  y)  durchaus  positiv  ist  —  ausgenommen  die  Stelle 
(0,  0)  selbst,  wo  sie  verschwindet.  Es  kann  aber  sehr  wohl 
auf  jeder  einzelnen  Geraden  ein  Minimum  im  Nullpunkte  statt- 
finden, ohne  dass  ein  solcher  Kreis  existirt.  Man  wird  das  am 
Besten  an  einem  Beispiele  ersehen. 

Es  seien  durch  die  Gleichungen  (p{x,  y)  =  0  und  ip[x,  y)  =  0 
zwei  Curven  dednirt,  deren  jede  den  Nullpunkt  enthält  und  die 
x^-Ebenc  wenigstens  in  der  Umgebung  desselben  in  zwei  Theile 
zerschneidet:  einen,  in  welchem  q>[x,y)  (resp.  ifj(x,y))  positiv, 
und  einen,  in  welchem  tp  {x,  y)  (resp.  ip  [x,  y))  negativ  ist.  Das 
Product  f{Xj  y)  =  (p  (x,  y)  .  ip  (ac,  y)  wird  dann  bei  dem  Fort- 
gange auf  einem  den  Nullpunkt  umgebenden  kleinen  Kreise 
zweimal  positiv  und  zweimal  negativ  werden  (vgl.  Fig.  4)  und 


Fig.  4. 

beim  Fortgange  auf  einer  den  Nullpunkt  enthaltenden  Geraden 
an  der  Stelle  (0,  0)  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth  anneh- 


r 
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men,  je  nachdem  die  Gerade  ins  Gebiet  f[x^  y)  <  0  oder  ins 
Gebiet  /"(aj,  y)  >  0  einlrilt. 

Nun  kann  es  aber  vorkommen,  dass  alle  überhaupt  mög- 
lichen Geraden,  welche  man  durch  den  Nullpunkt  legen  kann, 
zunächst  im  Gebiete  f[x^  y)  >  0  bleiben;  und  zwar  wird  dies 
immer  eintreten,  wenn  die  beiden  Curven  an  der  Stelle  (0,  0) 
eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben  und  in  gleichem  Sinne 
gekrümmt  sind.  In  diesem  Falle  findet  auf  jeder  einzelnen  Ge- 
raden im  Nullpunkte  ein  Minimum  statt,  nicht  aber  ein  Minimum 
überhaupt,  da  in  jeder  Nähe  des  Punktes  (0,  0)  noch  negative 
Werlhe  von  f[x^  y]  vorkommen.    Es  sei  z.  B. 

Dann  haben  wir  zwei  Parabeln,  welche  im  Nullpunkte  die  x- 
Axe  berubren  und  ihre  Höhlungen  nach  oben  kehren.  Das  Pro- 
ducl 

fix,  y)  =  (y  ^  p*^?)  iy  -  ?*^*) 

ist  sowohl  oberhalb  als  unterhalb  beider  Curven  positiv,  in  dem 
zwischen  den  Curven  gelegenen  Theile  der  Ebene  aber  negativ 
(vgl.  Fig.  2;.  Jede  von  der  y-  und  der  x-Axc  verschiedene, 
durch  den  Nullpunkt  gelegte  Gerade  trifft  in  grösserem  oder  ge- 


Fig.  2. 

nngerem  Abstände  von  diesem  einmal  das  Gebiet  /*  <  0,  tritt 
aber  vom  Nullpunkte  aus  immer  zunächst  in  das  Gebiet  /*  >  0. 
We  Strecke  vom  Nullpunkte  bis  zum  Uebergange  der  Geraden 
in  den  negativen  Theil  sinkt  allerdings,  wenn  die  Gerade  um 
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den  Nullpunkt  gegen  die  x-Axe  hin  gedreht  wird;  unter  jede 
angebbare  Grenze;  aber  in  dem  Momente,  wo  sie  gleich  Null 
werden  würde,  nämlich  beim  Zusammenfallen  mit  der  a;-Axe, 
streift  die  Gorade  nur  noch  das  negative  Gebiet  und  hält  sich 
gänzlich  in  dem  positiven  Theile. 

Dieses  Verhalten  der  Function  /'(o;,  y)  auf  den  verschiedenen 
Geraden,  wonach  die  a?-Axe  eine  ausgezeichnete  Stellung  unter 
den  letzten  einnimmt,  spiegelt  sich  in  dem  Verhalten  der  Co6ffi- 
cienten  der  £ntwickelung  (2)  gleichsam  ab.    Es  wird  nämlich 

der  Coöfficient  von  x*  ist  also  im  Allgemeinen  positiv,  ausge- 
nommen für  1;  =  0,  d.  h.  fUr  den  Fall,  dass  die  Linie  ^,  t]  mit 
der  cc-Axe  zusammenfällt,  wo  dann  gleichzeitig  mit  dem  Coöffi- 
cienten  von  x*  derjenige  von  x'  verschwindet,  sodass  nun 
derjenige  von  x*  ausschlaggebend  wird,  welcher  wiederum 
positiv  ist.*) 


1)  Das  Beispiel  {y  —  p^x^}  {y  —  q^x^},  (welches  zugleich  das  denkbar 
einfachste  sein  dürfte),  rührt  von  Herrn  G.Peano  her.    Derselbe  hat  in 
einigen   dein  Werke:     »^4.   Genocchi ,   Calcolo  differenziale  pubblicato  con 
aggiunle  dal  G.  Peano,  Toiino  1H84*t  beigefügten  Noten  zuerst  die  oben  aus- 
einandergesetzte Schlussweise,  welche  man  in  der  Theorie  der  Maxinaa  und 
Minima  von  Functionen  mehrerer  Veränderlichen  höufig  angewandt  findet, 
in  ihrer  Fehlerhaftigkeit  erkannt  und  bis  zu  einem  gewissen  Punkte  durch 
eine  bessere  ersetzt.    Ich  war,  ohne  Peano  zu  kennen,  durch  Unter- 
suchungen über  höhere  Variationen  bestimmter  Integrale  auf  Beispiele  ge- 
führt worden,  welche  mir  für  das  Gebiet  der  Variationsrechnung  schliess- 
lich genau  die  gleiche  Erkenntniss  verschafften,  welche  Peano  auf  dem 
Gebiete  der  gewöhnlichen  Maxima  und  Minima  gewonnen  hatte  (vgl.  meine 
Note  :  Ueber  die  Bedeutung  der  Begriffe  »Maximum  und  Minimum«  in  der 
Variationsrechnung,  diese  Ber.  4885  und  Mathem.  Annalen  XXVI,  p.  4  97). 
Ich  fand  sodann,  dass  analoge  Verhältnisse  auch  in  der  Theorie  der  ge- 
wöhnlichen Maxima  und  Minima  vorliegen,  und  hatte  die  hier  folgenden 
Untersuchungen,  welche  über  diejenigen  von  Peano  wesentlich  hinaus- 
gehen, der  Hauptsache  nach  beendigt,  als  ich  durch  Herrn  A.  Mayer  auf 
das  neu  erschienene  Werk  von  Genocchi-Peano  hingewiesen  wurde, 
welches,  wie  mir  derselbe  mittheiite,  auch  von  Herrn  Harnack  in  einem 
Nachtrage  zu  seiner  Serret-Uebersetzung  (II,  4  p.  380)  bereits  citirtwird. 
Ich  werde  in  diesem  Aufsatze  diejenigen  Resultate,  welche  sich  bei  Peano 
finden,  ausdrücklich  als  solche  bezeichnen. 
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§3. 
Verschiedene  Versuche  der  Verbesserung. 

Nachdem  wir  erkannt  haben,  dass  aus  dem  Stattfinden  des 
Maximums,  resp.  Minimums  einer  Function  f{x^  y)  auf  allen 
einzelnen  durch  den  Nullpunkt  zu  legenden  Geraden  noch  keine 
Schlüsse  auf  ein  Maximum  oder  Minimum  in  der  Ebene  gezogen 
werden  können,  tritt  die  Frage  nach  erweiterten  Kriterien  für 
die  Maxima  und  Minima  der  letzten  Art  auf.  Wir  wollen,  bevor 
wir  diese  Frage  in  völlig  erschöpfender  Weise  beantworten, 
zunHchst  einige  Schritte  auf  einem  Wege  vorwärts  thun,  welcher 
auf  den  ersten  Augenblick  verlockend  erscheinen  könnte,  wäh- 
rend eine  nähere  Betrachtung  desselben  uns  überzeugen  wird, 
dass  er  nicht  wesentlich  weiter  führt  als  der  zuerst  eingeschlagene. 

Bei  dem  Beispiele  f(x^  y)  =  (y  —  />*ir*)  (y  —  q^x^)  erhalten 
wir  auf  allen  Geraden  ein  Minimum  im  Nullpunkte.  Nicht  so 
überhaupt  auf  allen  Curven,  welche  durch  den  Nullpunkt  gelegt 
werden  können;  vielmehr  muss  sich  auf  jeder  Gurve,  welche  in 
dem  von  den  beiden  gegebenen  Parabeln  eingeschlossenen  Flä- 

chenslreifen  liegt  (beispielsweise  auf  der  Parabel  y—  ag^=0) 

ein  Maximum  ergeben.  Nun  lässt  sich  jede  beliebige  Gurve  ana- 
lytisch durch  einen  variabeln  Parameter  x  darstellen,  indem  x 
und  j^  als  Functionen  desselben  ausgedrückt  werden.  Es  liegt 
daher  die  Frage  nahe,  ob  man  nicht  durch  Untersuchung  des 
Maximums  oder  Minimums  auf  allen  einzelnen  Gurven,  welche 
den  Nullpunkt  enthalten,  zur  Entscheidung  über  das  Maximum 
oder  Minimum  in  der  Ebene  gelangen  kann.  Es  ist  wohl  zweifel- 
los, dass  hier  ein  Zusammenhang  besteht;  die  Beschränkungen 
indessen,  welche  man  den  Functionen  a?(x)  und  y{%)  und  da- 
darch  den  in  Betracht  zu  ziehenden  Gurven  auferlegen  muss, 
um  auf  die  Function  f[x  (x),  y  (x))  die  für  Functionen  einer  Ver- 
änderlichen entwickelten  Kriterien  mit  Erfolg  anwenden  zu 
können,  machen  auch  diese  Schlussweise  unbrauchbar. 

OlTenbar  nämlich  ist  die  einzige  Form,  welche  man  den 
Functionen  x  (x)  und  ^(x)  geben  kann,  ohne  die  Principien  der 
ganzen  Theorie  zu  verlassen,  diejenige  von  Reihen^  welche  nach 
Potenzen  von  x  fortschreiten.    Man  setze  also : 

(3)  ^M  =  ?iX  +  ^,x«  +  .. .  +  ^,„x''», 

y[%]  =  i?,x  -h  »;,x*  -I-  ...  +  i?„x«, 
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und  stelle  die  Forderung,  dass  die  Function  f[x[%)^  y[^])  für 
X  =  0  ein  Maximum  (resp.  Minimum)  werden  solle,  welche 
Werthe  man  auch  für  die  ganzen  positiven  Zahlen  m,  n  und  die 
m  -h  n  Grössen  §^,  . . . ,  |^,  i;^,  . . . ,  r;^  annehmen  mag,  voraus- 
gesetzt natürlich,  dass  nicht  alle  ^  und  iq  gleichzeitig  gleich 
Null  sind. 

Diese  Forderung  ist  z.  B.  bei  der  Function 

f{^^  y)  "=  [y  -  p^^*)  [y  -  9*''^*) 

hinreichend,  um  dixs  Nichtstattfinden  eines  Maximums  oder  Mini- 
mums zu  Tage  treten  zu  lassen.    Denn  für  w  =  1,  n  =  2  wird 

Ist  j/j  von  Null  verschieden,  so  ist  der  Cot^fücient  von  x^  positiv, 
es  findet  daher  auf  allen  solchen  Gurven  im  Nullpunkte  ein  Mi- 
nimum statt;  ist  dagegen  rj^  =  0,  so  reducirt  sich  die  Entwickel- 
ung  auf  das  Glied  4^^  Ordnung,  und  dieses  kann  durch  geeignete 
Wahl  der  Gonstanten  ^^   und  rj^  (z.  B.  durch  die  Substitution 

r;^  =  5-^-^  ^4*)  negativ  gemacht  werden;    es  ßndet  daher  auf 

den  Gurven  der  letzten  Art  unter  Umständen  ein  Maximum  statt. 
Es  ist  aber  gerade  bei  diesem  Beispiele  evident,  dass  man  durch 
Anwendung  dieses  Verfahrens  eigentlich  keinen  Vortheil  erlangt. 
Denn  der  Goöfficient  von  x*,  welcher  untersucht  werden  muss, 
hat  genau  die  Gestalt  der  Function  f{Xf  y),  nur  dass  x,  y  durch 
die  Gonstanten  1^,  tj^  ersetzt  sind.  Die  Discussion  des  Vor- 
zeichens dieser  Goäfficienten  für  die  verschiedenen  Werthe  jener 
Gonstanten  bietet  daher  an  sich  genau  dieselbe  Schwierigkeit, 
wie  die  entsprechende  Discussion  für  die  Function  f(x^  y)  selbst. 
Das  folgende  Beispiel  zeigt  noch  weiter,  dass  die  gestellte 
Forderung  nicht  einmal  eine  hinreichende  Bedingung  des  Mini- 
mums ausdrückt  und  schon  aus  diesem  Grunde  werthlos  ist. 
Setzen  wir  nämlich 

f/)  [x,  y)  —  y  ^  sin*  x , 

xp  (rr,  y)  =  y  —  sin*  a*  —  e     ^  , 

so  werden  durch  die  Gleichungen  (p  (x',  y]  =  0  und  i/'(.t,  y)  =  0 
zwei  Gurven  definirt,  welche  im  Nullpunkte  die  aj-Axe  als  ge- 
meinschaftliche Tangente  und  überdies  mit  einander  eine  Be- 
rührung von  unendlich  hoher  Ordnung  haben.  Es  giebt  alsdann 
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keine  in  der  Form  (3)  darstellbare  Curve,  welche  vom  Nullpunkte 
aus  zwischen  jene  beiden  fiele ;  denn  eine  solche  mUsste  mit  diesen 
Curven  ebenfalls  eine  Berührung  von  unendlich  hoher  Ordnung 
haben,  während  offenbar  jede  Gurve  von  der  Form  (3)  als  al- 
gebraische Curve  nur  eine  Berührung  von  endlicher  Ordnunji^ 
mit  jenen  iranscen deuten  Curven  haben  kann.  Nun  ist  die  Func- 
tion f(Xy  y)  =  (f  [x,  y)  .  xf)  (öc,  y)  in  der  ganzen  Ebene  positiv, 
ausgenommen   den  zwischen  den  beiden  Curven  befindlichen 
Flächenstreifen ,  in  welchem  sie  negativ  ist ;  es  findet  daher  an 
der  Stelle  /*(cc,  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  statt. 
Trotzdem  tritt  auf  jeder  Curve  (3)  ein  wirkliches  Minimum  ein, 
und  zwar  ein  solches,  welches  durch  die  für  Functionen  einer 
Variabeln  gültigen  allgemeinen  Kriterien  deutlich  erkennbar  ist; 
in  der  That  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  bei  jedei^  Wahl  der 
Zahlen  m,  n  und  der  Grössen  ^4,  ...  tj^  von  Null  verschiedene 
Goefficienten  in  der  Entwickelung  von  /'(a;(x),  y(x))  vorkommen, 
deren  erster  dann  natürlich  jedesmal  von  gerader  Ordnung  und 
positiv  ist. 

Man  könnte  die  angegebene  Methode  so  erweitern,  duss  sie 
auch  bei  dem  letzten  Beispiele  nicht  geradezu  ein  falsches  Re- 
sultat liefern  würde,  indem  man  nämlich  das  Maximum  und 
Minimum  nicht  nur  auf  allen  Curven  von  der  Form  (3),  sondem 
auch  auf  allen  denjenigen  Cuven  untersucht,  welche  aus  der 
Form  (3)  dadurch  hervorgehen,  dass  man  m  und  n  unendlich 
gross  werden  lässL  In  dieser  erweiterten  Form  ist  auch  die 
Curve  y  —  sin*  x  =  0  darstellbar,  wenn  man 


,7?  =  X  ,     y 


setzl;  es  würden  für  diese  Curve  alsdann  die  sümmtlichen  Ent- 
wickelungscoi^fficienten  der  Function  f(x(yc),  ^(x))  verschwinden, 
sodass  man  einen  Schluss  auf  das  Minimum  der  Function  f{Xj  y) 
überhaupt  nicht  ziehen  könnte.  Es  ist  nicht  unwahrscheinlich, 
dass  diese  erweiterte  Forderung  wirklich  eine  zugleich  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Minimums  ausdrückt. 
Indes  ist  dieselbe  praktisch  noch  unbrauchbarer,  als  diejenige, 
welche  vorher  angenommen  war;  denn  sie  macht  durch  Ein- 
führung unendlich  vieler  unbestimmter  Grössen  ^^y  ^,,  ...  ly^, 
}/i,  ...  im  Allgemeinen  eine  unendlich  grosse  Anzahl  von  Einzel- 
untersuchungen nothwendig,  da  durch  Nullsetzen  einer  genügen- 


^  I 
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den  Menge  jener  Grössen  immer  beliebig  viele  der  Entwickel- 
ungscoSfßcienten  von  f{x  (x),  y  (x))  zum  Verschwinden  gebracht 
werden  können,  wobei  also  jedesmal  der  erste  nicht  verschwin- 
dende Co(^fficient  hinsichtlich  des  Vorzeichens  zu  untersuchen 
bleibt.  Wir  sehen  daher  von  einer  weiteren  Discussion  jener 
Forderung  ab  und  schlagen  jetzt  einen  Weg  ein ,  der  uns  auf 
bequeme  Art  zu  völlig  allgemeinen  und  gleichzeitig  praktisch 
brauchbaren  Kriterien  hinfuhren  wird. 


Fundamentale  Eintheilimg  der  Fnnetionen  von  zwei  Variabein. 

Wir  beginnen  mit  einer  wichtigen  Unterscheidung  aller  im 
Nullpunkte  verschwindenden  Functionen  /"(.t,  y)  hinsichtlich 
ihres  Verhaltens  in  der  Umgebung  dieser  Stelle.  Wir  sahen 
nämlich,  dass  bei  Functionen  einer  einzigen  Veränderlichen  die  An- 
wendbarkeit der  auf  Potenzentwickelung  gegründeten  Kriterien 
des  Maximums  oder  Minimums  davon  abhängig  war,  ob  die  Func- 
tion f[x)  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  (T  =  0,  an  der  sie 
verschwindet,  schnell  genug  mit  x  veränderte,  sei  es  in  dem 
einen  oder  anderen  Sinne ;  es  musste  eine  Potenz  ax^  mit 
der  Eigenschaft  exisliren,  dass  zwischen  gewissen  Grenzen 
—  y  <  cc  <  3  der  absolute  Wert  von  f  [x]  beständig  grösser  als 
\ax^]  (oder  höchstens  gleich  [o.t'*])  wurde;  bei  denjenigen  Func- 
tionen, welche  dieser  Bedingung  nicht  genügten,  konnte  auf 
dem  Wege  der  Potenzentwickelung  überhaupt  keine  Entschei- 
dung über  dasMaximum  oder  Minimum  gewonnen  werden.  Offen- 
bar wird  für  eine  Function  von  zwei  Variabein  eine  analose 
Bedingung  existiren,  von  deren  Erfüllung  von  vornherein  die 
Möglichkeit  abhängt,  durch  Potenzentwickelung  über  Maximum 
und  Minimum  zu  entscheiden.  Es  fragt  sich,  wie  diese  Bedingung 

zu  formuliren  sein  wird.  Eine  Potenz  ar'^  (wo  r  =  yäc*  +  t/*)  mit 
der  Eigenschaft,  dass  für  0  <  7'  <  j,  d.  h.  innerhalb  eines  Kreises 
mit  dem  Radius  3,  überall  f{x^  y)  absolut  grösser  als  ar"^  sei,  darf 
man  jedenfalls  nicht  verlangen;  denn  dadurch  würden  über- 
haupt alle  Functionen  f[x^  y),  die  an  der  Stelle  (0,  0)  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  haben,  von  der  Untersuchung  aus- 
geschlossen, da  dieselben  auf  jedem  noch  so  kleinen  Kreise  um 
den  Nullpunkt  sowohl  positiv  als  negativ  und  daher  auch  gleich 


r^ 
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Null  werden  köoDen.  Es  wäre  dies  aber  auch  durchaus  nicht 
die  natürliche  Verallgemeinerung  unserer  für  Functionen  eines 
einzigen  Argumentes  präcisirten  Forderung ;  denn  die  charakte- 
ristische Eigenschaft  der  letzteren  lag  nur  darin,  dass  das  Ver- 
halten der  Function  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  der  Deutlichkeit  ausgeprägt  sein  musste, 
gleichgültig,  ob  dies  im  Sinne  des  Maximums  oder  des  Minimums 
oder  des  Nichteintretens  von  Maximum  und  Minimum  der  Fall 
war.  Zu  der  wahren  Verallgemeinerung  jener  Forderung  für 
Functionen  von  zwei  Variabein  führt  folgende  Ueberlegung. 

Offenbar  wird  die  im  Nullpunkte  verschwindende  Function 
f[x^  y),  da  sie  stetig  ist,  auf  jedem  um  den  Nullpunkt  als  Gentrum 
mit  einem  beliebigen  Radius  r  beschriebenen  Kreise  irgendwo 
einen  grössten  und  einen  kleinsten  Werth  annehmen  [falls  sie 

sich  nicht  auf  eine  Function  der  einen  Variaböln  r  =  V cc*  +  y^ 
reducirt),  und  zwar  werden  die  Vorzeichen  dieser  beiden  extremen 
Werthe^  welche  wir  mit  f^  [r]  und  /*,  (r)  bezeichnen  wollen,  für 
genügend  kleine  Radien  r  das  Eintreten  oder  Nichteintreten  des 
Maximums  oder  Minimums  im  Nullpunkte  erkennen  lassen.  Sind 
Dämlich  beide  Grössen  f^  (r)  und  f^  (r)  positiv ,  so  wird  ein  Mi- 
Dimum,  sind  beide  negativ,  ein  Maximum,  sind  endlich  die  Vor- 
zeichen entgegengesetzt,  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
stattfinden.  Der  Grad  der  Deutlichkeit^  bis  zu  welchem  das  Ver- 
halten der  Function  f[x^  y]  ausgeprägt  ist,  ist  nun  in  allen  drei 
Füllen  gleichmässig  daran  zu  messen,  ob  eine  Potenz  ar^  mit 
der  Eigenschaft  existirt,  dass  für  jeden  Werth  von  r  unterhalb 
einer  gewissen  Grenze  g  beide  Extremwerthe  f^  (r)  und  /*,  (r) , 
ahmlut  genommen^  grösser  als  ar^  werden.  Die  Forderung,  dass 
eine  solche  Potenz  angebbar  sei,  ist  die  gesuchte  Verallgemeiner- 
ung der  vorher  für  Functionen  einer  Veränderlichen  prücisirten 
Bedingung ,  von  welcher  die  Anwendbarkeit  der  allgemeinen 
Kriterien  abhing;  ist  jene  Forderung  nicht  erfüllt,  so  kann  man 
auf  die  Gewinnung  sicherer  Kennzeichen  des  Maximums  oder 
Minimums   durch   Potenzentwickelungen    irgend   welcher  Art 
keinenfalls  rechnen.  Denn  alsdann  ist  der  äusserste  Betrag,  bis 
zu  welchem  die  Function  f[x^  y]  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(0,0)  entweder  dem  Werthe  Null  von  der  einen  Seite  nahekommt; 
oder  um  den  sie  darüber  hinausgehend  sich  nach  der  andern 
Seite  von  demselben  entfernt,  ein  so  geringer,  dass  er  sich  durch 
keine  noch  so  hohe  Potenz  von  r  ausdrücken  lässt;  die  Potenz- 

Miib.-pliya.  Classa  1886.  g 
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entwickelung  kann  daher  auch  Dicht  zur  Unterscheidung  zwischen 
den  beiden  Fallen  fuhren,  wo  der  Werth  Null  nicht  ganz  erreicht 
und  wo  er  noch  um  ein  Weniges  überschritten  wird.  Ein  Beispiel 

dieser  Art  liefert  die  Function  y*  +  e     ^  ,  welche  ein  Minimum, 

_  P' 
sowie  die  Function  y*  ■—  e     ^ 
welche  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  hat.  Jene  nähert 
sich  dem  Werthe  Null  von  der  positiven  Seite  bis  zum  Betrage 

e  ^  (für  y  =  0),  diese  überschreitet  die  Null  um  denselben  Be- 
trag nach  der  negativen  Seite  hin.  llebrigens  gehören  hierher 
auch  sämmtliche  Quadrate  von  Functionen,  die  sowohl  positiv 
als  negativ  werden  können,  sowie  überhaupt  alle  Functionen, 
welche  in  jedei*  Nähe  der  Stelle  (0,0)  den  Werth  0  zwar  noch 
erreichen,  aber  nicht  überschreiten. 

Existirt  nun  andrerseits  eine  Potenz  or**,  deren  Werth, 
so  lange  r  unterhalb  einer  gewissen  Grenze^  bleibt,  immer 
kleiner  als  die  absoluten  Werthe  der  beiden  Extreme  f^  (r)  und 
f^  (r)  ist,  so  lässt  sich  die  Frage,  ob  im  Nullpunkte  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  der  Function  f(x,  y)  oder  keins  von  beiden 
stattfindet,  auf  Grund  der  Potenzentwickelung  immer  mit  Sicher- 
heit und  Vermittelsteiner  endlichen  Anzahl  principiell  geordneter 
Einzeluntersuchungen  beantworten.  Wie  das  geschieht,  soll  im 
Folgenden  auseinandergesetzt  werden. 

§5. 

Eedaction  des  Problems  von  beliebigen  Functionen  auf  ganze 

rationale  Functionen. 

Man  entwickle  die  Functionen  f  (x,  y)  mit  Benutzung  der 
Lagrange'schen  Restform  nach  Potenzen  von  x  und  y.  Be- 
zeichnet man  dann  die  Gesammtheit  der  Glieder  r^'  Ordnung 
kurz  mit  f^^^  {x,  y) ,  so  wird : 

(4)     f[x,  y]  =  /-O)  (X,  y)  +  . . .  +  /•«  (.T,  y)  +  7?„^,  [x,  y] 

Das  Restglied  Hn-^i  (^>  y)  *st  eine  binäre  Form  (n  +  1)**"  Grades, 
deren  Coöfßcienten  aus  den  partiellen  Ableitungen  (n  -h  4)^®'0rd- 


r 
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Dung  der  Function  f(x^  y)  für  die  Argumente  ^i«,  ^t/  (0  <  ^<  1 ) 
gebildet  sind.  Man  kann  in  diesem  Restgeliede  x  und  y  durch 
r  und  zugleich  alle  Go^fficienteu  durch  die  grösstmöglichen  ab- 
soluten Werthe  ersetzen,  welche  sie  überhaupt  annehmen 
können,  so  lange  r  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  bleibt,  und 
erhält  so  für  den  absoluten  Werth  von  Ä^^-i  (^>  y]  ^^^^  obere 
Grenze  Ar^'^\  Da  nun  für  alle  genügend  kleinen  r  die  mit 
/",  (r)  und  f^  ir)  bezeichneten  extremen  Werthe  der  Function 
/"(a?,  y)  nach  Voraussetzung  absolut  grösser  als  ar-^^sind,  ar^ 
aber  andrerseits  wiederum  grösser  als  i4r **■*"*  ist,  so  folgt  aus 
Formel  (4)  erstens^  dass  für  genügend  kleine  r  immer  die  extremen 
Werthe  der  ganzen  rationalen  Function  G^  (cc,  y)  mit  den  Grössen 
/*4  (r)  und  f^  [r]  entsprechend  gleiche  Vorzeichen  haben ;  und 
%weitenSy  dass,  wenn  a  irgend  eine  Zahl  zwischen  0  und  a  be- 
deutet, immer  eine  obere  Grenze  g'  für  den  Radius  r  so  ange- 
geben werden  kann,  dass  die  beiden  extremen  Werthe  von 
^n {^1  y)  absolut  grösser  als  o'?**  werden,  solange  r  kleiner  als 
g  bleibt. 

Fixiren  wirnämlichfttrsErsteeinenRadiusr,  welcher  kleiner 

als-j  ist  und  somit  der  Bedingung  ar**>  yl ?'***•■*  genügt,  so 

wird  auf  der  rechten  Seile  der  Gleichung 

''^)  ^n  i^s  y)  ==  f[(^,  y)  -  K^i  (^'7  y) 

jedenEalls  an  denjenigen  beiden  Stellen,  welche  den  Extremen 
f^  (r)  und  f^  (r)  der  Function  f  [x,  y)  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
r  entsprechen,  das  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes  massgebend 
sein,  da  dasselbe  hier  (absolut)  grösser  als  ar^  ist,  während  das 
iweite  Glied  kleiner  als  ylr **"*"*  wird;  haben  nun  die  beiden 
Extreme  f^  (r)  und  /*,  (r)  gleiches  Vorzeichen,  so  ist  überhaupt 
auf  der  ganzen  Peripherie  der  Werth  von  f[Xj  y),  als  zwischen 
den  beiden  Extremen  liegend,  absolut  grösser  als  ar^  und  stimmt 
daher  nach  (5)  im  Vor/eichen  mit  G„  (aj,  y)  überein ,  es  haben 
daher  auch  die  beiden  Extreme  von  G^  (.t,  y)  gleiches  Vorzeichen 
mit  den  Extremen  von  f(x,  y) ;  haben  dagegen  die  beiden  Kx- 
Ireme  [^  ir)  und  /",  [r]  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  haben  die 
entsprechenden  Werthe  von  G„  [x,  y)  ebenfalls  entgegengesetzte 
Vorzeichen,  es  müssen  daher  um  so  mehr  den  beiden  Extremen 
der  letzteren  Function  entgegengesetzte  Vorzeichen  zukommen. 
Hiermit  ist  die  erste  der  aufgestellten  Behauptungen  erwiesen. 

8* 
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Die  zweite  Behauptung  ergiebt  sich  durch  ganz  ähnliche 
Ueberlegungen,  wenn  man  den  Radius  r  nicht  nur  kleiner  als 

-j,  sondern  so  klein  annimmt,  dass  a7^^  —  A  ?•*•**  grösser  als  ar^ 

wird,  d.  h.  wenn  man  g'  gleich  — -j —  und  r  kleiner  als  g  macht. 

Dann  nämlich  hat  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5)  für  die  den 
Extremen  /\  [r]  und  f^  (r)  entsprechenden  Werthe  von  x^  y  nicht 
nur  das  Vorzeichen  von  f[x^  y),  sondern  ist  auch  absolut  grösser 
als  aV**.  Es  wird  daher,  wenn  die  Extreme  /",  (r)  und  /",  (r) 
gleiches  Vorzeichen  haben,  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5) 
überhaupt  auf  der  ganzen  Peripherie  absolut  grösser  als  ar^ 
sein ;  und  wenn  die  Extreme  /\  [r)  und  /*,  (7-)  engegengesetztes 
Vorzeichen  haben,  werden  die  jenen  Extremen  entsprechenden, 
ebenfalls  mit  entgegengesetztem  Zeichen  versehenen  Werthe  von 
G^  (x,  y)  absolut  grösser  als  aW^  sein,  um  so  mehr  muss  also  das- 
selbe von  den  Extremen  dieser  letzteren  Function  gelten. 

Wir  können  die  beiden  eben  bewiesenen  Behauptungen 
folgendermassen  zusammenfassen. 

»Es  sei  /"(.x,  y)  eine  an  der  Stelle  (0,  0)  verschwindende 
Function,  deren  Verhalten  in  der  Umgebung  jener  Stelle  ge- 
nügend deutlich  ist,  damit  die  Entscheidung  über  das  Eintreten 
oder  Nichteintreten  eines  Maximums  resp.  Minimums  auf  dem 
Wege  der  Potenzentwickelung  nicht  principiell  unmöglich  sei ; 
mit  anderen  Worten,  es  existire  eine  Potenz  ar*^  von  der  Art, 
dass  auf  jedem  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreise,  dessen 
Radius  r  kleiner  als  eine  bestimmte  Grösse  g  ist,  die  beiden 
extremen  Werthe  (der  grösste  und  der  kleinste)  der  Function 
f[Xy  y),  f^{r)  und  /*^(r),  absolut  grösser  als  ar'"^  seien.  Ent- 
wickelt man  dann  f{x^  y)  mit  Benutzung  der  Lagrange*schen 
Restform  nach  Potenzen  von  o?,  y  und  bezeichnet  die  Gesammt- 
heit  aller  Glieder  der  n  ersten  Dimensionen  mit  G^[Xj  y),  das 
Restglied  mit  i^n  +  i  {^7  V)^  sodass: 

fix,  y)  =  G^[x,  y)  -h  R„^,  (.r,  y] 

wird,  so  verhält  sich  die  ganze  rationale  Function  Gf^{x,  y)  in 
der  Umgebung  der  Steile  (0,  0)  ganz  so  wie  die  Function  f(Xj  y). 
Erstens  nümlich  stimmen  die  extremen  Werthe  beider  Func- 
tionen für  jeden  genügend  kleinen  Radius  r  dem  Vorzeichen 
nach  entsprechend  überein,  woraus  folgt,  dass  im  Nullpunkte 
für  beide  Functionen  gleichzeitig  ein  Maximum  oder  ein  Mini- 
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mum  oder  weder  eines  noch  das  andere  eintritt;  und  zweitens 
sind,  wenn  a'  irgend  eine  Zahl  zwischen  0  und  a  bedeutet,  für 
jeden  Radius  r  innerhalb  eines  gewissen  Kreises  g'  die  extremen 
Werthe  der  Function  G^  (aj,  y)  absolut  grösser  als  a'r**,  woraus 
folgt,  dass  auch  der  Grad  der  Deutlichkeit^  welchen  das  Verhal- 
ten der  Function  G^{x^  y)  zeigte  der  nämliche,  wie  bei  der  Func- 
tion /*(x,  y)  ist.« 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  dem  zum  Beweise  des 
vorsiebenden  Satzes  angestellten  Ueberlegungen  überall  f(x^  y) 
mit  G^{oo^  y)  vertauscht  werden  kann,  da  nur  die  Gleichung  (5) 
zur  Anwendung  kommt.  Man  erhält  dadurch  einen  neuen  Satz, 
welcher  gewissermassen  als  Uinkehrung  des  vorstehenden  gelten 
kann.  Bedenkt  man  noch,  dass,  wenn  /"(O,  0)  verschieden  von 
Null  ist,  man  nur  im  Vorhergehenden  überall  /"(x,  y)  durch  die 
Differenz  f[x^  y)  — /"(O,  0)  zu  ersetzen  hat,  so  ergiebt  sich 
durch  Zusammenfassung  beider  Sätze  schliesslich  Folgendes: 

Eine  beliebig  gegebene  Function  f{x,  y)  werde  nach  Potenzen 
von  sCy  y  entwickelt.   Lässt  sich  dann  die  Zahl  n  und  eine  positive 
Grosse  a  so  bestimmen,  dass  die  aus  allen  Gliedern  der  ersten 
n  Dimensionen  gebildete  ganze  rationale  Function  G„{x,  y)  auf 
jedem  Kreise  r,  der  in  einem  gewissen  Gebiete  g'  liegt,  extrxme 
Werthe  von  absolut  grösserem  Betrage  als  a'  r^  besitzt,  so  haben 
die  beiden  Functionen  f(x,  y)  und  G^  [x,  y)  im  Nullpunkte  gleich- 
zeitig ein  Maximum  oder  ein  Minimum  oder  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum.   Lässt  sich  dagegen  eine  solche  Zahl  n  mit  der 
angegebenen  Eigenschaft  nicht  bestimmen,  so  ist  die  Entscheidung 
über  das  Verhalten  der  Function  f[x,  y)  auf  dem  Wege  der  Potenz- 
entwickelung überhaupt  principiell  unmöglich.  Es  genügt  hiernach, 
um  aus  der  Function  Gf^(x,  y)  einen  Schluss  auf  die  Function 
f{x,  y)  zu  ziehen,  noch  nicht,  dass  G„  (cc,  y)  ein  deutliches  Ver- 
halten hinsichtlich  des  Maximums  oder  Minimums  zeigt ;  vielmehr 
muss  noch  die  auf  die  Grössenordnung  der  Extreme  von  G^  {x,  y) 
bezügliche  Bedingung  erfüllt  sein. 

Wir  werden  die  letztere  Thatsache  später  schon  an  Bei- 
spielen von  der  denkbar  einfachsten  Beschaffenheit  bestätigt 
finden,  wo  nämlich  die  Function  f{x,  y)  selbst  eine  ganze  rationale 
Function  ist  und  wo  einmal  die  aus  den  ersten  n  Dimensionen  zvr- 
sammengesetzte  Function  G^(x,  y)  in  der  Umgebung  des  Null- 
punktes beständig  positiv  ist,  während  f  (x,  y)  auch  negativ  werden 
ia»n,  ein  andermal  hingegen  G„  {x,  y)  sowohl  positiv  als  negativ 
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tüirdj  während  f{Xjij]  constantes  Vorzeichen  bewahrt  (vgl.  Bei- 
spiel (4)  und  (2)  am  Schluss). 

Durch  den  aufgestellten  FundamentalsatK  ist  die  Unter- 
suchung der  Function  f(Xj  y)  zurückgeführt  auf  die  Unter- 
suchung der  ganzen  rationalen  Function  G^{x^y),  Man  wird 
zunächst  n  =  S!  annehmen,  dann  n  »  3  u.  s.  w.,  und  jedesmal 
die  entsprechende  Function  G,j  [x^  y)  hinsichtlich  ihrer  Extrem- 
werthe  prüfen.  Ist  dann  die  Entscheidung  über  das  Maximum 
oder  Minimum  der  Function  f[Xj  y)  überhaupt  auf  dem  Wege 
der  Potenzentwickelung  ausführbar,  so  niuss  man  früher  oder 
spater  zu  einer  Function  6?„{iE,  y)  gelangen,  für  welche  jene 
Extrem vverthe  absolut  grösser  als  ein  Ausdruck  a'r^  sind,  und 
diese  Function  liefert  die  gesuchte  Entscheidung. 

Es  ist  jetzt  die  Frage  zu  beantworten :  Wie  kann  man  er- 
kennen, ob  eine  Grenze  g'  und  eine  Grösse  a'  von  der  Alt  exi- 
stiren ,  dass  auf  jedem  Kreise  r  <^  g'  die  Extrem werlhe  einer 
gegebenen  ganzen  rationalen  Function  n*®"  Grades  G^  (cc,  y] 
absolut  grösser  als  a'r^  werden?  Und  wie  kann  man  eventuell 
die  Vorzeichen  jener  Extremwerthe  feststellen  und  damit 
schliesslich  zur  Entscheidung  über  das  Maximum  oder  Minimum 
der  Function  G^[Xj  y)  im  Nullpunkte  kommen?  Mit  anderen 
Worten :  Wie  gestaltet  sich  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima 
für  ganze  rationale  Functionen,  auf  deren  Behandlung  der  Fun- 
damentalsatz das  allgemeine  Problem  zurückführt? 

Diese  Frage  lässt  sich,  wie  die  nachfolgende  Untersuchung 
zeigen  wii-d,  mit  absoluter  Vollständigkeit  beantworten. 

§  6. 
Homogene  Fanctionen. 

W' ir  beginnen  mit  dem  einfachsten  Falle,  wo  G„  (a,  y)  ein 
homogener  Ausdruck  n^^  Grades  ist: 

n 

(^n  {^',  y)  =^«,-  «-•"  ~ '  y'  • 

Der  Werth  einer  solchen  homogenen  Function  ändert  sich  auf 
jeder  den  Nullpunkt  enthaltenden  Geradon  proportional  der 
/i*®"  Potenz  von  r.  Sind  also  G  und  G'  die  Extremwerthe  von 
Gn[x,  y)  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises,  so  sind  Gr^ 


r 
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und  GV**  die  Extremwerthe  auf  einem  beliebigen  Kreise  r. 
IHe  Vorzeichen  von  G  und  6'  kann  man  direct  durch  Zerlegung 
der  Form  G^  in  ihre  linearen  Factoren  erkennen,  zu  deren  Auf- 
findung die  Lösung  einer  Gleichung  n^^  Grades  genügt.  Im 
Voraus  sieht  man,  dass,  wenn  die  Ordnung  n  eine  ungerade  ist, 
G  und  G'  von  Null  verschieden  und  entgegengesetzt  gleich  sein 
müssen,  da  der  Ausdruck  G^  [x,  y)  bei  Vertauschung  von  o:,  y 
gegen  —  ap,  —  y  sein  Vorzeichen  wechselt.  Ist  dagegen  n  eine 
gerade  Zahl,  und  sind  erstens  die  Linearfactoren  imaginär,  so 
kann  die  Form  G„  [x,  y)  weder  ihr  Vorzeichen  wechseln,  noch 
verschi^inden,  sie  ist  definü  und  die  Extreme  G  und  G'  haben 
gleiche  Vorzeichen;  sind  zweitens  reelle  Linearfactoren  und 
mindestens  einer  derselben  in  ungerader  Ordnung  vorhanden, 
so  nimmt  die  Form  G,j(aj,  y)  beide  Vorzeichen  an,  sie  ist  indefi- 
nit und  das  Vorzeichen  von  G'  ist  dem  von  G  entgegengesetzt ; 
treten  endlich  drittens  reelle  Linearfactoren  zwar  auf,  aber  jeder 
nur  in  gerader  Ordnung,  so  kann  die  Form  G^  [x^  y)  zwar  ver- 
schwiDden,  aber  nicht  das  Zeichen  wechseln,  sie  ist  semidefinit 
und  eins  der  Extreme  G  und  G'  ist  gleich  Null. 

In  allen  Fällen,  mit  Ausnahme  des  letzten,  ist  eine  positive 
Zahl  a  so  bestimmbar,  dass  auf  jedem  beliebigen  Kreise  r  die 
Extremwerthe  der  Function  G^j  (öd,  y),  nämlich  Gr^  und  G'r^, 
absolut  grösser  als  ar^  werden ;  man  braucht  ja  nur  a'  kleiner 
als  die  absoluten  Werthe  von  G  und  G'  anzunehmen.    In  allen 
jenen  Fällen  findet  daher  an  der  Stelle  (0,  0)  auf  genügend 
deutliche  Weise  (im  vorher  präcisirten  Sinne  des  Wortes)  ent- 
weder ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Function  G^(x,  y) 
oder  keins  von  beiden  statt,  worüber  die  Vorzeichen  der  Ex- 
treme G  und  G'  entscheiden.    Welches  diese  Vorzeichen  sind, 
ist  jedesmal  leicht  aus  den  Linearfactoren  erkennbar;  denn  wenn 
die  Form  G^  (oc,  y)  indefinit  ist,  so  sind  die  Vorzeichen  entgegen- 
gesetzt, und  wenn  sie  definit  ist,  stimmen  sie  unter  einander 
und  mit  dem  Vorzeichen  der  Form  G^^  (x,  y)  selbst  für  irgend 
ein  specielles  Werthepaar  von  x,  y  überein.    In  dem  Falle  end- 
lich, wo  reelle  Linearfactoren  vorhanden  sind,  aber  jeder  nur 
io  gerader  Ordnung,  tritt  an  der  Stelle  (0,  0)  weder  ein  Maxi- 
mum noch  ein  Minimum  der  Form  G^  [x,  y)  ein,  da  dieselbe  in 
der  Umgebung  zwar  nicht  beide  Vorzeichen  erhalten,  wohl  aber 
verschwinden  kann.    Eine  Grösse  a'  mit  der  verlangten  Eigen- 
schaft existirt  in  diesem  Falle  nicht. 
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Die  Zerlegung  der  Function  Gf^(Xj  y)  in  Linearfacioren, 
welche  die  Lösung  einer  Gleichung  n^^  Grades  erfordert ,  ist 
übrigens  nicht  unbedingt  nothwendig,  sondern  man  kann  auch 
durch  elementare  algebraische  Operationen  zum  Ziel  gelangen. 

Zunächst  nämlich  wird  man  nach  bekannter  Methode  durc^ 
Absonderung  der  etwaigen  viellachen  Factoren  die  Function 
G^  [Xj  y)  auf  die  Form  bringen  : 

wo  allgemein  ip^  das  einfache  Product  aller  der  Linearfäctoren 
bezeichnet,  welche  G^  in  der  x^^°  Ordnung  enthält  (sodass  also, 
wenn  kein  Factor  dieser  Ordnung  vorkommt,  ip^^  eine  blosse 
Gonstante  ist,  und  im  Besondern  die  Function  G^^  sich  auf  if/^ 
reducirt,  wenn  sie  nur  einfache  Factoren  besitzt).  Vermittelst 
des  Stürmischen  Satzes  lässt  sich  dann  welter  für  jede  der 
Functionen  t/;^,  .  ..  entscheiden,  ob  sich  unter  ihren  Linear- 
facioren reelle  befinden  oder  nicht;  worauf  man,  da  man  auch 
die  Exponenten  m,  ...  kennt,  die  vorher  angegebenen  Salze 
unmittelbar  anwenden  kann. 

Die  eben  skizzirte  Theorie  der  ganzen  homogenen  Func- 
tionen liefert  uns  auf  Grund  des  Fundamentallheorems  für  die 
allgemeine  Theorie  des  Maximums  und  Minimums  beliebiger 
Functionen  den  bekannten  Satz : 

»Sind  in  der  Entwickelung  der  Function  f{x,  y)  nach  Pölenr- 
zen  von  cc,  y  alle  Glieder  1**'  bis  (n  —  i)**'  Dimension  identisch 
gleich  Nullj  während  die  Glieder  n*®'  Dimension  eine  Form  G„  [x,  y) 
bilden^  und  ist  erstens  G^(x,  y)  indefinit  {was  bei  ungerctdem  n 
immer  der  Fall  ist),  so  findet  an  der  Stelle  (0,  0)  weder  ein  Maxi- 
mum noch  ein  Minimum  der  Function  f{x,  y)  statt;  ist  zweitens 
Gfi  {^t  y)  definitj  so  tritt  je  nach  dem  Vorzeichen  dieser  Form  ein 
Maximum  oder  Minimum  von  f{x,  y)  ein;  ist  endlich  G^(x,  y) 
semidefinit,  so  lässt  sich  das  Verhalten  der  Function  f[x,  y)  aus 
dem  Verhalten  von  G^  {x,  y)  überhaupt  nicht  erkennen .« *) 


1)  Der  Beweis  dieses  bekannten  Satzes  wird  häufig  aaf  Betrachtungen 
gegründet,  deren  Fehlerhaftigkeit  wir  im  Anfange  dieses  Aufsatzes  nach- 
gewiesen  haben.  Herr  Peano  giebt,  um  den  gewöhnlichen  Fehler  zu  ver- 
meiden, einen  Beweis  (p.  197),  welcher  auf  demselben  Grundgedanken  wie 
der  unsrige  beruht.  Es  scheint  mir  indes,  dass  dieser  Beweis  viel  zu  um- 
stttndlich  ist,  wofern  man  bei  dem  einzelnen  Satze  stehen  bleiben  und  den- 
selben nicht  vielmehr  bloss  als  Bestandtheil  einer  umfassenderen  Theorie 
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Nicht  homogene  Functionen. 

Es  sei  nun  Gf^{x,  y)  ein  beliebiger  (nicht  homogener)  Aus- 
druck n*®"*  Grades  ohne  constantes  Glied.  Die  Frage,  ob  im 
Nullpunkte  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  von  G^  (ac,  y)  statt- 
findet, d.  h.  ob  in  der  Umgebung  desselben  G^{x,  y)  überall 
dasselbe  Vorzeichen  hat,  ist  dann  oflTenbar  gleichbedeutend  mit 
der  Frage,  ob  die  algebraische  Curve  G^lx,  y)  =  0  im  Null- 
punkte einen  isolirten  Punkt  besitzt,  oder  nicht.  Hierdurch  wird 
der  Gedanke  nahe  gelegt,  die  bei  der  Discussion  der  Singulari- 
täten algebraischer  Curven  gebräuchlichen  Methoden  auf  unsern 
Fall  anzuwenden.  In  der  That  werden  uns  jene  Methoden  von 
wesentlichem  Nutzen  sein;  denn  wir  werden  vermittelst  der- 
selben die  Discussion  der  Function  G„  (cc,  y)  auf  die  Discussion 

ansehen  will.  Hat  man  nur  jenen  einen  Satz  im  Auge,  so  lässt  sich  der  Be- 
weis (für  beliebig  viele  Variabein  x,y,  s^  . . .)  wohl  am  kürzesten  dadurch 
fuhren,  dass  man  in  der  Entwickelung  der  Function  f{x,  y^  z,  .. .)  schon 
für  das  Glied  n^r  Ordnung  (nicht  erst  für  das  nächste)  die  Lagrange'sche 
Restfonn  einführt.    Es  wird  dann  nämlich 

f{x,yy  ...)  =  Gn(x,y,  ...), 

wo  G^{x,  Sf»  - '  •)  eine  Form  nten  Grades  ist,  deren  Coöfficionten  nicht,  wie 
diejenigen  von  G„  {x,  |/,  . . .)  aus  den  n^^  partiellen  Ableitungen  der  Func- 
tion f{Xf  1/,  .. .}  für  die  Argumente  0,  0, ... ,  sondern  aus  den  entsprechen- 
den Ableitungen  für  die  Argumente  d'X,  O^y,  . ..  (0  <  ^  <  4)  zusammen- 
gesetzt sind.  Man  erkennt  nun  leicht,  dass,  so  lange  r,  d.  i.  Yx^-hy^-h  — 
ood  somit  gleichzeitig  die  Grössen  d'X,  d-y,  ...  unterhalb  einer  gewissen 

Grenze  g  bleiben,  die  Form  G„  (x,  y,  ...)  definit  oder  indefinit  ist,  je- 
nachdem  die  Form  Gf^{x,  y, . . .)  definit  oder  indefinit  ist.  Denn  die  beiden 
eitremenWerthe,  weiche  eine  Form  n^«' Ordnung  mit  unbestimmten  Coeffi- 
cieoten  annimmt,  wenn  man  ihre  Argumente  o;,  y,  ...  der  Bedingung 
x*  +  y*+  •••  =  <  unterwirft,  sind  offenbar  stetige  (algebraische)  Functionen 
jener  Coöfficienten ;  und  da  diese  Extremwertbe  für  die  Form  G^ix,  y, ...), 
(&Us  dieselbe  entweder  definit  oder  indefinit  (nur  nicht  semidefinit)  ist, 
beide  von  Null  verschieden  sind,  werden  sie  bei  genügend  kleinen  Ver- 
if Dderungen  der  Coäfficienten  der  Form,  d.  h.  (wofern  wir  diese  in  die  Form 

^»(^f  V>  >••)  übergehen  lassen)  bei  genügend  kleinen  Werthen  von  ^x, 
^y,  . . .  ihre  Vorzeichen  nicht  wechseln.  —  Es  findet  daher  an  der  Steile 

(0, 0,  .. .)  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Function  G^  {x,  y,  . . .)  (d.  h.  der 
Fanction  fix,  y,  . . .])  oder  weder  das  eine  noch  das  andere  statt,  je  nach- 
dem die  Form  Gf^  {x,  i/,  . . .)  definit  und  entweder  negativ  oder  positiv,  oder 
indefinit  ist.  W.  z.  b.  w. 
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« 

einer  Reihe  homogener  Functionen  reduciren  und  so  zur  voll- 
ständigen Beantwortung  nicht  nur  der  Frage  nach  dem  Maxi- 
mum oder  Minimum  von  G^(x,  y),  sondern  auch  der  Frage  nach 
der  Existenz  eines  Ausdrucks  ar*^  gelangen,  welcher  für  alle 
genügend  kleinen  Werthe  von  r  kleiner  sein  soll,  als  die  abso- 
luten Beträge  der  dem  Radius  r  entsprechenden  Extremwerthe 
von  Gn(x,y]. 

1 .  Um  uns  zunächst  über  die  verschiedenen  Möglichkeiten, 
welche  in  dem  Verhalten  der  Function  Gn{Xj  y)  auftreten  kön- 
nen, zu  Orientiren,  fassen  wir  einen  kleinen  Kreis  r  ins  Auge 
und  suchen  auf  demselben  diejenigen  beiden  Stellen,  an  wel- 
chen die  Function  G^^  [a;,  y)  ihren  grössten  und  ihren  kleiaslen 
Werth  annimmt.  Man  findet  dieselben  bekanntlich,  indem  man 
die  drei  Gleichungen : 

ox  ' 

^.«»^:-  "J  -  Ay  =  0  . 
o;*  -t-  y*  =s  r* 

nach  x^  y  und  l  auflöst.  Durch  Elimination  von  X  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  entsteht  die  Gleichung  n**"  Grades 

Dieselbe  muss  für  alle  Werthe  von  x  und  y  befriedigt  werden, 
welche  den  Stellen  der  extremen  Werthe  von  fr^  [x,  y)  auf  ganz 
beliebigen  Kreisen  r  entsprechen.  Es  liegen  daher  alle  jene 
Extremstellen  auf  der  durch  die  Gleichung  (4)  definirtcn  alge- 
braischen Curve.  Nun  ist  aus  der  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  bekannt,  dass  jeder  den  Nullpunkt  enthaltende 
Zweig  einer  algebraischen  Curve  n*®'  Ordnung  sich  in  der  Um- 
gebung des  Nullpunktes  durch  eine  unabhängige  Variable  x 

in  der  Form : 

(x  =  a,-A  +  a,x*  +  •••, 

darstellen  lässt;  und  zwar  kann  die  Darstellung,  welche  auf 
unendlich  viele  Arten  möglich  ist,  immer  so  eingerichtet  werden, 
dass  in  jeder  der  beiden  Reihen  der  erste  von  Null  verschiedene 
Coöfficient  (falls  ein  solcher  überhaupt  existirt)  höchstens  den 
Index  n  hat.    Es  sind  also  auch  diejenigen  beiden  den  Nullpunkt 


r 
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enthaltenden  Zweige  der  algebraischen  Curve  (1),  deren  Schnitt- 
punkte mit  jedem  Kreise  von  hinreichend  kleinem  Radius  r  die 
Stellen  liefern,  welche  den  extremen  Werthen  von  G^(x,  y) 
auf  diesem  Kreise  entsprechen,  in  der  Form  (2)  durch  einen 
unabhängigen  Parameter  x  darstellbar,  so  lange  wenigstens,  als 
es  sich  nur  um  die  unmittelbare  Umgebung  des  Nullpunktes, 
d.  h,  um  genügend  kleine  Werthe  von  x  handelt.  Wir  wollen 
jene  Zweige  kurz  die  beiden  Extremcurven  der  Function  G„(a?,  y) 
nennen . 

Es  ist  jetzt  der  Fall,  wo  (ausser  etwa  für  vereinzelte  Werthe 
von  r)  die  Extremwerthe  von  ^„(a?,  y)  beide  von  Null  verschie- 
den sind,  von  dem  andern,  wo  einer  derselben  beständig  gleich 
Null  ist,  zu  trennen.  Sind  beide  Extremwerthe  von  Null  ver- 
schieden, so  wird  der  Ausdruck  G^  [x,  y] ,  falls  man  für  x  und  y 
die  einer  Exlremcurve  entsprechenden  Reihen  (2)  einsetzt,  mit 
einer  Potenz  Ayt^  beginnen,  welche  für  genügend  kleine 
Werthe  von  x  sowohl  das  Vorzeichen  als  auch  die  Ordnung  der 
Kleinheit  des  ganzen  Ausdrucks  bestimmt.    Diese  Ordnung  ist 

die  m*®,  wofern  man  x  als  Grösse  erster  Ordnung,  und  die  — *®, 

wofern  man  r  als  Grösse  erster  Ordnung  betrachtet  und  mit  ^i 
den  niedrigsten  in  den  Reihen  (2)  wirklich  vorkommend&ii  Ex- 
ponenten von  X  bezeichnet.  Die  Zahl  ^  ist,  wie  schon  erwähnt, 
bei  geeigneter  Wahl  der  Parameterdarstellung  (2)  höchstens 
gleich  n.  Entsprechende  Grössen  A\  m  und  /u'  erhält  man  für 
die  zweite  Extremcurve.  Sind  nun  die  Zahlen  m  und  m!  nicht 
beide  gerade,  so  kann  von  einem  Minimum  oder  Maximum  der 
Function  G^  [x^  y)  im  Nullpunkte  keinenfalls  die  Rede  sein,  da 
die  Function  dann  jedenfalls  auf  einer  Extremcurve  das  Vor- 
zeichen mit  X  wechselt.  Das  Gleiche  gilt,  wenn  zwar  m  und 
m'  gerade  Zahlen  sind ,  A  und  A'  aber  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  da  alsdann  auch  die  Function  G^  [x^  y]  auf  den 
beiden  Extremcurven  verschiedene  Vorzeichen  aufweist.  Ist 
endlich  m  und  m!  gerade  und  zugleich  A  von  gleichem  Vor- 
zeichen mit  A',  so  tritt  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Func- 
tion G^(x^  y)  ein,  je  nachdem  dieses  Vorzeichen  das  positive 
oder  das  negative  ist.  In  allen  drei  Fällen  lässt  sich  offenbar 
eine  Grösse  a'  und  eine  obere  Grenze  g  des  Radiusvector  r  so 
bestimmen,  dass  für  r  <  g  die  Werthe  von  G^  (x,  y)  auf  beiden 
Extremcurven  überall  absolut  grösser  als  aV^  werden,  wo  mit 
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p  die  grössere  der  beiden  Zahlen  —  und  —7  bezeichnet  ist,  und 

zwar  ist  dieser  Exponent  p  (der  aber  natürlich  nicht  nothwendig 
eine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht]  zugleich  der  kleinste^  für  wel- 
chen ein  Ausdruck  ar^  mit  der  angegebenen  Eigenschaft  existirl. 
Ist  dagegen  der  Werth  von  G^lx,  y)  auf  einer  der  beiden 
Extremcurven  beständig  gleich  Null,  so  findet  selbstverständlich 
kein  Maximum  oder  Minimum  im  Nullpunkte  statt,  und  noch 
weniger  giebt  es  einen  Ausdruck  aV^  von  der  eben  verlangten 
Art.  Dieser  Fall  kann  aber  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Func- 
tion Gfi  [Xj  y]  einen  quadratischen  Factor  enthalt,  durch  dessen 
iNullsetzen  eine  den  Nullpunkt  enthaltende  reelle  Doppeicurvc 
deünirt  wird,  da  sonst  mit  dem  Verschwinden  der  Function 
G^  (cc,  y)  beim  Fortgange  auf  irgend  einem  Kreise  r  ein  Zeichen- 
wechsel verbunden  sein  müsste.  Nun  kann  man  sich  alleinaJ 
im  Voraus  durch  elementaralgebraische  Operationen  Gewissheil 
hinsichtlich  der  Existenz  quadratischer  Factoren  überhaupt  ver- 
schaffen. Wir  wollen  daher  in  der  Folge  der  Einfachheit  wegen 
annehmen,  dass  die  Function  G^[x^  y)  solche  quadratische  Fac- 
toren, durch  welche  reelle  Doppelcurven  definirt  würden,  jeden- 
falls nicht  enthält 

Unter  dieser  Voraussetzung,  deren  Eintreffen  man  bei  jedem 
einzelnen  Beispiele  in  erster  Linie  zu  prüfen  haben  wird,  giebt 
es,  den  vorher  angestellten  Ueberlegungen  zufolge,  immer  eine 
kleinste  Zahl  p^  zu  welcher  sich  eine  Constante  d  und  eine 
obere  Grenze  g'  des  Radius  r  so  bestimmen  lässt,  dass  auf  jedem 
Kreise  r  <  ^'  beide  Extremwerthe  der  Function  G^(x^  y)  absolut 
grösser  als  a!r^  werden;  und  zwar  drückt  jene  Zahl  p  (wenn 
man  die  Ordnung  von  r  als  Einheit  nimmt)  die  Ordnung  der 
Kleinheit  der  Function  G^[x^y)  auf  derjenigen  der  beiden  Ex- 
tremcurven aus,  auf  welcher  diese  Ordnung  die  höhere  ist.  Ist 
p  höchstens  gleich  ti,  so  ist  ar^  für  kleine  r  nicht  kleiner  als 
a'r^,  die  beiden  Extremwerthe  von  G^  (rr,  y)  sind  daher  sicher 
auch  absolut  grösser  als  a'r^ ;  ist  dagegen  p  grösser  als  n,  so  wird 
für  kloine  r  mindestens  einer  der  Extremweilhe  von  G^  absolut 
kleiner  als  ar'^^  wie  auch  die  Constante  a  gewählt  werden  mag; 
denn  p  ist  der  kleinste  Exponent,  für  welchen  die  Extremwerthe 
absolut  noch  grösser  als  ein  Ausdruck  aV^  bleiben.  Je  nach 
dem  Verhalten  auf  beiden  Extremcurven  tritt  im  Nullpunkte 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Function  G^  (a?,  y)  oder 
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weder  eins  noch  das  andere  ein«  Indessen  ist  nach  unserem 
Fandamentaltheorem  die  Function  G^(x,  y)  für  eine  Function 
f(x,  y),  aus  deren  Entwickelungsgliedern  4*"  bis  n**' Ordnung 
sie  besteht,  hinsichtlich  des  Maximums  oder  Minimums  nur 
dann  massgebend,  wenn  der  charakteristische  Exponent  p 
höchstens  gleich  n  ist. 

2.    Wollte  man  im  einzelnen  Falle  die  Function  Gfi{Xy  y) 

auf  dem  Wege,  welchen  die  vorsiehenden  allgemeinen  Ueber- 

legungen  genommen  haben,  discutiren,   so  müsste   man   die 

Coöfficienten  in  den  Reihen  (2)  wirklich  berechnen  und  alsdann 

diese  Beihen  in  die  Function  G^[x^y)  einsetzen.    Ein  solches 

Verfahren  w:tire,   da  jene  Coöfficienten   von   unübersichtlichen 

Gleichungen  höheren  Grades  abhüngen,  äusserst  schwerfällig. 

Nun  lässt  sich  aber  ein  Algorithmus  aufstellen,  der  aus  lauter 

elementaren  Operationen  besteht  und  indirect  schliesslich  zu 

demselben  Ziele  ftlhrt,  welches  bei  den  vorstehenden  Ueber- 

legungen  direcl  ins  Auge  gefasst  wurde.     Dieser  Algorithmus 

ist   in  seinen  wesentlichen  ZUgen  als  New  ton -Gram  er 'sehe 

Regel  aus  der  Theorie  der  Singularitäten  algebraischer  Curven 

längst  bekannt. 

Der  Grundgedanke,  durch  welchen  man  zu  diesem  Algo- 
rithmus hingeleitet  wird,  ist  folgender:  Man  denke  sich  zunächst 
die  Reihen  (2)  mit  ihren  unbestimmten  Cot^fficienten  0^,0,,... 
6,,  6„...  in  die  Function  G^[x^  y)  eingesetzt  und  diese  nach 
Potenzen  von  x  entwickelt.  Dann  nehme  man  für  die  Cotiffi- 
cienten  a^,  a,,  . . .  6^,  6„...  alle  überhaupt  möglichen  Werthe 
an  und  untersuche  jedesmal  die  niedrigste  in  der  Entwickelung 
von  G^  {Xj  y)  auftretende  Potenz  von  x.  Jedes  System  von  Werthen 
derCoöfficienten  a^^  a^, ., .,  &i,  &„  . . .  stellt  eine  bestimmte  Curve 
dar,  und  die  niedrigste  Potenz  von  x  charakterisirt  jedesmal  das 
Verhalten  der  Function  G„  (x,  y)  auf  derselben  hinsichtlich  des 
Maximums  oder  Minimums.  Unter  den  unendlich  vielen  Curven 
kommen  dann  jedenfalls  auch  die  beiden  Extremcurven  vor, 
welche  die  endgültige  Entscheidung  der  gestellten  Fragen  liefern ; 
die  Discussion  derselben  wird  daher  in  der  Discussion  aller 
überhaupt  möglichen  Curven  implicite  erhalten  sein. 

Es  Ifist  sich  aber  weiter  zeigen,  dass  man  auf  diesem  Wege 
jedesmal  schon  durch  eine  endliche  Anzahl  einzelner  Untersuch- 
ungen zu  sicherer  Entscheidung  gelangen  kann. 

Man  erkennt  dies  am  besten,  wenn  man  die  Form  der  Reihen 
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(2)  von  An  fang  an  noch  l)esebrankt.  Jede  beliebige  £inschrifinkuiici( 
nämlich  ist  für  unsern  Zweck  zulässig,  sobald  nur  die  Gewiss— 
heit  vorliegt,  dass  durch  dieselbe  keine  der  beiden  Extremcurven 
ausgeschlossen  wird.  Nun  ISsst  sich  jeder  Zweig  einer  algefora— 
ischen  Curve  n*®'  Ordnung,  welche  den  Nullpunkt  enthält,  immer 
durch  Gleichungen  von  der  Form 

{*JU    ^■"    ^/v   **    1 

ausdrücken,  wo  sowohl  a  als  auch  der  Index  ß  des  ersten  von 
Null  verschiedenen  Coöfficienten  hß  (falls  ein  solcher  überhaupt 
existirt)  höchstens  gleich  n  ist.  Unter  den  Curven  von  der  Forni 

(3)  müssen  daher  nolhwendig  auch  die  beiden  unbekannten  Ex- 
tremcurven enthalten  sein. 

Enthält  nun,  wie  wir  angenommen  haben,  die  Function 
G^[x^  y)  keinen  quadratischen  Factor,  dessen  Nullsetzung  eine 
reelle  Doppelcurve  definirt,  so  beginnen  die  den  beiden  Ex- 
tremcurven (3)  entsprechenden  Entwickelungen  von  G^^  te,  y) 
mit  Potenzen  ^ix*'*,  resp.  il'x*'*'.  In  die  Coöfficlenten  A  und  A 
dieser  Potenzen  können  die  Grössen  b  jedenfalls  höchstens  bis 
zum  Index  m,  resp.  m'  eingehen.  Es  wird  daher,  um  das  Ver- 
halten der  Function  G^  (x,  y)  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes 
und  speciell  auf  ihren  beiden  Extremcurven  zu  erkennen,  ge- 
nügen, dass  man,  unter  M  die  grössle  der  Zahlen  m  und  m  ver- 
standen, nach  Einführung  der  unbestimmten  Reihen 

y  =  6^x  -4-  6,x'  +  ... 

in  die  Function  G^[x^  y)  nur  den  ersten  JJf  Grössen  ö^,  fc^,  ... 
alle  möglichen  Werthe  giebt;  denn  die  Werthe  der  folgenden 
sind  ohne  Einfluss  auf  das  Verhalten  der  Function.  Nun  kennt 
man  allerdings  die  Zahl  M  nicht  im  Voraus ;  dieselbe  ergiebt  sich 
indessen  im  Laufe  der  Untersuchungen  von  selbst.  Denn  für 
beliebig  angenommene  Werthe  einer  gewissen  Anzahl  von  Coöf- 
[icienten6kannman,  wie  in  der  Folge  ausführlich  gezeigt  werden 
soll,  jedesmal  entscheiden,  ob  die  höheren  Coljfficienten  noch 
Einfluss  auf  das  erste  Glied  der  Entwickelung  von  G„(.t,  y)  hal>en 
können,  oder  nicht;  zieht  man  also  der  Reihe  nach  immer  mehr 
Cotjfficienten  6  in  Retracht^  so  erkennt  man  den  Moment,  wo  die 
Zahl  if  erreicht  ist,  ganz  genau. 

Durch  die  vorangehende  Ueberlegung  sollte  zunächst  nur 
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naehgewieseD  werden,  dass  man  schliesslich  immer  zu  einer 
Zahl  M  mit  der  Eigenschaft  gelangen  muss,  dass  die  Coöfficienten 
^M+\,  ^M+2,  '  •  •  ftlrdieBeartheilung  des  Verhaltens  von  6r^(a?,  y) 
auf  den  beiden  Extremcurven  unwesentlich  sind. 

3.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  das  in  den  Grundzügen  an- 
gedeutete Verfahren  schrittweise  im  Einzelnen  durchzuführen. 

Setzt  man  nach  (3) 

und iässt  die  Co^fficienten  a^,  bß, ...  unbestimmt,  während  man 
den  Zahlen  a  und  ß  irgend  welche  Werthe  giebt,  so  werden  im 
Allgemeinen  nicht  alle  Glieder  der  Function  Gn{o[%  y)  bei  der 
Entwickelung  nach  x  Beiträge  zu  der  niedrigsten  Potenz  liefern. 
Man  gewinnt  einen  Ueberblick  über  die  verschiedenen  möglichen 
Fälle  vermittelst  der  Newton-Cramer'schen  Regel. 

Es  sei  nämlich  x^  y^^  ein  Potenzausdruck  mit  unbestimmten 
Exponenten  ^,  rj;  wir  fragen  zunächst  nach  den  sämmtlichen 
Werthen  f,  i;,  welche  denselben,  wenn  darin 

(4)  X  =  X«,     y  =  x/^ 

gesetzt  wird,  in  eine  gegebene  Potenz  x''^  verwandeln.  Offenbar 
haben  diese  Eigenschaft  alle  diejenigen  Zahlen  §,  t;,  welche  der 
Gleichung 

a^  -h  ßrj  =  m 
genügen,  und  nur  diese.  Deuten  wir  ^  und  rj  als  rechtwinklige 
Coordinaten  eines  Punktes,  so  definirt  jene  Gleichung  eine  gerade 
Linie,  welche,  wofern  a,  /?,  m  positive  Zahlen  sind,  sowohl  die 
$-  wie  die  rj-^Axe  auf  der  positiven  Seite  schneidet.  Fixirt  man 
einen  beliebigen  Punkt  (^tj)  im  Innern  des  von  jener  Geraden 
und  den  Axen  $  und  tj  gebildeten  Dreiecks,  so  ist  für  denselben 
immer  a^  -h  ßrj  kleiner  als  m^  d.  h.  x^  y*^  wird  durch  die  Sub- 
stitutionen (4)  einer  niedrigeren  als  der  m^°  Potenz  von  x  gleich ; 
umgekehrt  wird  für  jeden,  ausserhalb  des  Dreiecks  in  dem  von 
der  -4-  |-  und  der  -4-  ij-Axe  gebildeten  Winkel  gelegenen 
fHmkt  a^  -^  ßrj  grösser  als  m,  d,  h.  x^  y^  wird  einer  höheren 
als  der  m**°  Potenz  von  x  gleich. 

Wir  denken  uns  nun  sämmtliche,  den  einzelnen  Gliedern 
a>  ffl  des  Ausdrucks  G^  (ac,  y)  entsprechende  Punkte  ^rj  con- 
stniirt  und  fixiren  von  diesen  Punkten  (die  sHmmtlich  zwischen 
[oder  auf)  der  +  §-  und  der  -4-  >;-Axe  liegen)  zunächst  den- 
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jenigen,  welcher  der  f/-Axe  am  |nächsten  (resp.  auf  derselben) 
liegt,  und,  falls  deren  mehrere  existiren,  speciell  denjenigen, 
welcher  die  kleinste  Ordinate  rj  hat.  Um  diesen  Punkt  P^  drehen 
wir  eine  gerade  Linie  aus  einer  durch  die  negative  tj  - kjLe  be- 
stimmten Anfangslage  gegen  die  Richtung  der  positiven  ^- Axe 
hin,  bis  sie  einen  der  übrigen  Punkte  (P,)   trifft  (oder  gleich- 
zeitig mehrere,  in  welchem  Falle  unter  P^  der  am  weitesten  von 
P^  entfernte  zu  verstehen  ist)  und  verbinden  P^  mit  P,   durch 
eine  Gerade.    Hierauf  drehen  wir  die  bewegliche  Linie  in  dem- 
selben Sinne  so  lange  um  den  Punkt  P,,   bis  sie  einen    der 
Übrigen  Punkte  (P,)  trifll  (wobei,  wenn  gleichzeitig  mehrere 
getroffen  werden,  wiederum  unter  Pj  der  am  weitesten  von  P, 
entfernte  verstanden  werden  soll)  und  ziehen  die  Gerade  P,  P^. 
Dies  ist  so  lange  fortzusetzen,  bis  derjenige  der  Punkte  P  er- 
reicht ist,  welcher  der  ^-Axe  am  nächsten  (resp.  auf  derselben] 
liegt  und,  falls  mehrere  solche  exisliren,  unter  diesen  zugleich 
die  kleinste  Abscisse  ^  hat.    Auf  diese  Weise  entsteht  eine  aus 
geradlinigen  Stücken  besiehende  Cnrve  C,  deren  convexe  Seite 
gegen  den  Anfimgspunkt  des  Goordinatensystems  gerichtet  ist. 
Nimmt  man  nun  in  den  Reihen  (3)  für  a  und  ß  irgend  welche 
bestimmte  Zahlen  an,  während  die  Go^fficienten  a  und  h  noch 
unbestimmt  bleiben  sollen,  so  rührt  die  niedrigste  Potenz  von 
X  in  der  Entwickelung  der  Function  G„  (ac,  y)  auf  den  Gurven  (3) 
zunächst  nur  von  den  Substitutionen  o;  =  a^  x",   y  =  ba  tcI^ 
her.   Es  können  ferner  zu  dieser  niedrigsten  Potenz  immer  nur 
solche  Glieder  von  G^  [x,  y)  beitragen ,    deren  entsprechende 
Punkte  P  auf  der  Gurvo  C  liegen.   Denn  ist  P^  =  (^o^o)  ^^^  ^^' 
liebiger  jener  Punkte,  der  nicht  auf  C  liegt,  so  bildet,  wie  wir 
gesehen  haben,  die  durch  P^  gelegte  Gerade 

mit  der  ^-  und  der  ly-Axe  ein  Dreieck  von  der  Beschaffenheit, 
dass  jedes  Glied  x^  y^^,  dessen  Exponenten  einem  innern  Punkte 
des  Dreiecks  entsprechen,  eine  niedrigere  Potenz  von  x  liefert,  als 
das  dem  Punkte  P^  selbst  entsprechende  Glied;  bedenkt  man 
aber,  dass  die  durch  P^  gelegte  Gerade  (da  a  wie  ß  positiv  ist) 
sowohl  die  §-Axe  als  die  ij-Axe  auf  der  positiven  Seite  trifft,  so 
überzeugt  man  sich  durch  den  Augenschein  leicht  davon,  dass 
von  den  auf  der  Gurve  C  gelegenen  Punkten  P  immer  mindestens 
einer  ein  innerer  Punkt  des  betrachteten  Dreiecks  ist,  —  Aber 


Maxiia  und  Minima  der  Functionen  von  zwei  Yariabeln.   129 


auch  von  denjenigen  Gliedern  der  Function  G^  [x,  y),  welchen 
Pankte  auf  der  Curve  C  entsprechen,  können  nicht  alle  gleich- 
s^iifi]^ Beiträge  zu  der  niedrigsten  Potenz  von  x  liefern;  vielmehr 
betheiligen  sich  daran,  je  nach  der  Wahl  der  Zahlen  a  und  ß, 
entweder  nur  ein  einziger  der  vorher  mit  P^,  P„  Pj,  ...  be- 
leicbneten  Eckpunkte,  oder  doch  höchstens  die  Gesammtheit 
aller  derjenigen  Punkte,  welche  auf  einer  und  derselben  in  der 
Oirve  C  enthaltenen  Geraden  liegen.  Denn  verbindet  man  irgend 
iwei  nicht  auf  derselben  Geraden  befindliche  Curvenpunkte 
(Pnnd  P)  mit  einander,  so  entsteht  wiederum  ein  Dreieck,  in 
dessen  Innerem  das  ganze  StUck  der  Curve  C  von  P  bis  P^  ver- 
läuft; und  da  dieses  Curvenstück  sicher  einen  Eckpunkt  enthält, 
d.  h.  einen  Punkt,  dem  ein  Glied  der  Function  G^  entspricht, 
so  hat  man  für  dieses  Glied  wiederum  eine  niedrigere  Potenz 
von  X,  als  ftlr  die  den  Punkten  P  und  P'  entsprechenden 
Glieder. 

Andrerseits  beiheiligt  sich,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll, 
jeder  beliebige  Eckpunkt  von  C  und  jede  beliebige  in  C  enthal- 
tene Gerade  bei  richtiger  Wahl  der  Zahlen  a  und  ß  auch  wirk- 
lich an  der  niedrigsten  Potenz  von  x  in  der  Entwickelung  von 
(if^{Xy  y) ;  und  zwar  kann  man  nach  Belieben  bewirken,  dass 
diese  niedrigste  Potenz  nur  von  einem  einzigen  (einem  Eckpunkte 
entsprechenden)  Gliede  herrührt,  oder  aus  mehreren  (einer 
Geraden  entsprechenden)  Gliedern  zusammengesetzt  ist. 

4.  Wir  ziehen  zunächst  einen  beliebigen ^bArpun^/  (oder  auch 
einen  der  beiden  Endpunkte]  der  Curve  C  in  Betracht  und  legen 
durch  denselben  irgend  eine  Gerade,  welche  sowohl  die  positive 
$-Axe  als  die  positive  rj-Axe  schneidet  und  zugleich  zwischen 
diesen  beiden  Schnittpunkten  niemals  auf  die  concave  Seite  der 
Curve  C  übertritt.  Ist  a^  4-  /?jy  =  y  die  Gleichung  einer  solchen 
Geraden,  wobei  offenbar  in  Anbetracht  des  Spielraums,  den  wir 
derselben  gelassen  haben,  für  a  und  ß  ganze  positive  Zahlen 
angenommen  werden  dürfen,  so  liefert,  wenn  wir  cc  =  x", 
y  =  7iß  setzen ,  einzig  und  allein  das  jenem  Eckpunkte  ent- 
sprechende Glied  von  G^  [x,  y)  die  niedrigste  Potenz  von  x  ;  und 
zwar  ist  dies  die  Potenz  x**^  *  r^,  wenn  ^  und  ?y  die  Coordinaten 
des  Eckpunktes  sind.  Denn  alle  anderen  Punkte  P  liegen 
wiederum  ausserhalb  der  von  der  Linie  a^  -h  ßij  =  y  und  den 
Axen  $nnd  rj  gebildeten  Dreiecks.  Man  sieht  nun,  dass  auf  den 
Curven 
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j  0?  =        x" ,      y  5=  —  x/^ , 


I  aj  =r  —  X**  ,       1/  =   —  x/^, 

und  überhaupt  auf  allen  Curven  von  der  Form  (3)  für  die  ange- 
nommenen Werthe  von  a  und  ß  im  Nullpunkte  nur  dann  gleich- 
zeitig ein  Minimum  oder  gleiebzeUig  ein  Maximum  der  Function 
Gn(Xj  y)  stattfinden  kann,  wenn  in  dem  betrachteten  Gliede 
a>  y'i  dieser  Function  die  Exponenten  ^  und  17  beide  gerade  sind ; 
und  zwar  findet  alsdann,  wenn  der  Co^fticient  jenes  Gliedes 
positiv  ist,  ein  Minimum,  wenn  er  negativ  ist ,  ein  Maximutn 
statt;  ist  dagegen  mindestens  einer  der  beiden  Exponenten  ^ 
und  Yj  ungerade,  so  hat  die  Function  G^[x^  y)  an  der  Stelle 
(0,  0)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Betrachten  wir  zunächst  den  letzten  Fall  eingehender! 
Offenbar  wird  bei  geeigneter  Bestimmung  einer  positiven  Con- 
stanten a!  die  Function  G^  [x^  y)  auf  den  Curven  (5)  für  ge- 
nügend kleine  Werthe  von  x  sowohl  grösser  als  ax**5  +  /^^,  als 
auch  kleiner  als  — o'x^S  *  t^^K  Nennen  wir  nun  «  die  kleinere 
der  beiden  Zahlen  a  und  /?,  und  r,  wie  früher,  den  Radiusvector 

Vo?*-*-  y*,  so  ist  r  auf  den  betrachteten  Curven  von  der  Ordnung 
x^  und  das  Anfangsglied  in  der  Entwickelung  der   Function 

G^[Xy  y)  von  der  Ordnung  r  ^  .Es  wird  daher  (wiederum 
bei  geeigneter  Bestimmung  einer  positiven  Constante  o")  die 

Function  G^  (a?,  y)  auf  den  Curven  (5)  sowohl  grösser  als  a'V      ^ 

a^-^  ßv 

als  auch  kleiner  als  —  o'V  ^  .  Nun  ist  klar,  dass  die 
Veränderung  der  Function  G^{x,  y)  auf  den  beiden  unbekannten 
Extremcurven  mindestens  ebenso  rasch  vor  sich  gehen  muss, 
d.  h.  dass  auf  einer  derselben  G^(Xj  y)  sicherlich  auch  grösser 
cl  +  jgy  a^-^  ßv 

als  a'r  ^  ,  auf  der  andern  kleiner  als  —  aV  ^  sein 
wird.   Ist  die  Grösse —  höchstens  gleich  w,  so  sind  damit 

überhaupt  alle  hinsichtlich  der  Function  G^  gestellten  Fragen 
erledigt;  denn  es  folgt  in  diesem  Falle,  dass  das  Verhalten  der 
Function  G^[x^  y)  deutlich  genug  ist,  um  für  eine  beliebige 
Function  f{x^  y),  von  der  sie  die  Entwickelungsglieder  1**'  bis 


r 
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n**'  Ordnung  bildet,  massgebend  zu  sein.    Ist  dagegen/* — ^- 

grösser  als  ?},  so  zeigt  die  Untersuchung  des  einzelnen  Eck- 
punktes zwar,  dass  die  Function  G^  [x,  y)  selbst  kein  Maximum 
oder  Minimum  hat,  aber  sie  entscheidet  nicht  die  Frage,  ob 
die  Aenderung  auf  den  Exlremcurven  genügend  stark  ist,  um 
für  die  Function  /*(cc,  y)  den  Ausschlag  zu  geben.  Indessen  ist 
es  möglich,  dass  man  durch  Ausnutzung  des  Spielraumes,  den 
die  Gerade  a  J  +  ßtjss  y  und  mit  ihr  die  Zahlen  q  und/?  haben, 

aneb  dann  noch  die  Grösse  -^ — ^  gleich  n  oder  kleiner  als  n 

machen  kann,  wenn  dieses  bei  der  zunsllig  getroffenen  Wahl 
von  a  und/?  nicht  der  Fall  war.  Offenbar  entspricht  (für  eine 
wirkliche  Ecke)  der  grösste  und  der  kleinste  Werlh  jenes  Quo- 
tienten  ^  den  beiden  zur  Curve  C  gehörigen  Geraden,  die 

in  der  betrachteten  Ecke  zusammenslossen.  Da  wir  aber  diese 
Geraden  nachher  noch  besonders  untersuchen  werden ,   ist  die 

Erörterung  der  entsprechenden  Werthe  von —  an  dieser 

Stelle  unnöthig;  wie  wir  denn  überhaupt  den  Quotienten  -     -■' 

hier  nur  zum  Zwecke  einer  vorläufigen  Orientirung  über  die 
verschiedenen  Möglichkeiten  erwähnt  haben. 

Im  anderen  Falle,  wenn  beide  Exponenten  |  und  t]  in  dem 
betrachteten  Gliede  von  G^  (cc,  y)  gerade  sind ,  erkennt  man  aus 
der  Untersuchung  der  einzelnen  Ecke  noch  weniger  als  fn  dem 
eben  besprochenen  Falle.  Man  sieht  nümlich  alsdann  nur  er- 
stens, dass  auf  den  jenem  einen  Eckpunkte  von  C  entsprech- 
enden Curven  (5)  gleichzeitig  ein  Minimum,  resp.  Maximum  von 

Gn(^>  y)  >>n  Nullpunkte  stattGndet,  und  eventuell,  wenn  -• 

c 

höchstens  gleich  n  ist ,  noch  zweitens .  dass  das  Verhalten  auf 
^ner  der  beiden  Extremcurven  allerdings  die  genügende  Deut- 
lichkeit besitzt.  Dagegen  bleibt  das  Verhalten  auf  der  anderen 
Bitremcurve  durchaus  ungewiss ,  man  kann  nicht  einmal  über 
das  Vorzeichen  auf  derselben  irgend  einen  Schluss  ziehen, 
geschweige  denn  auf  den  Grad  der  Deutlichkeit.  In  diesem  Falle 
muss  man  also  die  Discussion  schon  weiter  führen ,  wenn  man 
überhaupt  nur  die  Antwort  auf  die  erste  der  beiden  Haupt- 
fragen, nämlich  die  Frage  nach  dem  Maximum  oder  Minimum  von 
^nl^i  y)  erhallen  will. 

9* 
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Es  sind  dann  zunächst  der  Reihe  nach  alle  Eckpunkte  der 
Curve  C  einzeln  zu  uniersuchen,  und,  falls  sich  unler  ihnen  keiner 
findet,  von  dessen  Coordinaten  f ,  tj  wenigstens  eine  ungerade 
ist,  und  für  den  zugleich 

-I Li  ^fi 

8  

werden  kann,  die  Ergebnisse  dieser  Einzeluntersuchungen  mit 
einander  zu  vergleichen..  Sind  die   Coordinaten  irgend  einer 
Ecke  nicht  beide  gerade   (ohne  dass  sich  jedoch  die  obige  Un- 
gleichung erfüllen  Hesse),  oder  aber  kommen  unter  den  Gliedern 
von  Gn{x,  y),  welche  Eckpunkten  entsprechen,  wenigstens  zwei 
c  X  i  y^i  und  c  x  ^'y'^'  vor,  in  denen  alle  Exponenten  gerade 
Zahlen   und  die  Cot^fHcienten  c  und  c   von  entgegengesetztem 
Zeichen  sind,  so  zeigt  dies  wenigstens,  dass  G^  [x^  y)  weder  ein 
Maximum,  noch  ein  Minimum  im  Nullpunkte  besitzt.   Sind  da- 
gegen in  allen  denjenigen  Gliedern  c  x  ^y^i  von  Gf^(Xj  y),  welche 
Ecken  der  Curve  C  angehören,  beide  Exponenten  ^  und  tj  gerade 
und  zugleich  die  Coi^fficienten  c  sUmmtlich  von  demselben  Vor- 
zeichen, so  bleibt  auch  schon  unsere  erste  Hauptfrage  vorläufig 
noch  unentschieden. 

5.  Unter  Umständen  können  aber  dann  die  Endpunkte  der 
Curve  C  dieselbe  entscheiden.  Auch  für  sie  werden  die  ange- 
deuteten Untersuchungen  auszuführen  sein ,  und  zwar  in  der- 
selben Weise,  wie  für  die  eigentlichen  Eckpunkte.  Es  tritt  diesen 
gegenüber  nur  der  eine  Unterschied  ein,  dass  in  jedem  End- 
punkte bloss  eine  einzige  Gerade  der  Curve  C  ausmündet  und 

man  daher  in  dem  Werthe ,  welchen  die  Ordnungszahl ^ 

für  diese  Gerade  annimmt,  nur  entweder  den  grössten  oder  den 
kleinsten  von  den,  im  Endpunkte  ihr  gestatteten  Werthen  erhält. 
Offenbar  wird  man  aber  den  andern  Extremwerth  jener  Zahl 
für  den  einen  Endpunkt  (den  Ausgangspunkt  unserer  Con- 
struction)  dadurch  erhalten ,  dass  man  (in  dem  entsprechenden 
Gliede  von  Gf^(xJ  y))  a?  =  0,  für  den  zweiten  dadurch,  dass 
man  y  =  0  setzt.  Verschwindet  dieses  Glied  hierbei  nicht,  so 
giebi  seine  Ordnung  unmittelbar  jenen  anderen  Extremwerth 
an.  Liegt  dagegen  der  erste  Endpunkt  nicht  auf  der  y-Axe  oder 
der  zweite  nicht  auf  der  o^-Axe ,  so  enthält  Gf^{x,  y)  den  Factor 
X  oder  y  und  wird  also  durch  jene  Substitution  identisch  Null,  so- 
dass in  diesem  Falle  etwa  von  einer  unendlichhohen  Ordnungszahl 
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- — —  gesprochen  werden  und  von  einem  Maximum  oder  Mi- 

Dioium  der  Function  Gn(x^  y)  keinenfalJs  die  Rede  sein  kann. 
Indem  wir  übrigens  in  dieser  Weise  bei  der  Discussion  der  bei- 
den Endpunkte  von  C  gleich  die  Curven  x  =  0  und  y  =  Oin 
Betracht  ziehen,  werden  wir  in  die  Lage  gesetzt,  später  die  bei- 
den Co^fßcienten  a^  und  bß  in  den  Reihen  (3)  immer  von  Null 
verschieden  anzunehmen. 

6.  Hat  auch  die  Untersuchung- der  beiden  Endpunkte  noch 
keioe  vollständige  Entscheidung  der  gestellten  Fragen  gegeben, 
so  sind  nun  diejenigen  Werthe  von  a  und  ß  in  Betracht  zu  ziehen, 
für  welche  gleichzeitig  mehrere  Glieder  von  G^  (x,  y)  ,  deren 
entsprechende  Punkte  auf  eine}*  und  derselben  m  der  Curve  C  ent- 
haltenen Geraden  liegen,  Beiträge  zu  der  niedrigsten  Potenz 
von  X  liefern.  Wie  sind  die  Zahlen  er  und  ß  einer  bestimmten 
jener  Geraden  entsprechend  zu  wählen  ?  OfiTenbar  muss,  wenn 
^r^  und  ^  rj'  zwei  Punkte  der  Geraden  sind, 

a^  +  ßrj  =  ar  +  ßr}\  d.  h.  a  :  ß  ^  rj-i,'  :  ^-^ 

werden;  und  durch  diese  Proportion  ist  a  und  ß  vollständig 
definirt,  wenn  man  noch  festsetzt,  dass  diese  beiden  ganzen 
positiven  Zahlen  frei  von  gemeinschaftlichen  Divisoren  sein 
sollen.  Wir  bestimmen  jetzt  der  Reihe  nach  die  Zahlen  a,  /?  für 
alle  in  der  Curve  C  enthaltenen  Geraden.  Bilden  wir  dann  jedes- 
mal die  Ausdrücke 

»X'      ^.^      t*  M  Jv  . 

und  lassen  die  Co^fficienten  a^ybß,  .,,  zunächst  unbestimmt,  so 
rührt  (nach  Nr.  3)  in  der  Enlwickelung  der  Function  G^  [x,  y)  die 
niedrigste  Potenz  von  x  immer  nur  von  denjenigen  Gliedern 
dieser  Function  her,  welche  Punkten  der  in  Betracht  gezogenen 
Geraden  entsprechen;  und  zwar  treten  darin,  wie  bereits  früher 
bemerkt  wurde,  von  den  in  (3)  vorkommenden  Coefficienten 
nur  die  ersten,  nämlich  a^  und  bß  auf.  Es  ist  nun  jedesmal  zu 
untersuchen^  wie  jene  niedrigste  Potenz  sich  für  ganz  beliebige 
Werthe  der  Grössen  a^  und  bß,  von  denen  jedoch  keine  gleich 
Null  sein  darf,  verhält :  ob  sie  beständig  positiv  oder  beständig 
negativ  oder  beider  Zeichen  fähig  ist ,  oder  ob  sie  endlich  zwar 
verschwinden ,  aber  nicht  das  Vorzeichen  wechseln  kann.  Tritt 
einer  der  drei  ersten  Fälle  ein,  so  ist  die  Untersuchung  für  die 
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beireffende  Gerade  abgeschlossen;  auf  allen  Curven  (3),  die  der 
betrachteten  Geraden  a,  (i  entsprechen,  beginnt  dann  die  Eol- 
vvickelung  der  Function  G^(x,  y)  sicher  mit  der  Potenz  x**^  "•■/''? 
und  die  Function  selbst  wird  also,  wenn  wieder  e  die  kleinere  der 
beiden  Zahlen  a  und  ß  bezeichnet,  auf  jeder  dieser  Curven  in  der 

Nähe  des  Nullpunktes  von  der  Ordnung  r  ®  .  Im  leizien 
Falle  hingegen  wird,  falls  nicht  die  für  eine  andere  Gerade  an- 
gestellte Untersuchung  bereits  dcfmitive  Ergebnisse  hinsichllicb 
des  Verhallens  der  Function  G„  zu  Tage  gefördert  hat,  die  Hiii- 
zufUgung  der  höheren  Coöfficienten  &/y  +  4,  ...  nothwcndig. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  dass  man 
für  alle  den  verschiedenen  Geraden  von  C  entsprechenden  Ex- 
ponenten a,  (i,  auch  ohne  Berücksichtigung  der  höheren  Coöffi- 
cienten  bß  ^  ^^  ...  abgeschlossene  Resultate  erhalten  hat,   also 
nirgends  dem  letzten  Folie  begegnet  ist.    Dann  ist  die  Unter- 
suchung überhaupt  beendet.    Denn  sie  ist  bei  der  Bctrachlung 
der  Ecken  und  der  Geraden  von  C  für  alle  in  der  Form  (3)  dar- 
stellbaren Curven  durchgeführt  worden;  die  nicht  mit  der  a:- 
odcr  der  ^-Axe  zusammenfallen,  und  bei  der  Discussion  der 
beiden  Endpunkte  von  C  auch  für  die  Curven  x  ss  0  und  y  =  0 
selbst,  und  unter  allen  diesen  Curven  müssen  sich  auch  die  bei- 
den Exlremcurven  befinden,  welche  für  das  Verhallen  der  Func- 
tion G^  [Xy  y)  entscheidend  sind.  Es  ergiebt  sich  nun  entweder, 
dass  alle  jene  Curven  bei  der  Entwickelung  von  G„  (x,  y]  ein 
positives  Anfangsglied ,  oder  dass  alle  ein  negatives  Anfangs- 
glied, oder  dass  einige  ein  positives,  andere  ein  negatives  Anfangs- 
glied liefern.    Im  ersten  Falle  hat  G^  [x^  y)  im  Nullpunkte  ein 
Minimum,  im  zweiton  ein  Maximum,  im  dritten  endlich  weder 
Minimum  noch  Maximum.  In  allen  drei  Fällen  aber  ist  das  Ver- 
halten von  6\j  (o;,  y)  auf  jeder  der  beiden  Extremcurven  durch 
eine  Potenz  von  r  gegeben,  deren  Exponent  einer  der  im  Laufe 

der  Untersuchung  vorgekommenen  Ordnungszahlen  - —  ^^   ist. 

Findet  ein  Maximum  oder  Minimum  statt,  so  gelten  für  die  bei- 
den Extremcurven  oflenbar  der  grlisstenxxA  der  kleinste  aller  im 

Laufe  der  Untersuchung  vorgekommenen  Werthe  von  ~ — --; 

c 

tritt  weder  Maximum,  noch  Minimum  ein,  so  gilt  für  die  eine 
Extremen rve  der  kleinste  vorgekommene  Werth  von  —  — i^ ,  wel- 
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eher  einem  po^äiven  Anfangsgliede  entspricht,  fUr  die  andere 
der  kleinste  Werth  derselben  Zahl,  welcher  ein  ne^o^n^es  Anfangs- 
glied geliefert  hat.  In  allen  Fallen  sind  die  Werthe  von  ?l±i5 

6 

für  die  beiden  Extremcurven  jetzt  mit  Sicherheit  festgestellt  und 
damit  die  Deutlichkeit  des  Verhaltens  von  G^^  [x,  y)  erkannt; 
dasselbe  ist  ftlr  eine  beliebige  Function  f[Xy  y),  deren  Ent- 
wickelungsglieder  erster  bis  n**'  Ordnung  G^  bildet,  massgebend 
oder  nicht,  jenachdem  beide  Werthe  jener  Ordnungszahl  höch- 
stens gleich  n  sind  oder  nicht. 

Es  bleibt  aber  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  man  für  eine  be- 
stimmte Gerade  der  Curve  C  entscheidet,  welcher  von  unsern 
vier  Fällen  eintritt.   Zur  Beantwortung  dieser  Frage  reichen  die 
für  die  Untersuchung  homogener  Ausdrücke  angegebenen  Hülfs- 
miliel  aus.  Der  Co(*fficient  des  Anfangsgliedes  in  derEntwickel- 
ung  des  Werthes,  welchen  G^  (x*,  y]  durch  die  einer  bestimmten 
Geraden  er,  ß  von  G  zugehörigen  Substitutionen   (3)  erhält,  ist 
nämlich  aus  den  Goöfficienten  derjenigen  Glieder  der  Function 
0^(0;,  y) ,  welche  Punkten  der  betrachteten  Geraden  entsprechen, 
und  aus  den  beiden  unbestimmten  Grössen  a^  und  bß  zusammen- 
gesetzt und  es  handelt  sich  darum ,  ihn  hinsichtlich  seines  Vor- 
zeichens für  beliebige  Werthe  der  letzten  beiden  Grössen  zu 
prüfen.  Setzen  wir  aber,  was  die  Willkürlichkeit  derselben  nicht 
beschränkt,  «       l  ifi 

d.  b.  also  geben  wir  den  Substitutionen  (3)  die  Form 

so  wird  offenbar  der  zu  untersuchende  Co^fficient  homogen  in 
a  und  6,  und  seine  Discussion  damit  zurückgeführt  auf  die  Dis- 
cussion  von  vier  homogenen  Functionen  der  Grössen  a  und  b 
(entsprechend  den  vier  VorzeichencombinationenJ ,  welche  sich 
auf  zwei,  resp.  auf  eine  reduciren,  wenn  alle  Glieder  von 
Gf^{x,  y)j  deren  Punkte  der  betrachteten  Geraden  entsprechen, 
in  Bezug  auf  x  oder  in  Bezug  auf  y,  resp.  in  Bezug  auf  beide 
Variabein  von  gerader  Ordnung  sind.  Erweisen  sich  diese  ho- 
mogenen Functionen  sämmtlich  als  definit  oder  als  indefinit ,  so 
tritt  für  die  betrachtete  Gerade  einer  der  ersten  drei  Fälle  ein ;  ist 
aber  irgend  eine  derselben  semidefinit,  so  erhalten  wir  den  vier- 
ten Fall. 

7.    Bevor  wir  zur  Untersuchung  dieses  vierten  Falles  über- 
gehen, wollen  wir  noch  zeigen,  dass  die  Untersuchung  der  ein- 
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zelnen  Ecken  j  mit  welcher  wir  die  Dicsussion  begonnen  haben, 
durch  die  jetzt  angegebene  Erörterung  der  verschiedenen  in  C 
enthaltenen  Geraden  ganz  und  gar  überflüssig  wird.  Zu  dem 
Zwecke  fassen  wir  eine  der  beiden  Geraden  von  C  ins  Auf^e, 
welche  in  einer  beliebigen  Ecke  P  zusammenstossen,  und  zwar, 
um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  diejenige ,  welche  von  Paus  gegen 
die  ^-Axe  gerichtet  ist.  Sind  a  und  ß  die  derselben  entsprech- 
enden Exponenten,  so  ist  x  =  ±  a"x",  y  =  +  b/^n^  zu 
setzen ;  und  derjenige  homogene  Ausdruck  der  Grössen  a  und  6 
zu  untersuchen,  welcher  den  ersten  Entwickclungscoöfficienien 
von  G^,  (x,  y)  bildet.  Nun  enthält  in  diesem  Ausdrucke  das  dem 
Punkte  P  entsprechende  Glied  zugleich  die  höchste  Potenz  von 
b  und  die  niedrigste  von  a;  man  wird  also  dadurch,  dass  man 
a  sehr  klein  gegen  b  macht,  immer  erreichen  können ,  dass  der 
ganze  Ausdruck  das  Vorzeichen  jenes  Gliedes  annimmt.  Dasselbe 
kann  bei  der  anderen  in  dem  Eckpunkte  P  mündenden  Geraden 
dadurch  bewirkt  werden ,  dass  man  umgekehrt  b  klein  gegen  a 

macht.   Was  aber  die  vorher  mit —   bezeichnete  Ordnung 

betrifift,  welche  das  zur  Ecke  P  gehörige  Glied  von  G„  {x,  y)  im 
Vergleiche  zu  r  besitzt,  so  sind,  wie  schon  in  Nr.4  erwähnt  wurde, 
der  grösste  und  der  kleinste  aller  Werthe,  die  jene  Ordnungs- 
zahl "  -         in   dem  Eckpunkte  überhaupt   annehmen   kann, 

o 

eben  diejenigen ,  welche  den  beiden  in  P  zusammenstossenden 
Geraden  der  Gurve  C  entsprechen.  In  derselben  Weise  wird 
durch  die  Discussion  der  einen  Geraden  von  C,  die  in  einem 
Endpunkte  mündet ,  sowohl  das  Vorzeichen  des  ihm  entsprech- 
enden Gliedes  von  G^  (a;,  y)  als  auch  (Nr.  5j  der  grösste  oder  der 

kleinste  von  allen  den  Werthen  erkannt,  deren  -- — -  -  in  dem 

Endpunkte  fähig  ist.  Man  braucht  also  in  der  That  schliesslich 
nur  die  Geraden  der  Gurve  C,  sowie  (für  a;  =  0,  resp.  y  =  0)  die 
beiden  Glieder  von  G^  (a:,  y)  zu  untersuchen ,  welche  dem  ersten 
und  dem  letzten  Punkte  dieser  Gurve  entsprechen, 

8.  Wir  kommen  jetzt  schliesslich  zu  dem  Falle,  wo  die  Un- 
tersuchung der  verschiedenen  in  der  Gurve  C  enthaltenen  Ge- 
raden und  der  Endpunkte  von  G  noch  nicht  zu  abgeschlossenen 
Resultaten  geführt  hat,  indem  für  eine  oder  mehrere  jener  Ge- 
raden die  niedrigste  Potenz  in  der  Entwickelung  von  C„  [x ,  y) 
ohne  eines  Zeichen  wechseis  fähig  zu  sein,  doch  durch  geeignete 
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Bestimmung  der  beiden  Grössen  a^  und  bß,  oder,  wenn  man 
Dach  Nr.7,  a^^^  s=  ±  «",  bß  ^ss  ±  bf^  selzl,  bei  passender  Wahl 
der  Vorzeichen  und  des  Verhältnisses  a  :  b,  zum  Verschwinden 
gebracht  werden  kann.  In  diesem  Falle  wird  möglicher  Weise 
die  eine  von  beiden  Extremcurven,  oder  unter  Umstanden  beide, 
in  derSchaar  derjenigen  Curven  (3)  zu  suchen  sein,  für  welche 
jener  erste  Entwickelungscoöfficient  verschwindet.  Existiren 
mehrere  Geraden  a ,  ß  von  C  oder  auch  zu  einer  und  derselben 
Geraden  mehrere  Werthe  von  a  ;  6,  resp.  mehrere  Zeichencom- 
bioationen,  welche  dieses  Versehwinden  bewirken,  so  wird  die 
Untersuchung  für  jede  einzelne  solche  Wcrth-  und  Zeichenzu- 
sammenstellung  weiter  zu  führen  sein.  Man  bilde  alsdann  für 
jeden  einzelnen  Fall  mit  d^n  betreffenden  bestimmten  Werthen 
von  a,  ft  und  a  :  b  und  mit  den  bezüglichen  Vorzeichen  die 
Substitutionen: 

und  verwandle  dadurch  die  Function  Gj^{x,  y)  in  eine  Function 
G'(x,  x')  von  X  und  x'.  Dann  untersuche  man  die  Function 
G'(x,  x')  der  beiden  Argumente  x  und  x'  genau  in  derselben 
Weise,  wie  vorher  die  Function  C^(x,  y)  der  beiden  Argumente 
X  und  y.  Man  construire  also  wieder  in  einem  rechtwinkligen 
Äxensyslem  ^' if  diejenigen  Punkte,  deren  Coordinalen  den 
Eiponcnten  J'  und  rj'  von  x  und  x'  in  den  verschiedenen  Glie- 
dern des  Ausdrucks  G'  (x  x')  gleich  sind,  und  zeichne  die  zuge- 
hörige Curve  C.  Dann  untersuche  man  auf  die  frühere  Weise 
die  verschiedenen  Geraden,  welche  diese  Curve  bilden,  sowie 
denjenigen  (End-)  Punkt  von  (T ,  welcher  auf  der  ^- Axe  oder 
ihr  zunächst  liegt.  Der  andere  Endpunkt  (der  Anfangspunkt) 
der  Gurve  C  kommt  nämlich  hier  nicht  mehr  in  Betracht,  weil 
der  Fall  x  =  0  nach  (6)  o;  »  0,  y  s=s  0  nach  sich  ziehen  würde 
und  daher  auszuschliessen  ist,  während  der  Fall  x'  =  0  nicht 
übergangen  werden  darf.  Man  erhält  so ,  den  verschiedenen 
Graden  von  C  entsprechend,  eine  Reihe  von  Substitutionen 

X  =  ±  a'«'x"«  ,      x'  =  ±  Vß''/'ß\ 

welche,  in  C  (x,  x')  eingeführt ,  bei  unbestimmten  Werthen  von 
a'  h\  jedesmal  ein  Anfangsglied 
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der  EntwickeluDg  dieser  Function  liefern.  Dieses  Anfangsglied 
ist  in  Bezug  auf  x  von  der  Ordnung: 

und  in  Bezug  auf  r  also  von  der  Ordnung : 

r       «'^      , 
wenn  6,  wie  vorher,  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  a  uod  ß 
bedeutet.    Es  kommt  dann  zur  Entscheidung  des  Maximums 
oder  Minimums  von  G^(x^  y)  wieder  auf  den  Co^fficienten  jenes 
Anfangsgliedes,  zur  Entscheidung  des  Deutlic^keitsgrades  auf 

den  Quotienten  - — —^  an.    Ausserdem  ist  noch  das  Verhalten 

KB 

der  Function  G'(xx')  für  x'ss  0  zu  untersuchen,  welches  sieb 
durch  das  dem  letzten  Punkte  von  C  entsprechende  Glied  der 
Punction  offenbart. 

Treten  auch  hier  wieder  unbestimmte  Resultate  auf,  so  ist 
das  Verfahren  in  derselben  Weise  fortzusetzen.  Den  in  Nr.  2 
angestellten  Ueberlegungen  zu  Folge  muss  die  Untersuchung 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  schliesslich  von 
selbst  ihren  Abschluss  ßnden,  falls  nicht  G^[x^  y]  einen  qua- 
dratischen Factor  enthält,  durch  dessen  Nullsetzen  eine  den 
Nullpunkt  enthaltende  reelle  Doppclcurve  definirt  wird.  Es 
lassen  sich  also  —  wenn  man  diesen  Fall  ausschliesst  —  die 
beiden  Fragen  nach  dem  Eintreten  oder  Nichteintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  und  nach  dem  Grade  der  Deutlich- 
keit, welchen  das  Verbalten  der  Function  G^{fl:^  y)  zeigt,  auf 
dem  angegebenen  Wege  jedesmal  mit  Sicherheit  entscheiden. 

§  8. 
Beispiele. 

4.,  G,  (x,  y)  =  y^  ^  (p*  +  q^)x*y  -h  p^q'^x*^ 

(Beispiel  von  Peano).  Die  den  einzelnen  Gliedern  von  G^  (o?,  y) 
entsprechenden  Punkte  der  §i;- Ebene  sind  (02),  (24),  (40) ;  die 
Gurve  C  verbindet  dieselben  in  der  Reihenfolge,  in  welcher  sie 
eben  genannt  wurden,  und  zwar  ist  C  hier  eine  einzige  Gerade. 
Es  sind  zunächst  die  den  Endpunkten  entsprechenden  Glieder 
y*  und  p^q^x*  einzeln  zu  untersuchen;  und  zwar  das  erste  für 
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X  =  0,  das  letzte  für  y  =s  0 ;  es  zeigt  sich,  dass  beide  positiv  und 
resp.  von  der  Ordoung  r^  and  r*  sind.  Es  bleibt  nun  noch 
ttbrig,  die  Gerade  C  selbst  zu  uniersuchen.  Die  Gleichung  der- 
selben ist  ^  -f-  217  =  4;  ihr  entspricht  die  Proportion  a  :/!?==  4  : 2 
und  es  ist  daher 

X  =:  aK,      y  =  ±  6*x' 

zu  setzen,  wodurch  G\  (o?,  y)  in : 

(6«  ^  (p«  +  q*)  a}b*  -f-  p«9*a*)x* 

Übergeht.    Zur  Untersuchung  des  homogenen  Ausdrucks 

Idst  man  denselben  am  Einfachsten  in  seine  Factoren  auf.  Dies 
giebt  zunächst  (6*  ±  p'a*)  [b*  ±  ?'w*);  und  für  das  untere 
Vorzeichen  weiterhin 

(6  +  pa)  [b  —  pa)  (b  -f-  qa)  [b  —  qa)  . 

• 

Es  sind  also,  wenn  das  untere  Vorzeichen  gewählt  wird,  reelle 
einfache  Linearfactoren  vorhanden,  die  Form  ist  daher  indefinit 
und  es  findet  kein  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
G^  (at,  y)  statt. 

Da  auch  die  der  Geraden  C  entsprechende  Potenz  x*  von 

der  Ordnung  ?•*  ist  1  - — —  s»  — j ,  so  verhalt  sich  zugleich  die 

Function  G^  [x^  y]  genügend  deutlich^  um  massgebend  für  jede 
beliebige  Function  f(x^  y)  zu  sein,  deren  Entwickelungsglieder 
1^  bis  4^'  Ordnung  sie  bildet,  d.  h.  jede  Function,  welche  aus 
^4  (•^»  y]  durch  Vermehrung  um  Glieder  von  ö**""  und  höherer 
Dimension  entsteht,  theilt  mit  G^  (o;,  y)  die  Eigenschaft,  im 
Nullpunkte  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  zu  haben.  — 

2.,   G^[x,  y)  :=:  y*  -^  x^y. 

Die  den  beiden  Gliedern  der  Function  entsprechenden  Punkte 
^f]  sind  (02)  und  (21) ;  die  Curve  C  besteht  aus  der  sie  verbin- 
denden Geraden.  Für  den  ersten  Endpunkt  Ist  o;»  0,  für  den 
andern  y  ss  0  zu  setzen.  Dies  giebt  für  G,  (a?,  y)  resp.  die  Werthe 
y*  und  0,  und  man  sieht  schon,  dass  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum jedenfalls  nicht  stattfinden  kann.  Um  den  Grad  der  Deut- 
lichkeit zu  erkennen,  welchen  das  Verhalten  der  Function  auf- 
weist, ist  noch  die  Linie  C  in  Betracht  zu  ziehen.  Dieselbe  hat 
die  nämliche  Gleichung  ^-f*  2  ly  =  4,  wie  im  ersten  Beispiel ;  man 
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muss  also  wieder  jtä  ax,  y  =  ±  6*x*  setzen,  wodurch  G,  (a?,  y) 
in  (6*  ^;-  a*  fc*)  x*  übergeht.  Die  dem  unteren  Voreeichen  ent- 
sprechende Form  6*—  a*&*  oder  b*  (6*  —  a*)  ist  offenbar  indefinit, 
G^{x,  y]  kann  daher  sowohl  positiv  als  negativ  werden.  In- 
dessen ist  X*  von  der  Ordnung  r*  j^^ —  =  —\ ,    also    von 

höherer  Ordnung  als  H.  Es  hat  daher  die  Function  G,  (Xy  y) 
auf  allen  denjenigen  Curven,  wo  sie  negativ  wird,  eine  höhere 
Grössenordnung  als  H,  woraus  folgU,  dass  das  Verhalten  jener 
Function  für  eine  beliebige  Function  /(x-,  y),  deren  Glieder  4*" 
bis  3^®'  Dimension  sie  bildet,  iiicht  massgebend  ist.  In  der  That 
hat  z.  B.  die  Function 

f{^,  y)  —  y^  -^  ^*y  -♦■  35* 

im  Nullpunkte  ein  richtiges  Minimum  (siehe  das  folgende  Bei- 
spiel] . 

3.,   G^{x,  y)  =  y*  +  x^y  +  ;r*. 

Dass  diese  Function  ein  Minimum  hat,  erkennt  man  leicht,  wenn 

y  +  — I  +  I  iT*  schreibt.     Aber  ist  das 

Minimum  deutlich  genug,  um  massgebend  für  eine  beliebige 
Function  f(x,  y)  zu  sein,  die  in  den  Gliedern  4*®'  bis  4**'  Ord- 
nung mit  jener  Function  übereinstimmt? 

Um  hierüber  zu  entscheiden,  müssen  wir  unsere  allgemeine 
Methode  in  Anwendung  bringen.  Die  Punkte  ^rj  und  die  Gurve 
C  sind  dieselben,  wie  im  Beispiel  (4).  Die  Endpunkte  geben  für 
G^  [x,  y)  die  positiven  Werthe  y^  und  £c*,  deren  Ordnung  resp. 
r*  und  7^j  also  jedenfalls  nicht  höher  als  r*  ist.  Für  die  Gerade 
C  ist  wieder  x  ==  ax,  y  =  ±  6*x*  zu  setzen,  wodurch 

G,  (x-,  y)  =  (ft*  ±  a*6«  +  a*]7t* 

wird.  Die  Formen  b*  +  a^b*  +  a*  und  6*—  a*6*  +  o*  sind  beide 
definit  und  positiv,  was  man  am  leichtesten  durch  die  Tran^ 
formation 

6*  ±  a*6«  +  a*  =  (6*  ±  Ja«)*  +  |  a« 

erkennt.  Es  findet  also  ein  Minimum  statt,  und  da  auf  keiner 
Gurve  die  Ordnung  von  G^  (a?,  y)  höher  als  r*  ist,  so  haben  auch 
alle  Functionen  f{Xj  y),  deren  Glieder  O®'  bis  4*^' Dimension 
gleich  G4  (a;,  y]  sind,  im  Nullpunkte  ein  Minimum. 

♦.,  ^4  (^. y)  =  y*  -  «^*y  +  a^*  +  y*. 
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Sehreibt  man  G„(ir,  !/)  =  (y  —  ^*)  *  -♦•  y*,  so  sieht  man  un- 
mittelbar, dass  ein  Minimum  stattfindet,  es  ist  indessen  nicht 
erkennbar,  ob  dasselbe  einen  genügenden  Grad  der  Deutlichkeit 
besitzt,  um  für  beliebige  Functionen  f(x^  y],  deren  Glieder  4^^' 
bis  4^'  Dimension  mit  G^  (.t,  y)  übereinstimmen,  massgebend  zu 
sein.  Wir  führen  daher  die  Untersuchung  nach  unserer  allge- 
meinen Methode  durch. 

Die  Punkte  irj  sind  hier  (08),  (24),  (40),  (04).  Die  Cur\'e 
0  besteht  hier  wieder  aus  der  einen  Geraden,  welche  die  drei 
Punkte  (02),  (21),  (40)  verbindet  und  die  Gleichung  §  +  217  »  4 
bat.  Der  Punkt  (04)  kommt,  da  er  nicht  auf  C  liegt,  zunächst 
gar  nicht  in  Betracht.  Für  die  beiden  Endpunkte  von  C  wird, 
wie  vorher,  G^  [x^  y)  resp.  gleich  y*  oder  gleich  a?*,  also  positiv 
und  höchstens  von  der  Ordnung  r^.  Setzt  man,  der  Geraden 
C  entsprechend,  x  =  ax,  y  =  ±  6*x*,  so  enthalt  das  Anfangs- 
glied der  Entwickelung  von  G^  (;r,  y)  nach  Potenzen  von  x  die 

Gestalt 

(6*  +  2  a*6*  +  o*)  x^ 

Der  Cot^fficient  von  x*  ist  hier  für  das  untere  Zeichen  de6nit 
und  positiv,  für  das  obere  hingegen  semidefinit,  indem  er  zwar 
(für  a*  =  6*)  verschwinden,  aber  nicht  negativ  werden  kann. 
Es  lüsst  sich  also  vorläufig  nur  behaupten,  dass  die  Function 
^4(^7  y)  positiv  und  höchstens  von  der  Ordnung  r*  auf  allen 
denjenigen  Curven  ist,  welchen  bei  der  Darstellung  durch  einen 
Parameter  x  nicht  die  Anfangsglieder  ±ox  für  x  und  a*x'  für 
y  (resp.  4^  ax*"  für  x  und  a*x**'*  für  y,  da  nur  das  Verhüllniss 
der  Exponenten  a  und  ß  bestimmt  ist)  zukommen.  Für  diese 
speciellen  Curven  muss  die  Untersuchung  weiter  geführt  werden. 
Wir  setzen,  entsprechend  unsern  allgemeinen  Vorschriften, 

ac  5=  X,       y  =  X*  (4  +  x'), 

indem  wir  x  statt  ax  schreiben,  wodurch  offenbar  die  Allge- 
meinheit nicht  beeinträchtigt  wird.  Dann  geht  G^  (o?,  y)  über  in : 

G'(xx')  =  x*x'«  +  x«(4  +  x')*. 

Der  Ausdruck  G'(xx')  könnte  nun  auf  demselben  Wege,  wie  vor- 
her der  Ausdruck  G^  (ac,  y)  geprüft  werden.  Man  übersieht  in- 
dessen direct,  dass  derselbe  immer  positiv  ist,  da  ja  der  Fall 
X  =  p  hier  ausgeschlossen  werden  muss. 

Die  Function  G^  (a?,  y]  hat  also  auf  allen  Curven  der  letzten 
Art;  ebenso  wie  auf  allen  früheren  und  somit  sicher  auch  auf 
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den  beiden  massgebenden  Extremcurven  ein  Minimum  im  Null- 
punkte, woraus  folgt;  dass  ein  Minimum  überhaupt  st^iltfindel. 
Indessen  ist  die  Grössenordnung  der  Functionswerthe  auf  einer 
der  beiden  Extremcurven  durch  eine  sehr  hohe  Potenz  von  7* 
(die  8^^)  gegeben;  denn  die  Entwickelung  von  G' (xx'j  fängt, 
sobald  %  der  zweiten  oder  einer  höheren  Potenz  von  x  propor- 
tional gesetzt  wird,  mit  x^  an,  und  x  hat  selbst  die  Ordnung  des 
Radius  r.  Das  Verhalten  der  Function  G^  [x^  y)  ist  daher,  ol>- 
schon  dieselbe  selbst  ein  deutliches  Minimum  zeigt,  ftlr  eine 
beliebige  Function  /"(cc,  y),  deren  Glieder  O®'  bis  4**^'  Dimension 
sie  bildet,  nicht  massgebend.  In  der  That  hat  z.  B.  die  Function 
f[x^  y)  =  y*  —  Äoj'y  -h  ap*  -f-  y*  —  05*  kein  Minimum.  Denn 
nähert  man  sich  dem  Nullpunkte  auf  der  Gurve  ^  —  .r*  =  0, 
auf  welcher  /"{cc,  y)  sss  a?^  (o;'  —  i)  ist,  so  tritt  im  Nullpunkte 
sogar  ein  Maxiraum  ein. 

5.,  Wir  geben  noch  ein  Beispiel,  bei  welchem  die  Curve  C 
nicht,  wie  in  den  vorhergehenden  Fällen,  aus  einer  einzigen 
Geraden,  sondern  aus  mehreren  geradlinigen  Stücken  besteht. 
Es  sei 

G^^(x,  y)  =  flc^y*  —  3a?Y  +  .T^y*  —  3  rr  y"  +  2/*  —  1  0.t  *  •y  +  5.t**. 

Von  den  7  Punkten,  welche  man,  entsprechend  den  7  Gliedern 
des  vorstehenden  Ausdruckes,  in  der  ^/; -Ebene  zu  construiren 
hat,  fallen  5  auf  die  Curve  C,  nümlich  der  Reihe  nach  die  Punkte 
(0,8),  (2,4),  (4,3),  (6,2),  (12,0);  die  beiden  übrigen  Punkte  (1,7) 
und  (10,1)  kommen  überhaupt  nicht  in  Betracht.  Den  End- 
punkten von  C  entsprechen  die  Ausdrücke  y*  und  .0?*',  welche 
positiv  und  resp.  von  der  Grössenordnung  r*und  r**  sind.  Die 
drei  in  C  enthaltenen  Geraden  haben  resp.  die  Gleichungen 

2?-+-  1?  =  8  , 
?  +  2i,  =  10, 
?  +  3i;  =  12  . 

Für  die  erste  derselben  ist  also  x  =  a'x*,  y  =s  bx , 

für  die  zweite  x  =  ax,  y=  ±  h*x', 
für  die  dritte  ir  =  ax,       y  s=  b^y,^ 

zu  setzen.    Dies  giebt  für  G^^(x,  yy^i^  drei  Anfangsglieder: 
(6»  -f-  a«6*)x»  =  b*{b*  +  a*)x«, 

(a«6«  4.  5  a*«)  x*«  =  a«(6'»  +  5a«) x**. 
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Dieselben  sind  resp.  von  den  Grössenordnungen  r',  r*®,  r** ; 
das  erste  unddrilte  ist  femer  durchaus  positiv,  das  zweite  hingegen 
wird  bei  der  Wahl  des  oberen  Vorzeichens  auch  negativ  (z.  B.  für 
6*  =  a*).  Es  kann  daher  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
sUiUfinden,und  zwarwird  G^,(a?,y)aufeinerder  beiden  unbekann- 
ten Extremcurven  sicher  das  der  ersten  Geraden  von  Centsprech- 
ende Verhalten  zeigen,  nämlich  in  der  Nähe  des  Nullpunktes  posi- 
tiv und  proportional  r*  sein,  auf  der  anderen  Extremcurve  hin- 
gegen  entsprechend  der  zweiten  jener  Geraden,  schliesslich 
negativ  und  proportional  r*®  werden.  Das  Verhalten  der  Function 
ist  also  genügend  deutlich,  um  den  Schluss  zu  motiviren,  dass 
jede  beliebige  Function  /"{a:,  y),  deren  Glieder  erster  bis  42*®' 
Dimension  mit  Gr„(£c,  y)  übereinstimmen,  ebenfalls  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  im  Nullpunkte  haben  kann.  — 


Axel  Harnaok,  Existenzbeweise  zur  Theorie  des  Potentiales 
in  der  Ebene  und  im  Räume. 

1. 

Die  Probleme  in  der  Ebene. 

§^ 
Allgemeine  Sätze. 

\ .  Für  jedes  geradlinig  begrenzte  Polygon,  auch  wenn  das- 
selbe einspringende  Ecken  besitzt,  ist  die  Aufgabe  als  gelöst 
anzusehen :  Eine  Function  u  [x^  y)  zu  construiren,  welche  nebst 
ihren  Ableitungen  im  Innern  des  Polygons  allenthalben  eindeutig 
und  stetig  ist,  daselbst  der  Bedingung 

da;*         hy^ 

genügt,  und  am  Rande  des  Polygons  vorgeschriebene  Werthe 
besitzt.  Eine  Function  dieser  Art,  die  also  innerhalb  eines  ge- 
gebenen Gebietes  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialglei- 
chung und  zwar  ohne  singulare  Punkte  bildet,  soll  kurz  eine 
»harmonische«  in  diesem  Gebiete  genannt  werden. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  auf  zweierlei  Weisen  er- 
reicht worden.  Erstlich  durch  die  gewissermasscn  expliciten 
Formeln,  mittels  deren  die  Herren  Christoffel  und  Schwarz 
die  conforme  Abbildung  jedes  Polygones  auf  die  Ilalbebene  aus- 
geführt haben  (Annali  di  Matern.  S.  II.  1. 1.  und  Journal  f.  Math. 
Bd.  70),  zweitens  durch  die  von  Herrn  Neumann  angegebene 
»Methode  des  arithmetischen  Mittelsa,  welche  zunächst  für  Poly- 
gone ohne  einspringende  Ecken  das  Problem  lösen  lässt.  Der 
Uebergang  von  diesen  Polygonen  zu  den  anderen  ist  durch  die 
Combinationsmethoden  ermöglicht,  welche  von  den  Herren 
Schwarz   und    Neu  mann    gleichzeitig    gefunden    wurden. 
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(Ygi.  auch  Klein:  Neue  Beiträge  zur  Riemann'scheu  Fudc- 
iioDentheorie.   Math.  Annalen  Bd.  S1,  S.  455  ff.) 

Wird  im  Innern  des  Polygones  ein  Punkt  0  angenommen^ 
und  werden  die  Entfernungen  der  Randpunkte  vom  Punkte  0 
mit  Q  bezeichnet,  so  ist  also  auch  die  harmonische  Function  con- 

struirbar,  welche  am  Rande  die  Werthe  /(— i  besitzt.    Diese 

FoDclion  soll  die  zum  Punkte  0  gehörige  Green'sche  Function 
heissen.   Ist  m  der  kleinste  Werth  unter  den  positiven  Grössen 

ffj  und  M  der  grösste,  so  sind  l  Ij^j  und  1 1—\  bezüglich  die 

algebraisch  kleinsten  und  grössten  Werthe,  welche  die  Green- 
sehe  Function  des  Punktes  0  überhaupt  im  Innern  und  am 
Rande  des  Polygones  annimmt.  Umgiebt  man  den  Punkt  0  mit 
einem  beliebig  kleinen  Kreise^  so  ist  die  Differenz  zwischen  der 

Gree naschen  Function  g  und  der  Function  /  j— 1  ausserhalb  des 

Kreises  und  im  Innern  des  Polygones  überall  harmonisch.  Da 
diese  Differenz  auf  dem  Rande  des  Polygones  gleich  Null,  und 
auf  der  Peripherie  des  beliebig  kleinen  Kreises  negativ  beliebig 

gross  wird,  so  ist  ^  -- 1\—\  im  Innern  des  Polygones  überall 

negativ,  also  j  <  i  |— i . 

2.  Jede  im  Innern  einer  Fläche  F  harmonische  Function  u 
lässtsich  in  eine  Fourier'scbe  Reihe  entwickeln.  (Math.  Annal. 
Bd.  24,  S.  305.)  Wählt  man  den  Punkt  0  zum  Mittelpunkt  von 
Kreisen,  so  gilt  auf  jedem  Kreis  um  0,  dessen  Radius  kleiner 
ist  als  m,  der  also  im  Innern  der  Fläche  F  liegt,  solch  eine  Eni- 
Wickelung,  und  es  wird,  wenn  ^  den  Radius,  d^  den  Gentri- 
Winkel  bedeutet  : 

4-  CO«  fc^  fu  cos  Ä-^d^  j . 
—  n 
{/bedeutet  die  Werthe,  welche  die  Function  u  auf  dem  Kreise 
mit  dem  Radius  m  besitzt,    lieber  diesen  Kreis  hinaus  lasst  sich 
die  Function  u  und  zwar  für  das  ganze  Innere  der  Flüche  F 
darcb  analoge  Reihenentwickelungen  fortsetzen. 

Xatk.-phyi.  Classe.  1&86.  1 0 
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Desgleichen  besteht  für  jede  harmonische  Function  eine 
Integraldarslellung  von  folgender  Art.  Sind  die  Werthe  der 
Function  u  auf  der  Peripherie  eines  im  Innern  der  Fläche  ge- 
legenen Kreises  mit  U*  bezeichnet,  so  ist 

Hier  bedeutet  da  =s  ((dd'  das  Bogenelemenl  des  Kreises,  /  die 
positiv  genommene  Entfernung  des  Elementes  da  von  dem  be- 
trachteten, im  Innern  des  Kreises  gelegenen  Punict  (o?,  y) ,  für 
welchen  der  Werth  u  ermittelt  werden  soll,  und  e  den  Winkel, 
welchen  der  nach  innen  gerichtete  Radius  des  Elementes  da 
mit  der  Geraden  l  bildet  (diese  genommen  in  der  Richtung  von 
da  nach  dem  Punkt  (a?,  y)).   Fttr  den  Mittelpunkt  des  Kreises  ist 


^«  =  «V/ 


Udd^ 


3.  Besitzt  eine  harmonische  Function  am  Rande  einer  be- 
liebigen Flüche  F  nur  positive  (oder  nur  negative)  Werthe  t/, 
und  ist  der  Werth  der  Function  u  in  irgend  einem  innern  Punkt 
gleich  dem  Product  einer  bestimmten  endlichen  Grösse  8  mit 
einer  endlichen  Grosse  E^  so  ist  auch  fttr  jeden  anderen  Punkt 
,im  Innern  der  Flache  der  Werth  der  Function  u  darstellbar 
durch  das  Product  von  6  mit  einer  endlichen  Grösse  E\  Diese 
Grösse  E'  hängt  ausser  von  E  im  Wesentlichen  (d.  h.  hinsicht- 
lich der  Grenzen,  welche  man  ein  fttr  allemal  für  ihren  Betrag 
angeben  kann),  nur  von  der  Lage  des  betreffenden  Punktes  ab. 

Macht  man  nSmlich  den  Punkt,  in  welchem  die  Function 
den  Werth  E8  hat,  zum  Mittelpunkt  eines  Kreises,  so  ist  fttr 
den  Mittelpunkt  desselben : 

und  für  jeden  aVideren  Punkt  im  Innern  des  I(i*eises : 


Wo 


Da  die  Grösse  U  ihr  Zeichen  nicht  wechseln  soll ,  so  wird  nach 
dem  ersten  Mittelwerthsatz  der  Integralrechnung* 

u  =  i:[p  ^]fud^  -  E6  =  E{iif  [^]  -  i}ö, 


..  f  COS  bI 

'•'  I  — J 


wenn  man  mit  I  ^^^  I  einen  mittleren  Werth  von  ^^  bei  allen 
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mdglichen  Werthen  von  -9-  bezeichnet.  Dieser  Werth  ist  immer 
positiv  und  endlieh,  so  lange  der  Punkt  im  Innern  des  Kreises 
liegt.   Also  ist 

u  =  F*  ,     wobei     F  =  ^/s  p  [^-j^l  -  ll. 

Da  nun  auf  Grund  dieser  Gleichung  jeder  Punkt  im  Innern  des 
Kreises  zum  Mittelpunkt  einer  neuen  Integraldarslellung  ge- 
macht werden  kann,  so  gilt  der  Satz  fttr  alle  Punkte  im  Innern 
der  Fläche  F. 

Dieser  einfache  Satz  ist  für  das  Folgende  deshalb  von  Be- 
deutung, weil  er  lehrt,  dass  die  Function  u,  falls  sie  ttberall 
dasselbe  Zeichen  hat,  gleichmassig  für  alle  Punkte  im  Innern 
der  Fläche  nach  Null  convergirt,  sobald  sie  in  einem  einzigen 
Punkte  mit  d  beliebig  klein  wird.  Denn  die  Grenzen,  innerhalb 
welcher  E  variiren  kann,  bleiben,  unabhängig  von  d,  stets  nur 
endlich. 

Dasselbe  gilt  auch  für  alle  Ableitungen  der  Function  ?i. 
Denn  im  Innern  des  Kreises  mit  dem  Radius  r  bestehen  für 
jeden  Punkt  mit  den  Coordinaten  ^,  S-  die  Gleichungen: 

-^^y^^  =  -^  ^  /r/||  ^  [sin^t^^/'f/sin  A-^^-rf^^^-cosÄ^^yt/cosA-^^rf^l  , 

*=  <  —  TT  —TT 

-^^^  =  ^  ^  *  (f )    [cos  kd^  fu  sm  k&d^  -  sin  k^jueo^  k3d&  1  . 
Da  nun  die  Integrale 

^  fu  sin  k&dS-    und     ^  fu  cos  k&d& 

—  TT  —  TT 

ihrem  Betrage  nach  nicht  grösser  sind  als  der  Betrag  von 


—  n 


weil  [f  ttberall  nur  positiv  oder  nur  negativ  sein  sollte,  so  sind 
auch  die  Beträge  von  j-  und  j^  an  jeder  Stelle  im  Kreise  gleich 
dem  Producta  von  d  mit  endlichen  Grössen.     Sie  convergiren 

4  0* 
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folglich  überall  im  Innern  von  F  gleichmässig  nach  Null,  wenn 
i  beliebig  klein  wird.  £benso  verhalten  sich  alle  höheren  Ab- 
leitungen. 

4.   Ist  für  eine  beliebige,  endliche  Fläche  F  eine  unbe- 
grenzte Reihe  von  harmonischen  Functionen 


Uj,    Wj,   . . . .  M,|,   . 


•  • 


gegeben ,  deren  Randwerthe  mit 

bezeichnet  werden  sollen,  und  convergirt  die  Summe  der  Rand- 
werthe r/j  -+-  t/,  +  Ü5  +  •  — I-  ^fi  H —  •  gleichmässig  nach  einer 
bestimmten  Function  (/,  so  stellt  die  unendliche  Reihe 


u  =  u^  +  Wj  +  W3  +  •  •  •  •  +  W|, 


* .  •  • 


eine  Function  dar,  welche  im  Innern  der  Flüche  F  harmo- 
nisch ist. 

Denn  die  Function  u  ist  erstlich  in  der  Flache  stetig,  weil 
die  unendliche  Reihe  gleichmässig  convergirt.  Da  n&mKch  die 
Summe 

zufolge  der  Voraussetzung  für  alle  Randpunkte  zugleich,  ledig- 
lich durch  Wahl  von  n  und  unabhängig  von  m,  ihrem  Retrage 
nach  kleiner  als  eine  beliebige  Grösse  d  gemacht  werden  kann, 
so  wird  auch  die  Summe 

dem  Retrage  nach  für  alle  Punkte  im  Innern  von  F  kleiner  als  d. 
Setzt  man  ferner 

W  =  «n  -+-  ^n »      «n  =  «4  -+-  «*!  +  «^3  -+- »-  %-4  » 

so  ist  für  jeden  Punkt  im  Innern  eines  innerhalb  F  gelegenen 
Kreises  mit  dem  Radius  r: 

wenn  man  mit  S^  den  Werth  der  Summe  ^i^  in  den  Punkten 
der  Peripherie  des  Kreises  bezeichnet.  Nennt  man  femer  U 
und  Rh  die  Werthe  von  u  und  r„  auf  der  Peripherie  des  Kreises, 
so  kann  man  diese  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben : 
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-[^/'•.^'■■'»-i^r/«.''»]- 

Da  nun  r„  und  R^  durch  Waht  von  n  gleichmassig  beliebig  klein 
werden,  so  ist 

nj  l  'inj  ^ 

d.  h.  u  ist  eine  harmonische  Function  für  das  ganze  Innere 
von  F.    Aus  diesem  und  dem  früheren  Satz  (Nr.  3)  folgt : 

/sX  /Vir  eine  beliebige  endliche  Fläche  F  eine  unbegrenzte  Reihe 
von  harmonischen  Functionen  m^,  m„  ...  u^^  ...  gegeben^  die  alle 
innerhalb  F  einerlei  Zeichen  haben,  und  convergirt  die  Summe 

W4  -h  w,  -♦-  W3  +  ••••+  t/,j  -h  •••  • 

an  irgend  einer  Stelle  im  Innern  der  Fläche^  so  convergirt  sie 
auch  für  alle  inneren  Punkte  der  Fläche,  und  ist  in  derselben  eine 
harmonische  Function.  *) 

Denn  wenn  die  Reihe  an  einer  Stelle  convergirt,  so  lässt 
sich  für  diese  Stelle  ein  Werth  n  angeben,  sodass 

bei  jedem  Werth  von  m  kleiner  bleibt  als  eine  vorgeschriebene 
beliebig  kleine  Grösse  d.  Dann  aber  ist  diese  Summe  im  In- 
nern von  F  allenthalben  gleich  dem  Product  von  d  mit  einer 
endlich  bleibenden  Grösse. 

§  2. 
Die  Constnictioii  der  Green'schen  Function. 

4.  In  der  a;y- Ebene  sei  eine  eiüfach  zusammenhängende, 
ganz  im  Endlichen  liegende  Fläche  F  ohne  Windungspunkte 
gegeben,  lieber  den  Rand  C  derselben  machen  wir  keine  andere 
Voraussetzung,  als  dass  er  aus  einer  stetigen,  sich  selbst  nicht 
durchschneidenden  Curve  bestehen  soll.  (Die  Curve  kann 
unendlich  viele  Ecken  besitzen,  ja  überhaupt  keine  bestimmten 
Tangenten  oder  Rogenelemente  haben.)    Im  Innern  der  Fläche 


1)  Auch  bei  der  Methode  des  arithmetischen  Mittels,  sowie  bei  den 
eingangs  erwähnten  Gombinationsmethoden  ist  dieser  Satz  dienlich. 
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werde  ein  Punkt  0  beliebig  angenommen.  Es  soll  die  Existenz 
der  Gree naschen  Function  bewiesen  werden,  welche  zum  Punkt 
0  gehört. 

Man  construire  innerhalb  der  Curve  C  eine  unendliche 
Reihe  von  Polygonen :  P,,  P„  P,,  . . .  P^  . . .  mit  folgenden  Eigen- 
schaften. Erstens :  Jedes  Polygon  liegt  ganz  innerhalb  der  Curve 
Cj  das  heisst  sein  Umfang  hat  keinen  Punkt  mit  derselben  ge- 
mein. Zweitens :  Jedes  Polygon  liegt  ganz  ausserhalb  des  vor- 
hergehenden. Drittens:  Das  Polygon  P^  soll  sich  bei  wachsen- 
den Werthen  von  n  der  Curve  C  beliebig  nähern.  Dies  wird 
der  Fall  sein,  wenn  jeder  Punkt  auf  dem  Polygon  P^  so  liegt, 
'  dass  die  untere  Grenze  seiner  Entfernungen  von  den  Punkten 
der  Curve  C  unterhalb  einer  Grösse  d  sich  befindet,  die  mit 
wachsenden  Werthen  von  n  nach  Null  convergirt. 

Zu  jedem  Polygon  lässt  sieb  die  Green'sche  Function, 
welche  zum  Punkt  0  gehört,  construiren.  Bezeichnet  man  die 
für  P^i  geltende  Function  mit  g„,  so  erhält  man  eine  unendliche 
Folge  von  Functionen : 

9ii  9t ^  9^y   •  •  •  9ni   •  •  • 

Von  diesen  Functionen  soll  bewiesen  werden,  dass  sie  nach 
einer  ganz  bestimmten  harmonischen  Function  g  convergiren, 
und  dass  diese  Function  g,  welche  durch  die  unendliche  Summe 

ff  =  i/i  +   (fft  -  ffi)  +  (»3  -  ffi)  +  •  •  •  •  +  (ffn  -  ffn-i)  +  •  •  •  • 

darstellbar  ist,  für  die  von  der  Curve  C  umschlossene  Fläche  F 
diejenige  Green'sche  Function  ist,  welche  zum  Punkt  O  ge- 
hört. •) 

2.  Man  vergleiche  zunächst  zwei  aufeinander  folgende  Func- 
tionen, z.  B.  g^  und  y,,  deren  Randwerthe  mit  / 1— j  und  /  |--j  be- 
zeichnet seien.    Weil  die  Green'sche  Function  im  Innern  eines 


4)  Mittels  des  Verfahrens  derEinschliessung  einer  Fläche  durch  Poly- 
gone bat  Herr  Schwarz  die  Möglichkeit  der  conformen  Abbildung  einer 
ebenen  Fläche,  deren  Begrenzung  überall  convex  nach  Aussen  ist,  auf  einen 
Kreis  bewiesen  (Prgr.  der  eidgen.  polytechn.  Schule  4869/70)  und  dem  Stu- 
dium dieser  Abhandlung  verdanke  ich  die  Anregung  zu  der  vorliegenden 
Untersuchung.  Im  Uebrigen  unterscheiden  sich  die  Formullrungen,  welche 
Herr  Schwarz  angiebt,  von  den  hier  angewandten.  Jene  lassen  sich  nicht 
auf  eine  beliebig  berandete  ebene  Figur  und  nicht  für  die  Lösung  des  ana- 
logen Problemes  im  Räume  übertragen. 
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Polygooes  allenthalben  kleiner  i^  als  / 1— K  und  weil  das  Polygon 
P,  ganz  im  Innern  des  Polygones  P^  liegt,  so  sind  die  VVerlhe, 
welche  g^  auf  dem  Polygon  P^  besitzt,  kleiner  als  l\-],  also 
kleiner  als  g^.   Mitbin  ist  überall  im  Innern  von  P^ 

d.  b.  die  Reihe  der  Functionen  g^^  g^,  g^, bildet  eine  Reibe 

von  abnehmenden  Grössen ;  es  ist 

9i>  9i>  99>  ""  >  9n>  9n^i  > 

Diese  Ungleichungen  gelten  für  jeden  Punkt  im  Innern  der  Fläche 
P  von  einer  bestimmten  Stelle  ab ,  weil  jeder  innere  Punkt 
schliesslich  innerhalb  eines  Polygones  und  aller  darauf  folgenden 
zu  liegen  kommt. 

Da  nun  jede  der  Functionen  g^^'  in  jedem  Punkt  innerhalb 

F  grösser  bleibt  als  der  Werth  /  l-zAj  wenn  M  das  Maximum  der 

finlfernung  der  Punkte  des  Randes  C  vom  Punkte  0  bedeutet, 
so  folgt,  dass  die  Functionen  ^^  in  jedem  Punk.t  innerhalb  F  nach 
einer  bestimmten  Grenze  convergiren. 

Beachtet  man  nun  weiter,  dass  die  Differenzen 

iüi  —  9i)i  (?3  -  9th  ••••  l9n  -  ffn-i)» 

alle  einerlei  Zeichen  haben,  nämlich  negativ  sind,  so  folgt  nach 
dem  am  Schluss  des  §  4  erhaltenen  Satz,  dass  die  Function : 

»  =  Ä  +  (ffi  -ffi)  +  (?3-yi)  + -+-  (»fi-^»ft-4)  +  ••• 

eine  im  Innern  von  F  harmonische  Function  ist. 

3.  Es  muss  nun  gezeigt  werden,  dass  diese  Function  g  bei 
Annäherung  an  den  Rand  gleichmässig   stetig   in  die  Werthc 

/|-|  tibergeht. 

Zur  Yereinfacbung  der  Discussion  führe  ich  an  Steile  der 
Functionen  gf^  und  g  die  Functionen  5^  und  s  sein,  welche  durch 
die  Gleichungen 

s^  =  Qe^i ,  5,  =  Q^^*) ^n  =  ßc^'*,  . .  • .  und  5  ==  geö' 

definirt  sind«  Jede  der  Functionen  ^^  besitzt  am  Rande  des  zu- 
gehörigen Polygones  P„  den  constanten  Werth  1 ,  und  im  Punkt 
Oden  Werth  Null.  Ferner  sind  die  Functionen  l{sj  harmonische 
Functionen  nach  Ausschluss  des  Punktes  0,  in  welchem  sie  ne- 
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galiv  aneDdlich  werden.  Da  die  Reihe  der  Funciionen  g^  eioc 
abnehmende  ist,  so  ist  auch  die  Reihe  der  Funciionen  s^g  eine 
abnehmende,  d.  h.  es  ist  für  jeden  Punkt  innerhalb  der  Fläche 

S^  >  «t  >  ^3  •  •  •  •  >  ^n  > >  ^• 

Bezeichnet  a  einen  bestimmten  positiven  Werth  kleiner  als  4, 
so  bilden  die  Punkte,  in  denen  s,^  den  constanlen  Werth  a  hat, 
eine  einfach  geschlossene  Curve,  welche  den  Punkt  0  umgiebt. 
Sucht  man  also  die  Curven  auf,  für  welche 

«I    ^^    €*,     Oft    """    C*,    •  •  •  •   ^fi   "^    ^1    •  •  •  • 

ist,  so  folgtaus  den  obigen  üngieichungeo,  dassjedc  dieser  Curven 
ausserhalb  der  vorhergehenden  liegt.  Es  wird  also  auch  der 
Ort  aller  der  Punkte,  in  denen  s  ss  a  ist,  ausserhalb  aller  vor- 
hergehenden Curven  sich  befinden. 

Man  muss  daher  zuvörderst  nachweisen,  dass  solche  Punkte 
überhaupt  im  Innern  von  F  vorhanden  sind.  Zu  dem  Zwecke 
denke  man  sich  ein  Polygon  Q  construirt,  dessen  Fläche  die 
Flüche  Fganz  einschllesst,  dessen  Umfang  aber  einen  odermehrere 
Punkte  mit  der  Curve  C  gemein  hat.  Construirt  man  für  dieses 
Polygon  Q  die  zum  Punkte  0  gehörige  Green'sche  Function  y, 
so  ist  der  Werth  von  /  im  Innern  der  FlHche  P  kleiner  als  jede 
der  Functionen  g^,  also  auch  nicht  grösser  als  die  Function  g. 
Bezeichnet  man  mit  a  den  Werth  a  sa  ge^,  so  ist  in  den  Punkten 
der  Fläche  F 

Da  nun  die  Curve  a  ^  a  jedenfalls  in  das  Innere  der  Fläche  F 
eintreten  muss,  weil  sie  die  Punkte  ausschliesst ,  welche  das 
Polygon  Q  mit  dem  Rande  C  gemein  hat,  und  in  denen  a  =  4 
ist,  so  sind  auch  im  Innern  von  F  Punkte  vorhanden,  in  denen  s 
gleich  oder  grösser  als  a  ist. 

Der  Ort  aller  der  Punkte,  in  denen  5  =  a  ist,  kann  nicht  eine 
geschlossene  Curve  sein,  falls  sie  nicht  den  Punkt  O  einschliesst; 
denn  sonst  wäre  s  allenthalben  in  F  constant,  was  zufolge  der 
Gleichung  l{s)  =  ^  +  { (^)  unmöglich  ist. 

Ebensowenig  können  die  Punkte,  in  denen  s  =s  a  ist,  im 
Innern  von  F  gelegene,  nicht  geschlossene  Curven  bilden; 
denn  bei  einer  harmonischen  Function  ist  dieses  überhaupt  un- 
möglich. 

Sonach  ist  nur  zu  zeigen ,  dass  der  Ort  der  Punkte  5  =  ^ 
beliebig  nahe  an  den  Rand  C  heranrückt,  wenn  a  beliebig  nahe 
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ao  den  Werih  1  rückt,  dass  aber  die  Punkte  s  ^  a  den  Rand  C 
niemals  erreiehen,  so  lange  a  kleiner  als  4  ist. 

Construirt  man  das  Polygon  P^  im  Innern  der  Curve  C, 
welches  derselben  beliebig  nahe  gebracht  wird  dadurch,  dass 
man  n  beliebig  gross  annimmt,  so  hat  auf  demselben  die  Function 
«n  den  Werlh  4,  und  jede  der  folgenden  Functionen  einen  Werlh, 
der  kleiner  ist  als  4 .  Bestimmt  man  den  grössten  Werlh,  welchen 
die  Function  s  auf  diesem  Polygon  annimmt,  und  nennt  man 
denselben  a,  so  ist  für  alle  Weilhc  im  Innern  dieses  Polygones 
der  Werth  von  s  kleiner  als  a;  alle  Punkte,  in  denen  5  >  a  ist, 
liegen  also  zwischen  dem  Polygon  P^  und  der  Curve  C,  d.  h.  sie 
kommen  der  letzteren  beliebig  nahe. 

Die  Curve  s  ss  a  kann  dabei  den  Rand  niemals  erreichen. 
Denn  wird  wie  vorhin  das  Polygon  Q  construirt,  welches  min- 
destens einen  Punkt  mit  der  Curve  C  gemein  hat,  im  Uebrigen 
aber  ganz  ausserhalb  derselben  liegt,  so  ist  s  jedenfalls  nicht 
kleiner  als  a.    Demnach  liegt  die  Curve  s  =i  a  nicht  ausserhalb 
der  Curve  er  s=  a.    Die  Curve  a  as  a  kann  nun  zwar  den  Rand 
C  an  mehreren  Stellen  durehschoeiden,  sie  muss  aber  alle  die 
Punkte  des  Randes,  welche  zugleich  auf  dem  Polygon  Q  liegen, 
in  bestimmter  endlicher  Entfernung  ausschliessen;  denn  in  diesen 
Punkten  ist  a  ss  4 .    Mithin  muss  auch  die  Curve  a  =  a  von 
diesen  Randpunkten  eine  endliche  Entfernung  haben.    Da  nun 
jeder  Punkt  des  Randes  willkürlich  zu  einen  Eckpunkt  von  Q 
gemacht  werden  kann,  so  hat  die  Curve  s  ss  a  von  allen  Rand- 
punkten eine  endliche  Entfernung,  solange  a  <  4  ist. 

4.  Mit  der  Existenz  der  zum  Punkt  0  gehörigen  Green  'sehen 
FuDction  ist  bekanntlich  nun  auch  der  folgende  Satz  bewiesen  : 
Jede  endliche,  einfach  zusammenhangende,  von  einer  be- 
liebigen stetigen  Randcurve  begrenzte,   ebene  Fläche  F  kann 
derart  conform  auf  das  Innere  eines  Kreises  abgebildet  werden, 
dass  einem  beliebig  zu  wählenden  Punkte  0  der  Mittelpunkt  des 
Kreises,  und  jedem  anderen  Punkt  im  Innern  von  F  umkehrbar 
eindeutig  ein  Punkt  im   Innern  des  Kreises   entspricht.     Den 
Pankten,  weichein  beliebigerNähe  desRandes  liegen,  entsprechen 
Punkte,  die  an  die  Kreisperipherie  rücken.  Diese  Abbildung  ist 
bis  auf  eine  Drehung  des  Kreises  um  seinen  Mittelpunkt  fixirt. 
Ob  nun  auch  den  Punkten  des  Randes  eindeutig  bestimmte 
Punkte  der  Kreisperipherie  entsprechen^  hängt  von  den  Werthen 
ob,  welche  die  Ableitung  der  Green  'sehen  Function,  gebildet  nach 
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den  inneren  Normalen,  in  den  Punkten  desiRandes  besiut.  Diese 
Frage  wird  bei  einer  beliebigen  Randcurve,  die  keine  Tan- 
genten und  keine  Normalen  zu  besitzen  braucht,  wohl  kaum  zu 
entscheiden  sein.  Nur  bei  einem  Rand,  der  aus  einer  analy- 
tischen Curve,  oder  aus  Stücken  solcher  Curven  besteht,  ist  sie 
bisher  und  zwar  in  bejahendem  Sinne  beantwortet  worden . 

§3. 
Die  Haupteigenachalten  der  Oreen'schen  Function. 

Die  Function  g  besitzt  zwei  wesentliche  Eigenschaften, 
deren  Beweis  ich  hier  anführen  möchte,  um  keinerlei  Zweifel 
über  die  Allgemeingültigkeit  derselben  bestehen  zu  lassen ;  denn 
dieselben  werden  im  folgenden  §  benutzt. 

\ .  Ist  g^  in  Bezug  auf  eine  beliebige  ebene  Fläche  die  zu 
einem  Punkt  o  gehörige  Green'sche  Function,  und  ist^^^  die  zu 
einem  andern  Punkt  o'  gehörige  G  ree nasche  Function,  so  ist  der 
Werth,  welchen  die  erste  Function  im  Punkte  q>  besitzt,  gleich 
dem  Werth,  welchen  die  zweite  Function  im  Punkt  o  hat;  also 
in  Formeln 

9o  (o')  =  9o'  [o]  • 
Der  Beweis  ist  am  einfachsten  nach  dem  Verfahren,  welches  in 

den  Vorlesungen  von  Riemann    (Schwere,  Electricität  und 

Magnetismus,  bearbeitet  von  Hatte  ndorff)  für  dasselbe  Problem 

im  Raum  mitgetheilt  ist.    Nur  eine  kleine  Modification  scheint 

mir  dabei  nothwendig  zu  sein. 

Man  umschliesse  die  innerhalb  P  gelegenen  Punkte  o  und 

o'  mitbeliebig  kleinen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  o  und  o'  sind, 

und  deren  Radien  q  und  q'  heissen  mögen.    Nach  Ausschluss 

dieser  Kreise  soll  die  Fläche  F  mit  F'  bezeichnet  werden.  Führt 

man  die  Functionen 

«^  =  5o  -  '(v),    u'  =  (/^,  -  /(^) 

ein,  wobei  r  und  r'  die  Entfemungender  Punkte  von  F'  bezüglich 
von  0  und  o'  angeben,  so  sind  u  und  u'  im  Innern  von  F'  har- 
monische Functionen.  Nach  bekannten  Sätzen  bestehen  die 
Gleichungen : 

wenn  diese  Integrale  über  sämmtliche  Randcurvon  von  F'  er- 


l 
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strecki  werden.    Dabei  sind  die  AbleiUingen  nach  den  inneren 
Normalen  zu  bilden.  Um  aber  keine  Voraussetzungen  einzuführen 

über  die  Existenz  und  Integrirbarkeit  der  Ableitungen  y-  und 

du' 

j^  am  Rande  von  F,  dessen  Bogenelemente  überdies  nicht  inte- 

grirbar  zu  sein  brauchen,  ersetze  ich  die  Randcurve  von  F  durch 
eine  andere  innere  Curve  mit  integrirbarem  Bogenelement, 
welche  in  beliebiger  Nahe  der  eigentlichen  Randcurve  verläuft, 
und  welche  ebenfalls  die  um  o  und  o'  construirten  Kreise  ein- 
scbliesst.  Als  solch  eine  Curve  wähle  ich  diejenige,  auf  welcher 
u  den  Constanten  Werth  a  hat.  Es  ist  dies  eine  analytische 
Curve,  so  dass  eine  Integration  längs  dieser  Curve  immer  aus- 
geführt werden  kann.*}  Wird  das  Bogenelement  derselben  mit 
d  (f  bezeichnet,  so  zerlegt  sich  das  obige  erste  Integral  in  Integrale 
mit  dem  Element  da',  und  in  zwei  Integrale,  welche  sich  auf 
die  Kreise  um  o  und  o'  beziehen.    Es  wird  also 

/r  bu  t  ,       f    hu'  j   , 
"  rJ'  -  J  "  in  ''' 

*  il"'  r.  -  '  \^  «"*  -^/(»' «  -  » 1^)  «■  »  -  «■ 

Das  erste  Integral  ist,  weil  v—  auf  der  neuen  Randcurve  tiberall 

negativ  ist  (höchstens  gleich  Null  wird),  nach  dem  ersten  Mittel- 
werlhsatz  gleich 

wenn  u'  einen  mittleren  Werth  von  u'  bezeichnet;  und  zufolge 
der  Gleichung 


n 


-  da  =:  0, 


in 

welche  sich  auf  sämmlUcheRandcurven  bezieht,  wird  das  vorher- 
gehende Integral  gleich 


i)  Auf  den  Niveaulinien  im  Innern  einer  auch  mehrfach  zusammen- 
bttngenden  Flttche  können  niemals  Spitzen  vorkommen,  sondern  nur  viel- 
tache  Punkte  (Gleichgewichtspunkte),  in  denen  sich  n  Zweige  unter  Winkeln 

von  der  Grösse  —  schneiden.    Für  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 

n 

besitzen  die  Curven  g  —  l  ( — 1  =  «  auch  keine  vielfachen  Punkte. 
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Ebenso  ist 

Da  nun  auf  der  Peripherie  der  Kreise  q  und  q'  die  Gleichungen 
gelten : 

37i        T^         (I  '      Ti»  Jn  ^" 

SO  sind  diese  beiden  Integrale  bezüglich  gleich  —  2  tt  [u'j  und 
2/ra,  sie  convergiren  also  nach  Null,  wenn  a  und  folglich  auch 
der  Mitlelwerth  von  u'  beliebig  klein  gemacht  werden,  dadurch 
dass  man  die  Curvc  a  in  beliebiger  Nähe  der  Randcurve  a  an- 
nimmt.  Dass  in  der  That  bei  diesem  Processe  auch  der  Mitlel- 
werth von  u'  beliebig  klein  wird,  folgt  daraus,  dass  die  G  r  een  'sehe 
Function  gleichmässig  in  ihre  Randwerthe  übergeht,  wie  im 
vorigen  Paragraphen,  wenigstens  für  einfach  zusammenhängende 
Flächen,  auf  die  es  im  Folgenden  allein  ankommt,  bewiesen 
wurde.    Femer  wird 


^^./("'  ^  -  "^)  «■"*  -  '""fr.  (»»■  -  '(?))»■"» 

-  lim/«  (^  +  i,)  s'd»  =  -  (j,  M  +  ((oo'ljS». 
Demnach  ist,  da  die  Summe  dieser  Integrale  beliebig  klein  wird, 

2.  Für  das  Problem  in  der  Ebene  kann  man  den  Beweis 
auch  mittels  der  conformen  Abbildung  durch  den  sehr  einfachen 
Nachweis  des  Satzes  erledigen:  Wird  ein  Kreis  conform  auf 
sich  selbst  abgebildet,  so  dass  irgend  ein  Punkt  desselben, 
der  den  Abstand  d  vom  Mittelpunkt  hat,  nunmehr  Mittelpunkt 
wird,  so  entspricht  bei  dieser  Abbildung  dem  Mittelpunkt  ein 
Punkt,  der  wiederum  im  Abstände  d  von  der  Mitte  sich  befindet. 

3.  Auf  Grund  der  angewandten  einfachen  Principien  und 
des  vorigen  Satzes  erhält  man  auch  den  Beweis  für  die  zweite 
Eigenschaft  der  Green'schen  Function:  Rückt  der  Punkt  o'  auf 
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den  Rand  der  Fläche  F  in  einen  Punkt  p^  so  geht  die  zum  Punkte 

o'  gehörige  Green'sche  Function  in  die  Function  Zj—J  über, 

wobei  r'  die  £ntfeniuDgen  der  Punkte  in  der  Fläche  F  vom 
Funkte  p  bedeutet.  Dieser  Uebergang  erfolgt,  nach  Ausschluss 
des  Punktes  p  durch  ein  beliebig  kleines  Gebiet,  gleichmässig 
stetig. 

Man  betrachte  gleichzeitig  einen  festen  Punkt  o  und  den 
variabeln  Punkt  o' ,  Um  den  Punkt  o  constmire  man  die  Curven, 

aufweichen  die  Green ^sche  Function  g^  gleich  l\—\  +  or  oder 

Qq  —  H— )  constant  gleich  a  ist,  wobei  a  einen  negativen  Werth 

mit  beliebig  kleinem  Betrag  bedeutet.  Rückt  der  Punkt  o'  auf 
diese  Curve,  so  hat  die  zu  o'  gehörige  Green'sche  Function  j^' 

im  Punkte  o  den  Werth  l  \—\  +  (x.  Umgiebt  man  den  Rand- 
punkt }>,  in  welchen  o  hineinrücken  soll,  mit  einem  beliebig 
kleinen  ins  Innere  von  F  eindringenden  Gebiet,  welches  den 
Punkt  o'  einschliesst,  und  nennt  man  F  nach  Ausschluss  dieses 

Gebiets  F^  so  ist  g^  —  l  l-r j  eine  in  F'  überall  harmonische 

Function ;  r'  bezeichnet  die  variable  Entfernung  jedes  Punktes 
im  Innern  oder  am  Rande  der  Fläche  F  vom  Punkte  o' .  Diese 
harmonische  Function  ist  im  Punkte  o  gleich  a,  am  Rande  von 

F  überall  negativ  oder  Null,  und  folglich  ist  g^,  —  /  i-A  überall 

im  Innern  von  F'  gleich  dem  Product  von  a  mit  endlichen 
Grössen.  (§  \ .  Nr.  3.)  Convergirt  a  nach  Null,  so  geht  g^  inner- 
halb F  gleichmässig  in  den  Werth  /  j-jj  über. 

Man  kann  diesen  Salz  auch  folgendermassen  aussprechen : 
Wird  irgend  eine  Curve  betrachtet,  die  ganz  im  Innern  der 
Fläche  F  liegt,  so  convergiren  die  Werthe,  welche  die  Function 
g^  auf  der  Peripherie  und  im  Innern  dieser  Curve  besitzt,  gleich- 
mässig nach  den  Werthen  /  i-A  ,  wenn  o'  auf  den  Rand  der 

Fläche  F  rückt.  Ebenso  convergiren  auch  die  Ableitungen  der 
Function  g  gleichmässig  nach  den  Werthen  der  entsprechenden 

Ableitungen  von  /  |^j .    (§.  -I .  Nr.  3.) 
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§  ^. 

Nachweis  der  Existenz  einer  harmonischen  Function 
beliebigen  stetigen  Eandwerthen. 

1 .  Von  der  Randcurve  C,  welche  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  F  begrenzt,  wird  im  Folgenden  vorausgesetzt^ 
dass  ihr  Bogeuelement  da  integrirbar  ist,  und  dass  sie  nicht 
unendlich  viele  Wendungen  besitzt.  Ueberdies  werde  der  Ein- 
fachheit wegen  angenommen,  dass  keine  Eckpunkte  oder  Spitzen 
auf  dem  Bande  vorhanden  sind,  sodass  es  also  in  jedem  Rand- 
punkte eine  bestimmte,  sich  stetig  ändernde  Tangente  giel)t. 
Sind  alsdann  längs  des  Randes  die  Werthe  einer  eindeutigen 
und  stetigen  Function  U  gegeben ,  so  soll  fUr  das  Innere  der 
Fläche  F  die  harmonische  Function  u  bestimmt  werden,  welche 
gleichmässig  stetig  in  die  Randwertbe  U  übergeht.  Unter  dem 
gleichmässig  stetigen  Uebergang  in'  die  Randwerthe  verstehe 
ich  folgende  Eigenschaft :  Bei  jeder  vorgeschriebenen,  beliebig 
kleinen  Grösse  d  muss  sich  zu  jedem  Randpunkt  s  ein  Gebiet 
von  endlicher  Ausdehnung  angeben  lassen,  welches  in  das 
Innere  von  F  eintritt,  und  zum  Theil  von  einem  Bogenstück  der 
Randcurve,  in  welchem  $  liegt,  begrenzt  ist,  sodass  die  Werthe 
der  Function  ti,  welche  zu  den  Punkten  dieses  Gebietes  und 
seiner  Grenzlinien  gehören ,  unter  einander  um  weniger  als  ö 
differiren. 

Es  ist  bekannt,  dass  diese  Function  u,  wenn  überhaupt, 
so  jedenfalls  eindeutig  bestimmt  ist. 

Die  von  Green  (Journ.  f.  Math.  Bd.  44)  angegebene  Formel 
lautet : 

Dabei  bedeutet  q  die  Entfernung  des  Punktes  a?,  y  von  den 
Punkten  des  Randes,  g  die  zum  Punkt  o?,  y  gehörige  Green'sche 

Function,  und  -j—  die  Ableitung  der  betreffenden  Function,  ge- 
bildet in  den  Punkten  des  Randes  nach  der  inneren  Normalen. 


» '"« (7) ,. 


cos« 


Die  Grösse  — 5—  —  ist  gleich  ,  wobei  b  den  Winkel  be- 

zeichnet,  den  die  nach  innen  gerichtete  Normale  mit  der  Rieh- 
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lang  ^  (von  de  nach  dem  Punkte  x,  y)  einsohliesst.   Die  Grösse 


COSfi 


da  giebt  den  Winkel  an,  unler  welchem  das  Bogenelement 

da  vom  Punkte  x,  y  aus  gesehen  wird,  wobei  jedoch  dieser 
Winkel  positiv  oder  negativ  ist,  je  nach  dem  Vorzeichen  von 
cos  £.  Derselbe  wird  von  Herrn  C«  Neumann  mit  (da)^  be- 
zeichnet, sodass  die  vorstehende  Integralformel  geschrieben 
werden  kann: 

Heine  nennt  in  seiner  Theorie  der  Kugelfunotionen  (2.  Aufl. 
Bd.  2,  S.  93]  diese  Formel  mit  Recht  nur  eine  heuristische : 
»indem  manche  Punkte  in  der  Ableitung  einen  genauen  Beweis 
vermissen  lassen.  Es  ist  z.  B.  noch  nicht  bewiesen,  dass  g  sich 
continnirlich  ändert,  wenn  der  Pol  bis  in  die  Begrenzung  fori- 
rOckt.« 

Der  Beweis  dieser  letzteren  Eigenschaft  ist  in  dem  vorigen 
§.  in  voller  Strenge  erbracht,  dagegen  ist  Über  die  Ableitung 
der  Function  g  nach  der  inneren  Normalen  nichts  bekannt,  also 
weder  über  ihre  Stetigkeit  bei  Annäherung  der  Function  (nicht 
ihres  Poles)  an  den  Rand,  noch  über  ihre  Integrirbarkeit  längs 
des  Randes.  Ohne  auf  diese  letzteren  Fragen  näher  einzugehen, 
kann  man  indessen  die  Gültigkeit  der  obigen  Formel,  sobald 
man  den  eigentlichen  Inhalt  derselben  genauer  präcisirt,  voll- 
kommen beweisen. 

2.  Behandelt  man  die  beiden  Integrale  gesondert,  so  er- 
geben sich  zunächst  für  das  erste  die  folgenden  Eigenschaften, 
fttr  deren  Beweis  ich  mich  auf  frühere  Arbeiten  berufen  kann^). 
Das  Integral 

stellt  eine  im  Innern  von  F  harmonische  Function  dar,  welche 
bei  Annäherung  an  den  Rand,  d.  h.  wenn  der  Punkt  x^y  in 
einen  Randpunkt  s  rückt,  gleichmässig  nach  dem  Werth 

convergirt,  wobei  ü,  den  Werth  der  Function  U  im  Punkte  s 

I)  Heumann ,  Untersnehongen  über  das  Logurithmische  und  New- 
Un'sche  Potential  (Leipzig  4877),  sowie  meine  Mittheilung:  »Zur  Theorie 
desCaachy'schen  Integrales«  in  diesen  Berichten,  Jahrgang  488A. 
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bedeutet,  und  die  »zugeordnete«  Function  Pg  in  jedem  Punkte  s 
des  Randes  durch  das  Integral 

deßnirt  ist. 

3.  Das  zweite  Integral  bedarf  einer  neuen  Definition.  Ad 
Slelie  der  Randcurve  G  betrachte  man  eine  andere  innere  Gurve 
C\  die  in  beliebiger  Nähe  des  Randes  verlauft.  Auf  dieser  neuen 
Curve  C  vertheile  man  in  bestimmter  Weise  die  Werthe  der 
stetigen  Function  U. 

Um  eine  bequeme  Vorstellung  und  eine  einfache  analytische 
Formulirung  vor  Augen  zu  haben,  nehme  man  C  als  Parallel- 
curve  zu  C  an.  Die  Parallelcurve  C  besitzt,  wenn  sie  in  be- 
liebiger Nahe  von  C  verläuft,  keine  Doppelpunkte,  Ecken  oder 
Spitzen,  wenn  C  keine  derartigen  singulSren  Punkte  hat.  Die 
Punkte  von  C  sind  den  Punkten  von  C  eindeutig  zugeordnet. 
Rückt  die  Parallelcurve  durch  Verkleinerung  ihres  Abslandes 
beliebig  nahe  an  die  Curve  0,  so  rücken  auch  die  zugeordneten 
Punkte  einander  beliebig  nahe.  Auf  der  Curve  C  vertheile  man 
die  Function  U  derart,  dass  in  den  zugeordneten  Punkten  von 
C  und  C  die  Werthe  von  U  übereinstimmen.  Das  BogenelemeDt 
der  Curve  C  heisse  da'. 

Man  bilde  die  harmonische  Function  u,',  welche  in  jedem 
Punkte  0  der  Fläche  durch  das  Integral 


<'T^Mi<'<'' 


definirt  ist.   Dabei  soll  g  die  zum  Punkte  0  gehörige  Green'sche 
Function  für  die  von  der  Curve  C  umschlossene  Fläche  F  sein ; 

f\  fr 

j~  aber  die  Ableitung  dieser  Function,  gebildet  längs  der  Curx^e 

G  nach  der  inneren  Normalen.    Ebenso  erstreckt  sich  die  In- 
tegration nicht  über  die  Randcurve  C,  sondern  über  die  Curve  C. 

Es  ist  v-^  längs  dieser  inneren  Curve  eine  durchaus  reguläre 

Function. 

Nun  ist  zu  untersuchen,  welche  Grenzwerthe  V^  diese 
Function  in  den  Punkten  des  Randes  C  besitzt.  Lässt  man  den 
Punkt  0  in  einen  Randpunkt  —  er  heisse  s  —  rücken,  so  geht 
die  Green'sche  Function,  sowie  ihre  Ableitung  in  den  Punkten 

der  inneren  Curve  G  gleicbmässig  stetig  in  den  Werth  / 1    I 
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und  j— j  /  I — I  über,  wobei  p  die  Entfernung  des  Punktes  s 

von  den  Punkten  der  Gurve  C  bedeutet.    (§  3.  Nr.  3.)     Es 
ist  also 

far  die  Punkte  des  Randes  C. 

4.  Wenn  die  Parallelcurve  C  immer  naher  an  den  Rand  C 
construiri  wird,  so  ttndern  sich  die  Werthe  der  harmonischen 
FuDclion  u^%  sowie  ihre  Randwerlhe  Ü^\  Es  soll  der  Grenz- 
werth  bestimmt  werden,  den  U^'  bei  diesem  Processe  erhiSU. 

Zu  dem  Zwecke  fixire  man  auf  der  Randcurve  C  einen  be- 
liebig kleinen  Bogen  <7^,   in  dessen  Innern  der  Randpunkt  s 
liegt.     Auf  diesem  Bogen   tr^  sollen  die  Werthe  der  stetigen 
Function  U  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  d  von 
einander  diflfbriren.    Errichtet  man  in  den  Endpunkten  dieses 
Bogens  die  Normalen,  so  schneiden  diese  auf  der  Parallelcurve 
C^  einen  Bogen  a/  aus,  dessen  Punkte  den  Punkten  von  a^  ent- 
sprechen.  Die  übrigen  Theile  von  C  und  (7  seien  mit  a^  und  a/ 
bezeichnet. 

Das  Integral  U^'  zerlegt  sich  in  zwei  Theile,   von  denen 
sich  der  eine  Iruf  er/,  der  andere  auf  e/  bezieht;  es  ist 

Wenn  nun  die  Curve  C  immer  mehr  an  die  Gurve  C  heran- 
rückt, so  gehen  im  zweiten  Integral  die  Werthe  von  q  gleich- 
massig  stetig  in  die  Werthe  über,  welche  die  Entfernungen  des 
Punktes  s  von  den  Punkten  des  Bogens  a^  ausdrücken;  also  ist 

oder  mit  Benutzung  der  oben  definirten  Bezeichnung 

Dieser  Uebergang  ist  auch  ein  gleichmässiger  in  Bezug  auf 
alle  Randpunkte  s. 

Das  andere  Integral  hat  den  Werth 


[7r>('^0,. 


]Uik.-p]l78.  CUsM  1886.  4  4 


Iffil  AxBL  Harnack, 

Bezeichne!  man  mit  Ug  den  Werth  von  U  im  Punkte  s,  und 
beachtet,  dass  die  Werthe  von  U  längs  des  Bogens  a^ ,  also  auch 
a/,  um  weniger  als  8  von  einander  differiren,  so  ist  dieses  In- 
tegral gleich 


8 


L  Uj{da,\  ±  (<  «J,^/abs  (rfa/),)  . 


Es  ist  aber  f[da^%  gleich  dem  negativen  Winkel,  unter  wel- 
chem das  Bogenelement  a/  vom  Punkte  s  aus  erscheint.  Dieser 
Winkel  werde  mit  a'  bes^eichnet;  also  ist  der  vorstehende  Werth 
gleich 

Lässt  man  die  Curve  C  an  die  Curve  C  beliebig  heranrücken, 
so  geht  a'  in  den  Winkel  über,  welchen  die  vom  Punkte  s  an 
die  Endpunkte  des  Bogens  a^  gezogenen  Linien  mit  einander 
bilden,  und  zwar  in  denjenigen  Scheitelwinkel,  der  dem  Innern 
der  Flache  F  zugekehrt  ist.  Bezeichnet  man  diesen  Winkel  mit 
a,  so  ist 

•'•"  ^V=  -  ,;  U,  ±  (<  <J,v/abs  (rfa/),)  +  ^fuida,),. 

Indem  man  nun  den  Bogen  a^  beliebig  klein  werden  lüsst,  geht 
a  in  den  Werth  /t  über;  ferner  convergirt  d  nach  Null,  während 
yabs  {do^)g  ebenfalls  Null  wird,  weil  unendlich  viele  Wendun- 
gen auf  jedem  BogenstUck  ausgeschlossen  waren ;  endlich  wird 

Sonach  erkennt  man,  dass 

U,  =  lim  U:=  -{U,  +  ~fu{da),  =  ^^U,  +  ^P, 

ist.  Der  Uebergang  von  U^'  in  diesen  Grenzwerth  U^  ist  für  alle 
Randpunkte  ^  ein  gleichmässig  stetiger;  d.  h.  zu  jeder  vor- 
geschriebenen beliebig  kleinen  Zahl  €  lässt  sich  eine  Lage  der 
Curve  C  angeben,  sodass  die  Werthe  der  Function  U^\  welche 
von  dieser  Curve  geliefert  werden,  sich  allenthalben  auf  C 
um  weniger  als  £  von  U^  unterscheiden.  Man  erkennt  dieses, 
indem  man  den  gleichmässig  stetigen  Uebergang  der  Winkel 
a'  in  a,  und  der  Secantenwinkel  ijf  in  den  Tangentenwinkel  ^ 
beachtet. 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Punotion 

eine  harmonische  Function  ist,  die  gleichmSssig  stetig  in  die  Rand- 
werlhe  U^  übergeht.  Denn  dass  u^  eine  harmonische  Function  ist, 
folgt  aus  dem  ersten  Satz  im  §  4 ,  Nr.  4 ;  und  dass  der  Ueber- 
gang  von  u^  in  seine  Randwerthe  ein  gleichmttssiger  ist,  erkennt 
man  folgendermassen.  Man  construire  eine  Parallelcurve  C^^), 
wobei  n  bereits  so  fixirt  ist,  dass  die  Randwerthe  I/^(**)  auf  C, 
welche  von  dieser  Curve  geliefert  werden,  von  jeder  der  fol- 
genden Functionen  U^i^'*'^^  und  also  auch  von  den  Werthen  U^ 

weniger  differiren,  als  die  Grosse    -  betrügt.    Bestimmt  man 

alsdann  zu  allen  Randpunkten  s  die  Bereiche,  innerhalb  deren 

die  Werthe  von  ti/^)  um  weniger  differiren,  als  die  Grösse  — 

beträgt,  so  differiren  in  diesen  Bereichen  auch  die  Werthe  einer 
jeden  Function  ti^C***"*),  also  auch  die  Werthe  von  u^ ,  um  we- 
niger als  ö. 

Für  die  Flache  P  ist  also  erstlich  eine  harmonische  Func- 
tion u^  construirt  worden,  mit  den  Randwerthen  \Ug  -¥•  ^Py, 
sodann  eine  harmonische  Function  u^  mit  den  Randwerthen 
-  ^  r/,  -I-  ^  P, ;  also  ist 

eine  harmonische  Function  für  das  ganze  Innere  von  F,  welche 
gleichmüssig  stetig  in  die  vorgeschriebenen  Randwerthe  U 
übergeht. 

5.  Besteht  die  Begrenzung  aus  einer  analytischen  Curve, 
solässl  sich  die  Green'sche  Function  in  der  Umgebung  jedes 
regulären  Randpunktes  tlber  den  Rand  hinaus  fortsetzen. 
Dann  ist  auch  das  zweite  Integral  unmittelbar  auf  der  Rand- 
curve  definirbar.  Auch  für  einen  aus  Stücken  analytischer 
Curven  zusammengesetzten  Rand  ist  dieses  noch  leicht  nach- 
weisbar. 

Man  kann  nun  auch  ohne  Schwierigkeit  erkennen,  dass 
durch  das  Auftreten  von  Ecken  oder  Spitzen  in  beliebiger  end- 
Uer  Anzahl  die  Betrachtungen  nur  wenig  modificirt  werden, 
sodass  das  Resultat  bestehen  bleibt.   Auch  ISisst  sich  die  Unter- 
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suchuDg  für  den  Fall  ausdehneD,  dass  in  der  Bandfundicm  ein- 
zelne Sprünge  vorkommen ,  oder  dass  dieselbe  überhaupt  nur 
eine  endliche  integrirbare  Fancüon  ist. 

Im  Vorstehenden  ist,  wie  ich  glaube,  zum  erstenmal  ein 
vollständiger  Beweis  für  beliebig  berandete,  einfaeh  susamnnen- 
hängende  Flächen  gegeben;  die  Beschaffenheit  der  Bandcurve 
ist  nur  insofern  eingeschränkt,  als  nicht  unendlich  viele  Wen- 
dungen oder  Spitzen  zugelassen  worden  sind. 

Dorch  die  bisherigen  Beweise  wurden  ausser  den  überall 
convexen  Flächen,  und  den  durch  Combininingen  aus  denselben 
entstandenen,  nur  diejenigen  erledigt,  weiche  von  analytischen 
Curvenstttcken  begrenzt  sind,  und  zwar  mit  Hülfe  der  Combi- 
nationsmethoden.  Dieselben  erfordern  aber  eine  Zerstückelung 
der  Fläche  und  die  con forme  Abbildung  eines  jeden  Stückes 
auf  Kreissegmente. 

Diese  Combinationsmethoden  bleiben  noch  noihwendig, 
wenn  man  den  Beweis  für  mehrfach  zusammenhängende  Flächen 
oder  bei  vorgeschriebenen  Unsletigkeitsbedingungen  führen  will. 
Man  erhält  dann  einen  Existenzbeweis  für  diese  Flächen,  wobei 
nun  ebenfalls  die  Bandcurven  nicht  mehr  analytisch  zu  sein 
brauchen  und  aus  den  obigen  Entwickelungen  folgt,  dass  die 
modificirte  Green 'sehe  Formel,  welche  die  Function  vermittelst 
ihrer  Bandwertbe  darstellt,  auch  hier  noch  gilt. 


IL 

Die  Probleme  im  Räume. 

Die  für  die  Ebene  angewandten  Methoden  und  Lehrsätze 
sind  absichsichtlich  so  formulirt  worden,  dass  sie  sich  insgesammt 
—  selbstverstHndlich  mit  Ausnahme  der  auf  die  conforme  Abbil- 
dung bezüglichen  Bemerkungen  —  auf  die  analogen  Probleme  des 
Newton'schen  Po(entiales  im  Baume  ausdehnen  lassen.  Ich  darf 
daher  eine  explicite  Ausführung,  die  nur  einzelne  Erläuter- 
ungen erfordern,  im  Uebrigen  aber  keinerlei  Schwierigkeiten 
mehr  bieten  würde,  hier  unterlassen,  und  mich  auf  folgende  Be- 
merkungen beschränken. 

I .  Für  jedes  von  Ebenen  begrenzte  Polyeder  kann  man 
die  Existenz  einer  harmonischen  Function,  welche  also  im  Innern 
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des  Polyeders  nebst  ihren  Ableitungen  eindeutig  und  stetig  ist, 
daselbst  der  Bedingung 

h*u         b*u        d*u  ^ 

genOgi,  und  an  der  Begrenzung  vorgeschriebene  Werthe  U  be- 
sitzt, als  bewiesen  voraussetzen.  Die  Neumann'sche  Methode 
des  arithmetischen  Mittels  liefert  einen  Beweis  für  Polyeder, 
die  Qberall  längs  ihren  Kanten  convex  nach  aussen  sind,  und 
durch  die  Combinationsniethoden  lässt  sich  alsdann  auch  der 
Nadiweis  fttr  Polyeder  mit  einbringenden  Flachenwinkeln  er- 
brhigen. 

Demnach  wird  auch  die  Existenz  der  zu  einem  beliebigen 
Punkt  O  im  Innern  des  Polyeders  gehörigen  Green 'sehen  Func- 
tion vorausgesetzt,    d.  h.   derjenigen  harmonischen  Function, 

welche  an  der  Begrenzungsfläche  den  Werth  —  hat,  wobei  q  die 

Entfernung  der  Begrenzungspunkte  vom  Punkte  0  bedeutet. 

2.  Eine  im  Innern  des  Raumes  T  harmonische  Function 
kann  nach  Reihen  entwickelt  werden,  deren  Co<5fßcienten  Kugel- 
functionen  sind.  Beschreibt  man  um  irgend  einen  Punkt  im 
Innern  von  T  als  Mittelpunkt  ein  System  von  concentrischen 
Kugeln  mit  dem  Radius  ^,  wobei  q  alle  Werthe  von  Null  bis  zu 
dem  Werthe  R  annehmen  kann,  den  die  kleinste  Entfernung 
des  gewählten  Mittelpunktes  von  den  Punkten  der  begrenzenden 
Fläche  liefert,  so  gilt  für  jeden  Punkt  auf  diesen  Kugelflächen 
eine  Gleichung  von  der  Form  : 


n  s  cc 


ü  bedeutet  die  Werthe  der  Function  u  auf  der  Kugel  mit  dem 

Radius  R,  der  das  Flächenelement  dieser  Kugel,  /^^^(cos  y)  in 

ttblieher  Bezeichung  die  Kugelfunction  n^'  Ordnung. 

Desgleichen  gilt  auch  eine  Integraldarstellung  der  Function 

u  für  jeden  Punkt  im  Innern  der  Kugel  R;  es  ist 

Ä«  -  o*  r               Vda 
u  =  -r — ^  / ä 

hnh    «/  (nt  «  a  71^  cos  y  +  qY 

oder  in  analoger  Bezeichnung  wie  früher,  so  dass  {da)^.  den 
Hamnwinkel  angiebt,  unter  welchem  das  Plächenelement  da 
von  Punkt  a?,  y,  a  aus  erseheint: 
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-  =  rJ^i<^'')^-U''Ti 


l  ist  die  Entfernung  des  betrachteten  inneren  Punktes  von  dem 
Element  da.  Da  der  Werth  der  Function  u  im  Mittelpunkte  der 
Kugel 

wird,  so  gelangt  man  auch  hier  zu  Sätzen,  die  mit  den  frliberen 
(§  4,  Nr.  3  und  4)  wörtlich  übereinstimmen. 

3.  Auch  gelten  unverändert  die  für  die  Green  *sche  Function 
und  ihre  Ableitungen  im  §  3  angegebenen  Eigenschaften.    Der 
Beweis  der  ersteren  erfordert,  wenn  man  ihn  in  der  Weise  for> 
muliren  will,  wie  es  dort  (§  3,  Nr.  i)  geschehen  ist,  den  Nach- 
weis, dass  man  über  jede  Niveauflache  ein  Flächenintegral  er- 
strecken kann.  Da  die  Niveaufläche  im  Innern  des  Gebietes  eine 
analytische  Fläche  ist,  d.  h.  in  der  Umgebung  jedes  ihrer  Punkte 
durch  eine  nach  Potenzen  der  drei  Variabelen  geordnete  Reiiie 
definirbar  ist,  so  lässt  sich  dieser  Nachweis  in  der  That  fuhren. 
Man  kann  indessen  den  Beweis  auch  ganz  unabhängig  davon 
machen,  wenn  man  auf  die  Entstehung  der  betreffenden  Gre an- 
sehen Integral formel  zurückgeht;  denn  diese  basirtauf  der  In- 
tegration über  ein  räumliches  Gebiet,  und  es  lässt  sich  ohne  Be- 
nutzung eines  über  eine  Fläche  ausgedehnten  Integrales  die 
Gleichung  beweisen : 

Das  auf  der  linken  Seite  stehende  dreifache  Integral  ist  dabei 
als  der  Grenzwerth  eines  dreifachen  Integrales  zu  deflniren, 
das  zunächst  über  einen  innerhalb  T  gelegenen  Raum  erstreckt 
ist,  und  dessen  Integrationsgebiet  sodann  in  den  ganzen  Raum 
T  übergeht. 

4 .  Sonach  sind,  wie  früher,  die  Beweise  für  die  folgenden 
Theoreme  zu  führen. 

Erstens:  Ist  ein  einfach  zusammenhängender,  von  einer 
beliebigen  Fläche  F  umschlossener,  endlicher  Raum  T  gegeben, 
und  construirt  man  im  Innern  dieses  Raumes  eine  unbegrenzt 
fortsetzbare  Reihe  von  Polyedern,  von  denen  jedes  ausserhalb 
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des  vorhergehenden  sich  befindet,  und  die  sich  der  Flache  F 
beliebig  nähern,  so  oonvergirt  die  Reihe  der  auf  diese  Polyeder 
hMttglichen  Green'sohen  Functionen: 

welche  zu  einem  Punkte  0  im  Innern  des  Raumes  T  gehören, 
Dach  einer  bestimmten  harmonischen  Function  g.  Diese  Func- 
tion ist  die  zum  Punkte  0  gehörige  Green 'sehe  Function  in 
Bezug  auf  den  von  der  Fläche  F  eingeschlossenen  Raum  J. 

Zweitens :  Das  Integral 


^1=*  inf^^^^)^^ 


gebildet  über  alle  Elemente  der  Fläche  F,  die  nun  als  Fläche 
mit  integrirbaren  Elementen  ohne  Kanten  und  Ecken  angenom- 
men wird  (oder  mit  einzelnen  Kanten  und  Ecken),  stellt  eine 
im  Innern  von  T  harmonische  Function  dar,  die  an  der  Begren- 
sungsfläche  gleiohmässig  (bis  auf  die  Kanten-  und  Eckpunkte) 
in  den  Werth 


\U+J^-fu{do] 


übergeht.  Gonstruirt  man  im  Innern  von  T  eine  Parallelfläche 
F  zu  F,  deren  Elemente  mit  da  bezeichnet  sind,  und  wird  die 
zu  jedem  innern  Punkt  gehörige  Green^sche  Function  g  des 
Raumes  T  in  den  Punkten  dieser  Parallelfläche  nach  der  inneren 
Normalen  n'  differentiirt,  so  stellt  das  Integral 


<='-fül'',da 


eine  harmonische  Function  dar.  Dieselbe  convergirt,  wenn  P' 
mit  P  zusammenrückt,  nach  einer  harmonischen  Function  u, , 
deren  Werthe  bei  Annäherung  an  die  Fläche  F  gletolmiässig  in 
den  Werth 

übergehen.   Sonach  ist 

die  harmonische  Function  für  den  Raum  T,  welche  an  der  Be- 
grenzung F  die  vorgeschriebenen  Werthe  ü  besitzt. 
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5.  Wenn  es  beim  ersten  Anblick  unbeiriedigend  erscheint, 
dass  die  Poteritialfunction  nicbt  dired  duroh  ein  bestimmtes 
Integral,  sondern  als  Grei%iKwerth  eines  solchen  definiri  ist,  aiMl 
erst  bei  weiteren  Bedingungen,  aus  denen  die  Stetigkeit  der 
Ableitung  von  g  auch  beim  Uebergang  in  die  Begrenzung  her- 
vorgeht, durch  ein  bestimmtes,  auf  die  Grenzfläche  bezügliches 
Integral  darstellbar  wird ,  so  ist  daran  zu  erinnern ,  dass  die 
Fundamentalsätze  der  Potentialtheorie  fast  insgesammt  einen 
ähnlichen  Charakter  tragen. 

So  ist  z.  B.  der  Salz,  dass  die  Dichtigkeit  x  der  Plächenbe- 
legung  in  jedem  Punkt  der  Fläche  durch  Differentiation  der  Po- 
tentialfunclion  nach  der  inneren  und  der  äusseren  Normalen  n^ 
und  n,  erhalten  wird>  und  der  Gleichung 

.  hv       bu 

—  4  /rx  Ä  V—  -i"  X— 

genügt,  unter  der  Annahme,  dass  x  bloss  eine  integrirbare 
Function  ist,  selbst  wenn  sie  stetig  ist,  nicht  erwiesen,  sondern 
durch  die  Integralgleichung  zu  ersetzen : 

Hm   h     ^  ^    lim    f^     d  r,  ^_^^J^J 

wobei  a^  und  a^  zwei  Flächenstücke  bezeichnen,  die  zusammen 
einen  beliebigen  Theil  a  der  belegten  Fläche  umschliessen.  31 
bedeutet  alsdann  die  zu  diesem  Theil  gehörige  Masse  der  Be- 
legung, und  die  einschliessenden  Flächen  können  der  einge- 
schlossenen beliebig  nahe  gebracht  werden. 

Ebenso  ist  für  eine  Massenvertheilung  in  einem  Räume  die 
Gleichung 

z/*M  «=  —  4^x 

nicht  bewiesen,  wenn  über  x  nicht  besondere  Annahmen,  sei  es 
über  die  Differentiirbarkeit  oder,  wie  Herr  Holder  neuerdings 
bewiesen,  allgemeiner  über  die  Art  der  Stetigkeitsconvergenz 
gemacht  werden.  Auch  hier  tritt  mit  ganz  allgemeiner  Geltung 
die  Integralgleichung  ein,  die  den  mittleren  Werth  der  Dichtig- 
keit innerhalb  jedes  beliebig  kleinen,  aber  endlichen  Raun- 
dementes  zu  bestimmen  gestattet,  und  die  man  als  eine  Grenz- 
relation für  zweite  Differenzenquotienten  aussprechen  kann: 
nämlich  die  G  a  u  s  s  'sehe  Gleichung : 


ctas  M. 


r 
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Letzteres  hat  schon  Herr  Kronecker  in  seiner  Abhandlung: 
»lieber  Systeme  von  Functionen  mehrerer  Variabelen«  (Monats- 
berichte der  Berl.  Akad.  Mära  1869)  hervorgehoben. 

Im  Anschluss  an  diese  Abhandlung  bemerke  ich  noch,  dass 
man  die  voi'stehenden  Untersuchungen  auf  beliebig  viele  Va- 
riabele  ausdehnen  könnte. 


£.  Drechsel,   Ueber  die  Elektrolyse  der  normalen  Capron- 
säure  mit  Wechselströmen, 

Vor  etwa  zwei  Jahren  theilie  ich  in  einer  Abhandlung  über 
Elektrolysen  und  Elektrosynthesen*)  mit,  dass  bei  der  Elektro- 
lyse einer  wüssrigen  Lösung  von  Phenol,  schwefelsaurer  und 
doppeltkohlensaurer  Magnesia  mit  Wechselströmen  und  Platin- 
elektroden neben  der  erwarteten  Phenolätherschwefelsäure  auch 
noch  eine  Anzahl  anderer  Substanzen  entsteht,  nämlich  Hydro- 
chinon,  Brenzcatechin,  ^/-Diphenol  und  eine  Reihe  ein-  und 
zweibasischer  Säuren  mit  abnehmendem  Kohlenstoffgehalte. 
Ich  sprach  dabei  die  Vermuthung  aus,  dass  alle  diese  Säuren 
aus  einer  einzigen,  aus  dem  Phenol  unmittelbar  entstandenen, 
ein-  oder  zweibasischen  Säure  mit  6  Atomen  Kohlenstoff  im 
Molekül  (Cg  H^^  Oj  oder  C^  H^^  0^)  durch  stufenweise  Verbren- 
nung hervorgehen  könnten.  War  diese  Annahme  richtig,  so 
stand  zu  erwarten,  dass  durch  Elektrolyse  mit  Wechselströmen 
aus  Normalcapronsäure  C^U^^O^  oder  Adipinsäure  C^H^^O^^  die- 
selben Säuren  hervorgehen  würden,  welche  ich  auch  aus  dem 
Phenol  erhallen  hatte,  nämlich  Valeriansäure,  Buttersäure,  Bem- 
steinsäure,  Malonsäure,  Oxalsäure;  ich  habe  deshalb  diesen 
Versuch  angestellt  und  bin  dabei  von  der  (normalen]  Gährungs- 
capronsäure  ausgegangen,  einerseits  weil  diese  leichter  in  grös- 
serer Menge  zu  beschaffen  war  als  Adipinsäure,  und  anderer- 
seits, weil  man  voraussetzen  konnte,  dass  sich  aus  derselben 
auch  Adipinsäure  bei  dem  Versuche  bilden  werde. 

Die  zu  den  unten  beschriebenen  Versuchen  benutzte  Säure 
wurde  aus  käuflicher  Gährungscapronsäure  nach  dem  Verfahren 
von  Lieben  abgeschieden,  indem  die  rohe  Säure  zunächst  frao- 
tionirt,  und  der  über  170^  übergehende  Antheil  durch  oftmals 
wiederholtes  Ausschütteln  mit  Wasser  von  Buttersäure  befreit 


1)  Journ.  f.  prakt.  Ch.  (2)  i9,  5.  229. 


r 
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wurde.  Die  gewaschene  Säure  wurde  sodann  wiederholt  frac- 
tioDÜrt  und  die  zwischen  202^  und  S03^  siedende  Portion  geson- 
dert aufgefangen.  Zur  Prüfung  auf  ihre  Reinheit  wurde  ein 
Theil  der  Säure  in  das  Kalisalz  verwandelt,  und  dessen  Lösung 
in  vier  Fractionen  mit  Silberlösung  gefällt,  wobei  in  der  Mutter* 
lauge  nur  eine  Spur  organischer  Säure  zurückblieb;  die  vier 
Silbersalze  zeigten  ganz  gleiche  Beschaffenheit  und  wurden  von 
Herrn  Dr.  F.  Hundeshagen  auf  ihren  Silbergehalt  untersucht : 

.  4.8642  g  Substanz  gaben  0.8978g  i4j  (kleiner  Verlust)      =  48.16^/1^ 
.1.7447  g         »  »      U225gyl^a  =  0.844808  g.4j  =  48.42^ ^4^ 

.4.8594g         »  »       4.1974g.4(ifC/  =  0.90448gi4j    =48.47^^4^ 

.4.4964  g         »  »      0.7738  g.4(/C/  =  0.582372  gi45  =  48. 68^  .4j^. 

Der  Silbergehalt  aller  vier  Fractionen  ist  demnach  gleich 
und  stimmt  mit  demjenigen  des  oapronsauren  Silbers  (48.43  f) 
genügend  Uberein,  um  die  Abwesenheit  niederer  Fettsäuren  zu 
beweisen.  Will  man  indessen  das  geringe  Plus  bei  Fraction  IV 
ab  ausserhalb  der  Fehlergrenzen  liegend  betrachten,  so  würde 
man  allerdings  daraus  auf  die  Anwesenheit  einer  geringen 
Menge  niederer  Fettsäuren  (z.  B.  ca.  4^  Valeriansäui*e  im  Gan- 
zen) sdiliessen  müssen;  allein  da,  wie  weiter  unten  noch  ge- 
zeigt werden  wird,  aus  der  benutzten  Gapronsäure  nach  dem 
Versuche  nicht  immer  niedere  Fettsäuren  abgeschieden  werden 
konnten,  während  dies  im  Hauptversuche  leicht  gelang,  so  halte 
ich  die  Annahme,  dass  die  zu  meinen  Versuchen  benutzte 
Gapronsäure  frei  von  niederen  Homologen  war,  für  völlig  ge- 
rechtfertigt, und  dies  um  so  mehr,  als  zu  dem  zweiten  Ver- 
suche, welcher  am  weitesten  durchgeführt  wurde,  die  vom 
ersten  Versuche  wiedergewonnene  und  von  den  entstandenen 
Producten  möglichst  befreite  Säure  benutzt  wurde.  Ueberdies 
Mdrd  man  sehen,  dass  die  etwaige  Gegenwart  von  Spuren  nie- 
derer Fettsäuren  ganz  ohne  Bedeutung  für  das  Hauptresultat 
meiner  Versuche  ist. 

Der  Hauptversuch,  der  allein  ausführlich  beschrieben  wer- 
den soll,  wurde  folgendermassen  ausgeführt.  Als  Stromquelle 
diente  dieselbe  Wechselstrommaschine  von  Siemens  d  Halske, 
welche  auch  bei  den  früheren  Untersuchungen  benutzt  worden 
war;  als  Elektroden  wurden  aber  nicht,  wie  früher,  6  zu  je 
dreien  gekuppelte  grosse  Platinbleche  angewandt,  sondern  nur 
2,  weil  sich  herausgestellt  halte ,  dass  unter  diesen  Umständen 
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gerade  eine  schwache  Gasentwicklung  durch  die  Ströme  hervor- 
gebracht wurde.  Die  elektrolysirte  Lösung  enthielt  in  3  I  200  g 
Capronsäure  als  Magnesiasalz  und  war  ausserdem  mit  doppelt- 
kohlensaurer Magnesia  so  ziemlich  gesättigt ;  sie  warde  in  vier 
Portionen  getheilt,  deren  jede  ca.  80  Stunden  lang  elektrolysirl 
wurde.  Anfangs  entstand  eine  ziemlich  lebhafte  Gasentwick- 
lung, die  aber  allmählich  schwächer  wurde  und  spöler  nur 
dann  noch  bemerklich  war,  wenn  die  Flüssigkeit  sieh  in  Folge 
mangelhafter  Kühlung  stark  erwärmte.  Das  Gas  enthielt  nur 
Kohlensäure  und  Wasserstoff,  aber  weder  Sauerstoff  noch  Koh- 
lenwasserstoffe, auch  konnte  während  der  ganzen  Dauer  der 
Elektrolyse  weder  die  Entstehung  öliger,  noch  riechender  Sub- 
stanzen beobachtet  werden;  diese  Thatsache  ist  um  so  bemer- 
kenswerther,  als  bei  der  gewöhnlichen  Elektrolyse  einer  l^ösung 
von  capronsaurer  und  doppeltkohlensaurer  Magnesia  sofort  ein 
stark  riechendes  Oel  in  beträchtlicher  Menge  sich  ausscheidet. 
Die  Temperatur  der  Lösung  betrug  etwa  dO  — 40*,  und  stieg 
nur  selten  bis  auf  etwa  50 — 60®  an.  Nach  Beendigung  der 
Elektrolyse  wurde  die  erhaltene  Losung  von  einer  sehr  geringen 
Menge  Platinmohr  abfiltrirt,  und  im  Scheidetriohter  vorsichtig 
mit  verdünnter  Schwefelsäure  versetzt,  bis  keine  Trübung  mehr 
entstand;  die  abgeschiedene  Gapronsäure  wurde  zweimal  mit 
Wasser  tüchtig  durchgeschüttelt,  und  sodann  die  Wasohwasser 
mit  der  Mutterlauge  vereinigt.  In  dieser  Flüssigkeit  mussten 
alle  durch  die  Elektrolyse  gebildeten  flüchtigen  und  nicht  flüch- 
tigen Säuren  nebst  Gapronsäure  (welche  in  Wasser  durchaus 
nicht  ganz  unlöslich  ist)  enthalten  sein;  um  die  ersteren  abzu- 
trennen, wurde  zunächst  das  Ganze  im  Wasserdampfstrome 
destillirt,  bis  das  Destillat  nicht  mehr  sauer  reagirte. 

A)  Untersuchung  des  Destillates  auf  flüchtige  Säuren,  Das- 
selbe wurde  zunächst  mit  Soda  alkalisch  gemacht  und  ein* 
gedampft ;  der  Rückstand  wurde  sodann  in  wenig  Wasser  ge- 
löst, mit  verdünnter  Schwefelsäure  zersetzt,  die  abgeschiedene 
Gapronsäure  einmal  tüchtig  mit  Wasser  ausgeschttttelt ,  das 
Waschwasser  mit  der  Mutterlauge  vereinigt  und  auf  \  abdestil- 
lirt.  Das  Destillat  wurde  hierauf  mit  Barytwasser  neutralisirt, 
mit  Kohlensäure  behandelt,  gekocht,  filtrirt  und  fractionirt  mit 
Silberlösung  gefällt.  Die  L  Fraction  wurde  sehr  geringfügig  ge* 
macht,  da  sich  dieselbe  in  der  Hitze  schnell  schwärzte  (Ameisen- 
säure?);  die  folgenden  Niederschläge  zeigten  dieses  Verhalteo 
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nichi.  Dieselben  waren  krysiallinisch,  wurden  sorgfilltig  aus- 
gewaschen und  nach  dem  Trocknen  auf  ihren  Silbergehalt 
unlersaehi. 

Fraciitm  IL  0.226S  g  wurden  nach  dem  Erhitzen  auf 
HO  —  445°  (wobei  oberflächliche  Bräunung  eintrat)  mit  etwas 
Alkobol  und  Wasser  befeuchtet,  dann  durch  verdünnte  Salz* 
säure  zersetzt,  auf  dem  Wasserbade  zur  Trockne  gebracht,  Rück- 
slaod  nochmals  mit  etwas  Königswasser  erhitzt,  getrocknet  und 
geschmolzen ;  erhalten  wurden :  0. 4  453  %AgClssQA  094309  Ag 
:«  48,59f 

FracUon  IIL  0.3396  g  hinterliessen  bei  vorsichtigem  Glühen 
0.4745  gi4i^s50.50f 

Fraciion  IV.  0.3350  g  hinterliessen  0.4755  g  Ag  ==  52.39^. 
Practüm  V.  0.2640  g  hinterliessen  0.4405g  Ag  »:  53.83^. 
Froctfofi  VL  0.8045 g  hinterliessen  0.4  405  g  ^4^»  54.84 f. 
Aus  der  Mutterlauge  konnte  keine  zur  Analyse  ausreichende 
Menge  Silbersalz  mehr  erhalten  werden ;  die  in  Freiheit  gesetzte 
Sfture  roch  nach  ButtersUure,  war  in  Wasser  löslich  und  konnte 
aus  dieser  Lösung  durch  Ca  C/,  nicht  abgeschieden  werden.  Aus 
den  oben  mitgetheiiten  Silberbestimmungen  ergiebt  sich,  dass 
a«sser  Capronsäure  noch  Valeriansäure  und  BtUtersäure  vor- 
handen waren,  deren  Siibersalze  54.67^,  bez.  55.38^  Ag  ent- 
haltea. 

B)  Untersuchung  des  Rückstandes  auf  mit  Wasserdämpfen 
nicht  flüchtige  Säureti.  Die  von  den  Fettsäuren  befreite  Lösung 
wurde  zunächst  auf  etwa  das  halbe  Volum  abdestillirt,  der 
Rückstand  nach  dem  Erkalten  8  Mal  mit  Aetber  ausgeschüttelt, 
die  ätherischen  Auszüge  vereinigt  und  der  Aether  abdestillirt. 
Der  wässrige  Rückstand  wurde  weiter  auf  dem  Wasserbade 
eingedampft,  wobei  schliesslich  ein  Syrup  zurückblieb,  welcher 
nur  tbeilweise  nach  und  nach  krystailisirte  und  sich  in  Wasser 
mit  Hinterlassung  eines  Oeles  löste.  Dieses  Verhalten  deutele 
darauf  hin,  dass  in  der  Flüssigkeit  ursprünglich  eine  Oxysäure 
vorhanden  war,  welche  sich  beim  Erhitzen  auf  dem  Wasserbade 
in  ihr  Lacton  verwandelte.  Für  diese  Auffassung  sprach  auch 
noch  der  Umstand^  dass  das  erwähnte  Oel  sich  beim  Kochen  nnt 
viel  Wasser  am  Rückflusskühler  fast  völlig  löste  und  bei  nach- 
folgender Destillation  unter  Zusatz  eines  Stückchens  Marmor 
mit  den  Wasserdämpfen  in  geringer  Menge  flüchtig  war;  die 
kochende  Lösung  wurde  von  etwas  Harz  abfiltrirt,  kochend  mit 
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Barytwfksser  schwach  alkalisch  gemacht,  mit  Kohlensäure  neu- 
tralisirt,  wieder  gekocht  und  vod  dem  Niederschlage  abfiltrirt. 

a)  Der  Niederschlag  wurde  ausgewaschen,  längere  Zeit  mit 
einer  Lösung  von  Kupferchlorid  gekocht  (um  Kalk-  und  Baryt- 
Oxalat  zu  zersetzen),  sodann  wieder  ausgewaschen,  in  verdünnter 
Salzsäure  gelost,  die  Losung  mit  Schwefelwasserstoff  enlkupfert, 
filtrirt,  eingedampft;  auf  Z  usatz  von  essigsaurem  Ammon  und  Ca  Cl^ 
zu  der  kochenden  Losung  entstand  ein  krystallinischer,  in  Essig- 
säure unlöslicher  Niederschlag,  der  sieh  leicht  in  warmer  ver- 
dünnter Salzsäure  lOste,  mithin  aus  oxcUsaurem  Kalk  bestand. 

b)  Die  Losung  wurde  auf  dem  Wasserbade  eingedampft; 
dabei  schied  sich  ein  krystallinisches  Salz  unlöslich  aus,  wäh- 
rend ein  amorphes  Salz  in  der  syrupdicken  Mutterlauge  gelöst 
blieb.  Das  Gemenge  wurde  zunächst  mit  kaltem  Wasser  be- 
handelt, wobei  sich  das  amorphe  und  auch  ein  Theil  des  krysf  al- 
linischen  Salzes  leicht  löste. 

4)  her  unlösliche  Theil  Vfuvde  mit  kaltem  und  heissem  Was- 
ser ausgewaschen,  dann  in  verdünnter  Salzsäure  gelöst,  mit 
verdünnter  Schwefelsäure  genau  ausgefällt  und  das  Filtrat  auf 
dem  Wasserbade  zur  Trockne  verdampft.  Die  rückständige 
gelbliche  Krystallmasse  wurde  in  Wasser  gelöst,  heiss  durch 
einen  Tropfen  Chlorbaryum  von  einer  Spur  Schwefelsäure  be- 
freit, filtrirt,  mit  Ammoniak  neutralisirt  und  dann  mit  Chlor- 
baryumlOsung  auf  dem  Wasserbade  eingedampft.  Dabei  schied 
sich  ein  sehr  schwer  lösliches  Barytsalz  krystallinisch  ab,  wel- 
ches mit  kaltem  Wasser  so  lange  gewaschen  wurde,  bis  die  ab- 
laufende Flüssigkeit  mit  Silberlosung  nur  noch  einen  geringen, 
in  Salpetersäure  völlig  löslichen  Niederschlag  gab,  dessen  Menge 
beim  weiteren  Auswaschen  sich  nicht  mehr  verringerte.  Da 
der  bemsteinsaure  Baryt  in  Wasser  nicht  völlig  unlöslich  ist 
und  die  Menge  des  Salzes  nur  noch  sehr  gering  war,  wurde  das 
Auswaschen  unterbrochen  und  das  Salz  auf  seinen  Barytgehalt 
untersucht.  0.3353  g  beiMIO  — 145*  getrocknet  hinterliessen 
beim  vorsichtigen  Glühen  0.8563  g  ÄaCO,  ä  0.4  78Ä39  g 
Äa=:  53.46f 

Bernsteinsuurer  Baryt  enthält  54.45^  J9a,  das  untersuchte 
Salz  war  demnach  noch  nicht  völlig  rein  gewesen,  hatte  viel- 
mehr noch  etwas  adipinsaures  Salz  (s.  u.j  enthalten. 

2)  Die  von  b  4 )  abfiltrirten  Lösungen  wurden  eingedampft, 
wobei  sich  nach  einiger  Zeit  wieder  ein  krystallinisches  Salz  (a) 
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IQ  betiücbtlicber  Menge  abschied,  welches  nach  dem  Erkalten 
abgesaugt,  mit  wenig  kaltem  Wasser  gewaschen,   abgepresst 
and  an  der  Luft  getrocknet  wurde.    Die  Gesammtmenge  des- 
selben betrug  4.5350  g,  und  verlor  bei  420*  0.0985g  an  Ge- 
wicht (ss  6.48f);  der  Rückstand  wurde  in  Wasser  gelöst,  mit 
etwas    Salzsaure  angesäuert  und  mit  Schwefelsäure   gefällt, 
wöbet    4.4596g  BaSO^  =  0.684825g  Ba  »  47.46^  Ba   (für 
irocknes  Salz)  erhalten  wurden.  Das  Filtrat  vom  BaSO^  wurde 
zur  Krystallisation  verdampft,  die  Krystalle  in  kaltem  Aether 
gelöst,    die  ätherische  Lösung  verdunstet,   der  Rückstand  in 
Wasser  gelöst,  mit  Barytwasser  neutralisirt  und  die  Lösung  auf 
dem  Wasserbade  eingedampft.   Dabei  schied  sich  das  Barytsalz 
wiederum  krystallinisch  aus ;  es  wurde  dann  durch  Zusatz  von 
kaltem  Wasser  gelöst,  filtrirt  und  mit  absolutem  Alkohol  gefällt; 
der  anfangs  amorphe  Niederschlag  wurde  bald  krystallinisch, 
wurde  dann  abfiltrirt,  mit  Alkohol  gewaschen  und  an  der  Luft 
getrocknet.    Er  wog  4 .0030  g,  verlor  aber  beim  Erhitzen  auf 
420«  nur  0.0430  g  :s=  4,29^  an  Gewicht;  der  Rückstand  in  kal- 
tem Wasser  gelöst  und  heiss  wie  oben  mit  Schwefelsäure  ge^ 
MH,  lieferte  0.8053  g  BaSO^  « 0.4735  %Ba^ 47.83^  Ba  (für 
trockne  Substanz).    Da  auch  dieses  Salz  offenbar  noch  nicht 
rein  gewesen  war,  so  wurde  die  vom  BaSO^  abfiltrirte  Lösung 
durch  Erwärmen  mit  etwas  übersdiüssiger  Silberlösung  vom 
Chlor  befreit,  und  das  Filtrat  mit  Ammoniak  fast  ganz  neutra- 
lisirt; dabei  entstand  ein  krystallinischer  Niederschlag  (4),  aus 
dessen  Mutterlauge  durch  Zusatz  von  mehr  Silberlösung  ein  ganz 
ähnlicher  Niederschlag  (2)  gefällt  wurde ;  aus  dem  Filtrat  wurde 
noch  eine  geringe  Menge  eines  ebensolchen  Niederschlags  erhal- 
ten. Die  Silberbestimmungen  führten  zu  folgenden  Resultaten : 
(4)  0.4956  g  verloren  bei  140—420^  unter  schwacher  Gelb- 
filrbong  nur  0.0029  g  (0.58^)  an  Gewicht;  der  Rückstand  mit 
verdünnter  Salzsäure    zersetzt    lieferte    0.3830  g  AgCl   und 
0.0049  g  Ag,    in   Summa   also   0.290352  g  /(^ss  58.93^   (für 
Trockensubstanz) . 

(2)  0.4740g  verloren  bei  140  — 420'»  nur  0.0005  g  an  Ge- 
wicht, und  lieferten,  wie  (4)  behandelt,  0.3655g  AgCl  und 
0.0024  gi4^,  in  Summa  also  0.27767  g  yi^  »  59.02^  (für 
Trockensubstanz) . 

Beide  Salze  sind  demnach  als  identisch  zu  betrachten.  Die 
Filtrate  von  den  Chlorsilberniederschlägen  wurden  nun  auf 
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dem  Wasserbade  vt^llig  von  Salzsäure  befreil,  der  krystallinifiebe 
Rückstand  vorsichtig  in  einem  Probirrt^hrchen  geschmolzen  und 
nach  dem  Erkalten  mit  kaltem  Aether  extrahirt,  wobei  eine 
Spur  einer  braunen  Schmiere  ungelöst  blieb.  Die  Aelberl&sung 
hinterliess  beim  Verdunsten  eine  schitn  in  Blattern  krystalli- 
sirende  Säure,  welche  mit  etwas  Aether  gewaschen  und  dann 
bei  4  SO  ^  getrocknet  wurde ;  dieselbe  war  fast  gane  rein  weiss. 
Sie  schmolz  bei  448  — 149^  und  erstarrte  wieder  bei  ca.  145®; 
die  Analyse  ergab  folgende  Werthe : 

0.4005  g  im  Schiffchen  verbrannt  lieferten:  0.06S3  g 
H^O »  0.0069S2  ,.H^ 6.89^,  und  0 .  4866 g  CO^ » 0.05089094 
C=  50.64^. 

Die  Eigenschaften  der  freien  Säure  und  ihres  Barytsalzes 
stimmen  mit  denjenigen  dBv  Adipinsäure  tiberein,  welche  bei 
448 — 449®  schmilzt  und  deren  Barytsalz  nach  Dieterle  und 
HelP)  in  heisaem  Wasser  schwerer  lOslich  ist,  als  in  kaltem; 
dagegen  weichen  die  von  mir  erhaltenen  analytischen  Daten 
von  den  für  Adipinsäure  und  deren  Salze  berechneten  etwas  ab. 
Diese  Säure  enüiält  49.34  ^  C  und  6.85^  H;  das  Barytsalz  ent- 
hält 48.75  %  Ba,  und  das  Silbersalz  60.00  %  Ag.  Da  meine  Ana- 
lysen zu  wenig  Ba  und  Ag,  aber  zuviel  C  ergeben  haben,  so 
scheint  es,  als  ob  meiner  Säure  eine  kleine  Menge  einer  kohlen- 
stoffreicheren Säure  beig^nengt  gewesen  sei,  welche  durch  die 
Reinigungsversuche  nicht  abgeschieden  werden  konnte.  Trotz- 
dem kann  es  wohl  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  die  von 
mir  erhaltene  Säure  wirklich  Adipinsänre  war. 

ß)  Die  von  a)  abfiltrirte  Lösung  wurde  mit  den  Wasch- 
flUssigkeiten  zusammen  abgedampft,  wobei  sieh  noch  etwas 
adipinsaurer  Baryt  ausschied,  von  diesem  abfiltrirt  und  zur 
Trockne  gebracht.  Dieser  Rückstand  wurde  fein  zerrieben  und 
zweimal  mit  absolutem  Alkohol  ausgekocht ;  da  dieser  aber  nur 
sehr  wenig  aufnahm,  so  wurde  das  Salz  in  40  ccm  Wasser  gelöst, 
mit  90  ccm  absolutem  Alkohol  versetzt,  gekocht,  flltrirt  und  diese 
Procedur  wiederholt,  bis  der  Alkohol  fast  nichts  mehr  aufnahm. 

Die  alkoholischen  Losungen  hinterliessen  beim  Eindampfen 
auf  dem  Wasserbade  einen  amorphen,  glasigen  Rückstand, 
welcher  sich  leicht  in  absolutem  Alkohol  löste  und  aus  dieser 
Lösung  durch  Aether  harzartig  gefällt  wurde.     Da  ein  Vor« 


4)  Der.  d.  d.  cbem.  Ges.  4  7,  &  2393. 
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verstteh  gezeigt  hatte  ^  dass  das  entsprechende  Silbersalz  in 
heiAsem  Wasser  leicht  löslich  war,  so  wunde  die  Gesammtmenge 
des  Barytsalzes  in  heissem  Wasser  gelöst  tind  mit  Silbernitrat- 
Itfsung  vetsetzt ;  leider  färbte  sich  der  Niederschlag  alsbald 
braon  und  löete  sidi  nicht  mehr  völlig  in  verdünnter  Salpeter- 
siere  auf.  Das  Filtrat  wurde  mit  Ammoniak  fast  ganz  neutra- 
lisirt  and  setzte  beim  Erkalten  ein  schmutzigweisses  krystalli- 
nisches  Salz  ab,  welches  al^ltrirt  und  dann  aus  wenig  kochen- 
dem Wasser  umkrystallisirt  wurde.  So  gereinigt  war  dieses 
Silbersalz  weiss,  krystalliniseh^  und  nach  dem  Trocknen  im 
Exsiecator  durch  Wasser  nur  sehr  schwer  benetzbar.  Eine 
Silberbestimmang  ergab: 

0.1588  g  im  Exsiecator  bis  zu  constantem  Gewicht  getrock- 
aetes  Salz  wurden  auf  dem  Wasserbade  mit  verdünnter  Salz- 
stture  zersetzt  und  lieferten:  0.0909  g  AgCl  und  0.00354  g 
Ag  e=:  Q.01i9T gAg  «=  45.32J. 

Fttr  oxycapronsaures  Silber  berechnet  sich  der  Silber- 
gdbalt  zu  45.19-^;  da  der  gefundene  Silbergehalt  mit  diesem 
sehr  gut  übereinstimmt,  so  ist  die  Annahme,  dass  die  Säure 
des  analysirten  Silbersalzes  eine  Oooycapronsäure  (und  zwar 
vennuthlieh  e-Oxycapronstture)  gewesen,  wohl  völlig  gerecht- 
fertigt. Die  Mutterlauge  des  soeben  beschriebenen  Silbersalzes 
enthielt  noch  organische  Söuren,  doch  konnten  dieselben,  ihrer 
geringen  Menge  wegen,  nieht  mehr  isolirt  werden:  Aus  den  letz- 
ten alkohdisdien  Auszügen  des  Gemenges  der  Barytsalze  wurde 
eine  kleine  Menge  (0.0540  g)  eines  Silbersalzes  erhalten,  dessen 
SSure  krystailisirte  und  welches  0.0345  gAgCl^  0.025965  g 
Agss  ^B.QS%  lieferte;  dieser  Silbergehalt  stimmt  genau  mit 
dem  für  oxyvaleriansaures  Silber  berechneten  (48.00^  Ag) 
ttberein,  doch  darf  man  diesem  Befunde  wegen  der  so  geringen 
MeDge  der  analysirten  Substanz  keine  allzugrosse  Bedeutung 
beimessen. 

y)  Der  nach  der  Behandlung  mit  Alkohol  verbliebene  Rück^ 
stand  löste  sich  sehr  leicht  in  Wasser ;  die  Lösung  schied  beim 
Erhitzen  noch  ziemliche  Mengen  von  a  ab,  behufs  deren  Ent- 
iemoDg  dieselbe  zunächst  mit  Wasser  verdünnt  und  dann  so 
lange  mit  kleinen  Mengen  absoluten  Alkohols  versetzt  wurde, 
als  der  an  der  Oberflache  entstehende  dicke  klebrige  Nieder-^ 
schlag  sich  beim  Umschütteln  noch  löste  und  bis  die  geschüttelt^ 
Flüssigkeit  plötzlich  fast  klar  erschien;  hierzu  war  ca.  ^^  Vol. 

llUt]L.-ph78.  Classe  1SS6.  ^  2 
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Alkohol  erforderKoh  gewesoD.  Die  klare  Lösung  hiat^liess 
beim  Eindampfen  einen  theils  krystallinischen,  theils  amorphen/ 
gumtniartigen  Rüekstand;  derselbe  wurde  in  Wasser  gelöst, 
die  Losung  koehend  mit  einem  möglichst  geringen  Ueberschusse 
von  schwefelsaurem  Zinkoxyd  gefi&Ut,  filtrirt  und  eingedampft. 
Dabei  schied  sich  eine  Kiemliohe  Menge  eines  krystalliniseben, 
schwer  löslichen  Zinksalzes  aus ;  dasselbe  war  wasserfrei  und 
gab  bei  der  Verbrennung  folgende  Resuhate : 

0.1345  g  wurden  im  offenen  Rohre  im  Schiffchen  sehr 
langsam  verkohlt,  dann  im  Sauerstoffstrom  verbrannt,  und  lie^ 
ferten:  0.0448  g  H^O  »  0.0049778  g  ^  »  d.70^;  0.4545  g 
00«=  0.0481 364g  0  =  34.33^,  und  0.0530g  ZnO» 0.042531  g 
Znss34.62f. 

Aus  diesen  Zahlen  ISisst  sich  keine  einfache  Formel  berech« 
nen,  sie  deuten  aber  (unter  der  Voraussetzung,  dass  etwas  Zink 
verloren  gegangen)  auf  ein  Gemenge  von  adipinsaurem  {\  Th.) 
und  glutarsaurem  (5.57  Th.)  Zinkoxyd  hin,  welches  34.36|^  (7, 
3 .20 f  i/  und  39.97  ^  Zn  enthalten  würde.  Das  noch  vorhandene 
Zinksalz  wurde  daher  wieder  ins  Barytsalz  verwandelt,  die  mit 
Salzsaure  angesäuerte  Losung  desselben  im  Schwarze'schen 
Apparate  mit  Aether  extrahirt  und  die  AetherlOsung  verdunstet. 
Die  rückständige  Säure  krystallisirte,  aber  das  aus  derselben 
dargestellte  Barytsalz  trocknete  wieder  nur  zum  Gummi  ein, 
in  welchem  sich  erst  nach  längerem  Stehen  einige  KrysialU 
Wärzchen  zeigten.  Dasselbe  wurde  wieder  in  Wasser  gelosi 
und  in  zwei  Fractionen  mit  Silberlosung  geftiUt;  der  I.  Nieder- 
schlag Hess  unter  dem  Mikroskope  Wärzchen,  grossere  Nadeln 
und  runde  Täfelchen  erkennen  und  wurde  nicht  weiter  unter- 
sucht, der  zweite  Niederschlag  bildete  ebenfalls  Nadeln  und 
hatte  ein  homogenes  Aussehen.  Die  Analyse  des  im  Exsiocator 
getrockneten  Salzes  ergab  folgende  Zahlen : 

0.1389  g  Salz  im  Schiffchen  verbrannt  gaben:  0.0953  g 
CO^  8  0.025994  g  C  «  18.71^;  0.0245  g  H^O  «  0.009782  g 
£f»1.96f,  und  0.0838  g  ii^«  60.33^. 

Diese  Zahlen  stimmen  fast  ganz  genau  auf  ein  Gemenge 
gleicher  Moleküle  adipinsauren  und  glutarsauren  Silbers,  für 
welches  sich  berechnet:  48.69^  C,  4.98^  U  und  64.49^  Ag. 
Diese  Uebereinstimmung  ist  jedenfalls  genügend  gross,  um  die 
Anwesenheit  der  Glutarsäure  in  dem  analysirten  Salze  als 
nachgewiesen  betrachten  zu  können. 
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Die  Multerlauge  des  besohriebeDen  Zinksahes  schied  beim 
weiteren  Eindampfen  noch  eine  kleine  Menge  desselben  ab;  das 
FUtrat  von  demselben  wnrde  mit  Alkohol  verseist,  wodurÄ  ein 
Niederschlag  entstand.  Dieser  löste  sich  nicht  mehr  völlig  in 
^assM*;  die  filtrirte  Lösung  hinterliess  beim  Eindampfen  einen 
leichlldslichen  Syrup  und  ein  in  Wasser  sehr  schwer  lösliches,  in 
sechsseitigen  Tafolchenkrystallisirendes  Salz  (glutarsaures  Zink?), 
daneben  auch  noch  Nadelchen.  Die  alkoholische  Lösung  dagegen 
kinterliess  einen  klein^i,  krystallinisohen  Rückstand,  in  welchem 
sieb  unter  dem  Mikroskope  Kömer  und  i4iombische  Bltttter  er^ 
kennen  Hessen.  Die  Menge  aller  dieser  Rückstände  war  fttr  eine 
weitere  Untersuchung  viel  eu  gering»  wie  denn  überhaupt  die 
Gesammtmenge  aller  bei  dem  Versuche  gewonnenen  Säuren 
nur  ein  paar  Gramm  betragen  hatte.  Dieser  Umstand  im  Vereine 
mit  dem  anderen,  dass  scharte  Trennangsmethoden  für  die  ge- 
fundenen Säuren  überhaupt  noch  nicht  beluinnt  sind,  erklärt 
auch,  warum  bei  den  angestellten  Analysen  keine  besser  stim- 
menden Resultate  erhalten  werden  konnten. 

Wendet  man  zur  Elektrolyse  nicht  eine  Lösung  des  Magnesia- 
salses,  sondern  eine  solche  des  Kalisalzes  an,  so  scheinen  die  be- 
fiobriebenen  Säuren  in  noch  viel  geringerer  Menge  zu  entstehen ; 
Herr  Dr.  F.  Hundeshagen  konnte  wenigstens  in  einem  der* 
artigen  Versuche  (50  g  Gapronsäure  als  Kalisalz  in  ca.  700  com 
Wasser  gelöst  und  60^  lang  zwischen  6  Platinplatten  elektrolysirt) 
%ar  keine  niederen  Fettsäureii  ^J  und  nur  Spuren  nicht  flüchtiger 
Säuren  nachweisen. 

Aus  den  im  Vorstehenden  mitgetheilten  Thatsachen  ergiebt 
sich  also,  dass,  ebenso  wie  in  meinen  firtlheren  Versuchen,  auch 
bei  der  Elektrolyse  der  capronsauren  Magnesia  mit  Wechsel- 
strömen nicht  dieselben  Producte  entstehen,  wie  bei  der  Elek- 
trolyse mit  gleichgerichteten  Strömen;  an  deren  Stelle  treten 
vielmehr  1)  niedere  Fettsäuren  [Valeriansäure,  Buttersäure), 
2)  Oxyfettsäuren  (Oxycapronsäure) ,  und  3)  zweibasische  Säuren 
(Adipinsäure,  Glutarsäure,  Bernsteinsäure,  Oxalsäure)  auf. 
Ausser  den  genannten  sind  sicher  auch  noch  andere  Säuren  vor- 
handen, welche  aber  wegen  ihrer  geringen  Menge  und  des  Mangels 


1)  Die  leisten  Silberfrsctlonen,  welche  die  niedere  Fettsäuren  hätten 
«Dthalten  müssen,  zeigten  einen  Silbergehalt  von  48.49 f  und  48.84  %;  ca- 
proDsaores  Silber  enthält  48.48  %  Ag. 

1i» 
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an  gutenTreDDungsmethoden  nioht  mitSicherbeit  erkannt  werden 
kolinten ;  immerhin  dttrfte  die  Annahme  nicht  zu  gewagt  sdin, 
däss  dieselben  den  nämlichen  Reihen  angehören,  und  zwar  deren 
kohl^nstofftfrmste  Glieder  sind.. 

Die  Frage,  wie  diese  Säul*en  aus  der  Capronsäure  ^)  entstehen, 
iät  leicht  zu  beantworten;  schwieriger  die  andere,  warum  die 
Elektrolyse  mit  WeehselstrOmen  so  ganE  and^s  wirkt,  ala  die 
gewöhnliche  Elektrolyse.  Die  Bildung  der  oben  geaannten 
Ss^uren  aus  Gaprensfiupe  erfolgt  einfa<di  a«f  dem  Wege  der  fori'* 
sdireitenden  Oxydation,  ein  Vorgang,  der  sieh  durch  folgende 
Gleichungen  veransshaüiiiehen  Ittsst: 

Aus  der  einbasischen  Fettsäure  entsteht  zunächst  die  entsprech- 
ende Oxysäure,  und  aus  dieser  die  zweibasische  Säure  mit  der- 
selben Anzahl  YonKohlenstoffatomen.  Wird  diese  weiter  oxydirt, 
so  zerfällt  sie  in  Kohlensäure  und  eine  Oxysäure,  welche  ein 
Atom  Kohlenstoff  weniger  enthält : 

Z)CO.OH.[CH^)^X0.0H'k'0:^C0^^CU^[0ü).{CH^^XO.OH. 

Durch  mehrmalige  Wiederholung  desselben  Vorgangs  eiit* 
stehen  kohlenstefilirniiere  Säuren: 

4)  CH^{OH).{CH^)^.CO.OH-hO^^CO.OH.{CH^)j,.  CO.  OH-hH^O 
h)  CO:OH .[CH^)^.CO.OH -^  0 ^  CO^'^CH^{OH),(CH;j^,(X),OH 

6)  CH^.ipH).{CH;}^.CO.OH'^0^  =  CO.  OH.  (C£f,),.  CO.  OH-hB^O 

7)  CO. OH.  [CH^\.CO.  OH-k-O^  CO^  +  CH^[OH).CH^.CO.  OH 

8)  CH^  [OH) .  CH^ .  CO.  OH-^O^  «  CO.  OH.  CH^  .CO.OH  -^  H^O 

9)  CO.  OH. CH^. CO. OH  -^  O  ^  CO^  -^  CH^[OH]  .CO.OH 
10)  CH^ [OH) .CO.OH  ^  0^       =  CO. OH. CO. OH  +  H^O 
^)  CO. OH.  CO.  OH  ^  0  ^^OO^-Jh  H^O. 

Nur  die  Bildung  der  niederen  Fettsäuren  wird  als  eine  Re- 
duction  der  Oxysäuren  aufzufassen  sein: 

M)CH^(0H).{CH^]yC0.0H^H^^CHy[CH^yCO.0H^Hfi\x.^yf., 

und  die  so  entstandenen  Säuren  werden  dann  jedenfalls  auch 
wieder  nach  Analogie  der  Gapronsäure  aersetzt.  Im  Grossen  und 


1)  Die  Brlduags-  und  Zersetzangsgleicbuiigen  sind  im  Folgenden  der 
grösseren  Einfachheit  und  UebersichUicfakeit  halber  für  Capronsfiarehydrat 
statt  für  capronsaure  Magnesia  gegeben. 
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QanzeD  handelt  es  sieh  also  hier  um  eine  fortsehreitende  Oxy- 
dation, und  diese  ist  deslialb  von  besonderem  Int^esse,  als  sie 
gans  alfantthlich  und  stnfenwlaise  erfolgt  — >  ein  Köfalenslefihtom 
Dach  dem  anderen  wird  aus  der  nreprtingliohen  6ubstans  ber* 
ausgenommen  und  za  Koblensänre  verbrannt,  und  ebenso  der 
Wasserstoff  zu  Wasser. 

Bei  Beantwortung  der  zweiten  Frage :  warum  nttmlicb  die 
Elektrolyse  der  Gapronsäqre  mit  WediselstrOtnen  ganz  andere 
Producte  liefert  als  die  gewöhnliche  Elektrolyse,  zeigen  sich  einige 
Schwierigkeiten.    Einerseits  muss  man  jedenfalls  annehmen, 
dass  der  galvanische  Strom  auf  den  Elektrolyten  stets  in  derselben 
irt  und  Weise  einwirkt,  gleichgtlHig  in  welcher  Richtung  er 
diesen  durchOiesst  •  aber  anderseits  stehen  die  durch  Wechsel- 
ströme erzeugten  Producte  in  keiner  Beziehung  zu  den  Producten 
der  gewöhnlichen  Elektrolyse,  sie  lassen  sich  aus  letzteren  nicht 
tiiimittelbar  ableiten,  und  müssen  besonderen  Vorgängen  ent- 
springen. Um  zu  einer  annehmbaren  Vorstellung  über  die  Natur 
dieser  Vorgange  zu  gelangen  genügt  es,  gewisse  Voraussetzungen 
zn  machen,  welche  auch  schon  früher  gemacht  worden  sind,  näm- 
lich der,  dass  die  durch  den  Strom  erzeugten  Jonen  nicht  sofort 
weiter  zerfallen,  sondern  erst  nach  Ablauf  einer  gewissen  Zeit, 
ferner  dass  die  Jonen  Polarität  besitzen  und  infolge  dessen  durch 
den  Strom  gerichtet  werden,  ähnlich  wie  ein  Magnet,  und  endlich, 
dass  diese  Richtung  durch  den*  Strom  nicht  momentan  erfolgt, 
sondern  eine  gewisse,  wenn  auch  kleine  Zeit  beansprucht.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  kommt  man  zu  folgenden  Vorstellungen : 
Zonächst  erfolgt  die  Zersetzung  der  Capronsäure  (bez.   ihres 
Magnesiasalses)  ganz  wie  gewöhnlich  in  die  Jonen  H  (bez.  Mg) 
und  O.CO,{CH^)^.CH^;  letzteres  ist  negativ  polar,  und  zwar 
ist  die  Atomgruppe  O.CO  der  Sitz  des  Poles.    Lässt  man  nun 
die  allgemein  übliche  Annahme,  dass  die  einzelnen  Atome  im 
Molekül  der  normalen  Fettsäuren  eine  kettenförmige  Anordnung, 
die  Moleküle  selbst  also  eine  längliche  Gestalt  besitzen,  gelten, 
so  werden  sich  unter  dem  Einflüsse  des  Stromes  alle  diese  Jonen 
mit  dem  O.CO-Ende  senkrecht  auf  die  Fläche  der  Anode  stellen : 


O.CO[CH^)^XH^     H    0.C0[CH;)^.CH^     H 
O.CO[CH^)^.CH^    U    0,CO(CH^)^,CH^     H 
Behält  der  Strom  seine  Richtung  bei,  so  kommen  alle  Jonen 
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in  dieser  SieUung  «n,  und  nach  Abbuf  einer  gewissen  Zeit 
setzen  steh  je  awei  naoh  der  Gleichung :  fiO.CO,{CH^)^.GH^  sc 
2CQy  ^^C^^  H^,  man  erhält  alsa  die  Producte  der  gewilhiiliehan 
Elektrolyse.  Eehrt  aber  derStTom^  bevor  diese  Zersetzung  eix^ 
tritif  seine  Richtung  um  (und  ioh  will  haer  darauf  hinweisen^  dass 
in  meinem  Versuche  der  Polwechsel  ca.  70  Mal  in  einer  Seeunde 
erfolgte)  y  se  erüahren  die  Jonen  eine  Drehung  um  480^,  und  die 
Wii^ung  des  ersten  Stromes  wird  aufgehoben : 


Hiernach  wäre  also  das  Resultat  der  Einwirkung  eines 
Wecfaselstrampaares  =s  0 ,  und  damit  stimmt  die  Beobachtung 
UbereiUy  dass  der  allergrösste  Theil  der  Gapronsäure  nach  Be- 
endigung des  Versuchs  unverändert  vorgefunden  wurde.  Man 
sieht  leicht  ein^  dass  an  diesem  Ergebnisse  auch  nichts  geändert 
werden  kann ,  wenn  gleichzeitig  Wasser  durch  den  Strom  zer- 
setzt wird.  Die  Sachlage  ändert  sich  jedoch  ganz  wesentlich, 
wenn  einmal  ein  Joa  Ci/3.(Cj9^|}^.  CO. 0  infolge  irgendwelcher 
Behinderung  die  Drehung  um  4  80  ^  nicht  schnell  genug  ausführen 
ki^onte,  während  gleichzeitig  Wasser  zersetzt  wird;  dann  wtlrde 
sich  nämlich  imi  unmittelbaren  Anschlüsse  an  das  letzte  Schema 
das  folgende  ergeben  :• 


CH^.[CH^]^.C0.0    H    0CO.(CH^),,CH^     H 

0  U^      0  H^     0        H^    0        H^ 

d.  h.  ein  Atoni  O  würde  sich  in  unmittelbarer  Nähe  des  MeAyk 
imJon  Cir,»(€£r,)  4.  CO.  0  befinden,  und  mit  demselben  sieh  zulle- 
thoxyl  CH^  (OH)  vereinigen,  wodurch  die  Umwandlung  der  GaproB- 
söure  in  €-Oxycapronsäure  bewirkt  wäre;  selbstverständlich 
mttsste  dabei  an  der  Kathode  eine  dem  verbrauchten  Sauerstoff 
äquivalente  Menge  Wasserstoff  frei  werden.  Auf  ganz  ähnliche 
Art  und  Weise  würde  dann  die  Oxydation  derOxycapronsäure  zu 
Adipinsäure  etc.  nach  den  oben  angeführten  Gleichungen  weiter- 
schreiten.  Dass  man  als  oxydirendes  Agens  anstatt  0  auch  OH 
oder  ein  Jon  O.CO,R'  annehmen  kann,  bedarf  keiner  besonderen 
Erläuterung. 

Man  könnte  gegen  die  soeben  entwickelte  Hypothese  viel- 
leicht einwenden,  dass  dieselbe  zu  complicirt  sei,  allein  ohne 
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dieselbe  ist  TOrltafig  nicht  eiiususehen,  warom  die  beobaditeten 
Oxydationen  nur  unter  dem  Einflüsse  von  Wechselströmen  e^- 
M^en*  Herr  Dr.  F.  Hundeshagen  hat  auf  meine  Veranlassung 
n§  Capronsfiure  als  Magnesiasab  in  einer  Losung  von  dof^elt^ 
kehieosanrer  Magnesia  gelöst  der  gewöhnlichen  Elektrolyse  unter^ 
werfen;  dabei  schied  sich  sofort  eine  obige  durchdringend  rie>* 
cheade  Flüssigkeit  (Diamyl?)  und  (besonders  auf  den  Elektroden] 
kohlensaure  Magnesia  ab,  aber  in  der  Flttssigkeit  konnten  weder 
niedere  FettsHuren  nooh  iweibasisohe  Säuren  aufgefunden  wer^ 
den,  eine  Oxydation  der  Capronsfiure  su  Adipinsäure  etc.  hatte 
demnach  nicht  stattgefnnden.  Diese  Beobachtung  beweist  zu- 
gleich, dass  die  häufig  gemachte  Annahme,  die  bei  der  gewOhn«- 
liohen  BidLtrolyse  auftretenden  Jonen  O.CO.R'  sersetsten  sich 
sunfiehst  mit  Wasser  in  Säurehydrat  und  Sauerstoff,  welch' 
leltterer  dann  die  Säure  wieder  zu  Kohlensäure,  Wasser  und 
Kohlenwasserstoff  oxydire : 

iO.CO.R'  +  JSr.O  «  iHO.CO.R'  -^O^^H^O-^iCO^^  Ä'„ 

nicht  richtig  sein  kann ;  denn  wäre  dem  so,  so  mttsste  man  er- 
warten, dass  diese  Art  der  Zersetzung  und  Oxydation  auch  bei 
der  Elektrolyse  mit  Wechselströmen  auftrete ,  was  eben  nicht 
der  Fall  ist.  Daher  bleibt  nur  die  andere  Annahme  bestehen, 
nach  welcher  die  fraglichen  Jonen  sich  unmittelbar,  ohne  Da- 
xwischenkunft  des  Wassers,  nach  einiger  Zeit  in  folgender  Weise 
zersetzen : 

Dass  bei  dieser  Art  der  Zersetzung  keine  Gelegenheit  zur 
Entstehung  von  Oxysäuren  und  zweibasischen  Säuren  gegeben 
ist,  leuchtet  unmittelbar  ein. 

Die  oben  beschriebenen  Versuche  zeigen  ebenso,  wie  meine 
froheren,  dass  bei  der  Elektrolyse  mit  Wechselstromen  ganz 
andere  Prodocte  erhalten  werden ,  als  mit  gleichgerichteten 
Strömen.  Hat  diese  Thatsache  schon  an  und  für  sich  Interesse, 
so  gewinnt  sie  doch  noch  viel  mehr,  wenn  wir  dieselbe  mit  gewis^ 
sen  physiologischen  Thatsachen  zusammen  halten.  Ohne  schon 
jetzt  näher  auf  diesen  Punkt  einzugehen,  will  ich  nur  darauf 
hinweisen,  dass  geradeso  wie  im  vorliegendem  Falle  auch  im 
ThierkOrper  die  physiologische  Verbrennung  ganz  allmählich  und 
stufenweise  erfolgt;  angesichts  solcher  Thatsachen,  wie  z.  B. 


184  .  E.  Drboiisiil, 

tles  Vorkommeas  von  Glykuronsäure  im  Harn^  sind  wir  zu  dieser 
Annahmfl  berechtigt,  troizdetn,  dass  wir  noch  nicht  im  Stande 
sind,  alle  möglichen  ZwisoheDproducte  der  fortschreiteüden  Ver* 
hrennung  im  Orgaiüismus  und  seinen  Secretea  nachzuweisen. 
Mit  der  Zeit  wird  dies  indessen  gelingen,  ebenso  wie  es  hin» 
sichtlich  der  Glykuronsäure  schon  gelungen  ist,  und  die  An^ 
nähme  erdtheint  daher  nicht  siu  kühn,  dass  im  Thierkörper  die 
Verbrennung  der  Nahrungs^  imd  Getdebsbestandüieüe  in  derselben 
Art  und  Weisen  nach  denselben  Gesetzen  erfolgt  wie  in  dem  vor* 
liegenden  Versuche,  Ob  dabei  im  Organismus  auch  Wechselstrdtne 
wirksam  sind,  lässt  sich  vorderhand  nicht  entscheiden,    aber 
gerade  in  Be^ug  hierauf  hat  die  Frage  ein  besonderes  lutaresse, 
ob  nicht  unter  gewissen  Bedingungen  gletdigeriohtete  Ströme  die* 
selben  Zersetzungen  hervorruCen  kannten,  wie  Wediselströnie. 
Und  dies  scheint  in  der  Tfaet  nieht  ausserhalb  des  Bereiches 
der  Möglichkeit  zu  liegen.    Denkt  man 'sieh  nHmlich  die  beiden 
Pole  in  möglichst  geringem  Abßtand  von  einander,  so  gewiiizii 
es  den  Anschein,  als  ob  die  Bedingungen  dann  auch  bei  gleicb- 
^erichteten  Strömen  denen  bei  Wechselströmen   ähnlich    sein 
mttssten,  und  noch  mehr ,  wenn  eine  sehr  grosse  Anzahl  Pole 
auf  einen  möglichst  kleinen  Raum  zusammengedrängt  wären. 
Die  technischen  Schwierigkeilen,  welche  sich  der' Ausführung 
eines  derartigen  Versuches  entgegenstellen,  sind  ohne  Zweifel 
nicht  unbedeutend;   dass  sie  aber  nicht  unüberwindlich  sind, 
dürfte  aus  folgendem  Versuche  hervorgehen.    Elektrolysirt  man 
nämlich  genügend  verdünnte  Schwefelsäure  mit  gleichgerich- 
teten Strömen  und  bringt  zwischen  die  'Platinelektroden,  aber 
isolirt,  ein  Stück  Messingdrahtnetz,  so  wird  dieses  schnell  rotb, 
indem  das  Zink  daraus  aufgelöst  wird.    Das  Drahtnetz  nimnti 
also  an  der  Elektrolyse  Theil,  trotzdem,  dasd  es  mit  den  Polen 
nicht  direct  verbunden  ist,  und  muss  daher  selbst  beide  Pole 
besitzen;  ich  gedenke  diese  Versuche  demnächst  weiter  fortzu- 
setzen, namentlich  unter  Anwendung  von  Metallpulver.   Hier 
.würden  dann  die  Pole  in  grösster  Anzahl  und  Nähe  gegeben  sein 
—  aber  auch  der  Organismus  verfügt  über  Apparate,  deren 
Theile  in  unmessbar  kleinen  Abständen  von  einander  gelagert 
sind  und  ebenso  über  galvanische  Ströme,  sodass  hier  alle  Be- 
dingungen erfüllt  zu  sein  scheinen,  welche  soeben  für  das  Ge- 
lingen des  Versuches  als  noth wendig  erachtet  wurden. 

Schliesslich  möchte  ich  auf  noch  einen  Punkt  hinweisen, 
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«lassen  Dähere  Untersuchung  interessante  Resultate  verspricht. 
Ist  nämlich  die  Voraussetzung,  dass  bei  constanter  wie  bei 
altemirender  Stromrichtung  die  primäre  Zersetzung  gleich  ist, 
wie  nicht  zu  bezweifeln,  richtig,  so  müssen  bei  einer  bestimm- 
ten Geschwindigkeit  des  Stromwecbsels  (und  zwar  einer  ge- 
ringeren als  in  meinen  Versuchen)  dieselben  Producte,  also 
Kohlensäure  und  Kohlenwasserstoff,  aus  den  Fettsäuren  erhal- 
ten werden,  wie  bei  Anwendung'  gleicfagerieht^r  SliCm'e.  Ist 
diese  Geschwindigkeit  aber  bekannt,  so  ergiebt  sich  unmittelbar 
daraus  die  Zeit,  welche  bis  zur  freiwilligen  Zersetzung  der 
MMD-ver&ieMt,  oder,  mitandiBifen'WDrteh«  idie*' Zeit,' während 
w^Ioherdie Joncin  unzers^tzt  bestehen  ktfon^n« 

•  Herim  Dr«  F.  Hund^sbafdn.siaga  ich  fttr  die  werthvoUe 
Bttife,  diQ  er  mir  bei  Anatellung  der  XniigeiheilAen  Versuche 
yMfacfe^  geleistet  hat,! meinen  besAen  Dank.   . 


I ' 


.— T 


1     • 


J.  Tkomae,  Weitere  Onter9udiungen  über  den  ela$iischen 
Kreiseylinder. 

In  einer  Miltheilung)  welche  ich  am  S4.  November  4885 
der  Köoigl.  Gesellschaft  gemacht  habe,  die  in  den  Berichten 
des  vergangenen  Jahres  abgedruckt  ist,  beschäftige  ich  mich 
mit  einem  schweren  elastischen  homogenen  Kreiscylinder,  des* 
sen  Endflächen  gezwungen  sind,  eben  su  bleiben.  Durch  meine 
Bemühungen,  die  obere  Endfläche  von  der  Bedingung  der  Eben- 
heit zu  befreien,  gelangte  ich  zu  einer  neuen  Schaar  von  In- 
tegralen der  partiellen  Differentialgleichung,  von  welcher  das 
Problem  abhängt,  und  es  sind  diese  Integrale  mit  den  früher 
gefundenen  allgemein  genug,  jene  Befreiung  im  Princip  als 
möglich  erscheinen  zu  lassen.  Fttr  die  Bestimmung  der  Con- 
stanten, welche  zur  völligen  Lösung  nöthig  sind,  fehlt  mir 
jedoch  noch  eine  expedite  Methode.  Es  mag  aber  bemerkt 
werden,  dass  filr  den  Fall,  in  welchem  die  Höhe  des  Gylinders 
seinen  Durchmesser  erheblich  ttbertriflft,  fOr  den  Fall,  dass 
jener  Grad  von  Genauigkeit  genügt,  welcher  beim  Venant- 
schen  Problem  üblich  ist,  die  Lösung  unserer  Aufgabe  schon  in 
jener  Mittheilung  gegeben  ist.  Im  Yen  aufsehen  Problem 
werden  gewisse  Zustande  im  Innern  einer  elastischen  Säule 
angenommen  und  es  wird  gefragt,  welche  Kräfte  an  den  Enden 
derselben  angebracht  werden  müssen,  damit  jene  Zustände 
eintreten.  Alsdann  glaubt  man  eine  hinreichende  Annäherung 
an  wirkliche  Zustände  gefunden  zu  haben,  wenn  man  an  den 
Endflächen  statt  der  Kräfte,  wie  sie  in  bestimmter  Vertheilung 
das  Yen  an  f  sehe  Problem  fordert,  andere  anbringt,  welche 
jene  am  starren  Körper  ersetzen  könnten.  Nun  wurde  aber  der 
Gesammtdruck  auf  die  obere  Endfläche  eines  nur  der  Schwere 
als  wirkender  Kraft  ausgesetzten,  auf  fester  Grundlage  ruhenden 
Gylinders  gleich  Null  gefunden.  Ist  demnach  die  Höhe  des 
Gylinders  eine  solche,  dass  die  Yoraussetzungen  des  Yenant- 
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sehen  Prri>lemes  als  zulttssig  ersobeinen,  so  ist  die  Aonahme, 
dass  die  Endflächen  eben  bleiben,  ancmhernd  von  selbst  erfüllt, 
«ad  es  ist  die  fiosser e  Gestaltsverlinderung,  sowie  der  Zostand 
im  Innern  des  Rtfrpers  in  oieiner  frttberen  Mittheilong  in  dem 
eben  besproebenen  Grade  der  AnnSberung  bereits  gefunden. 
2u  jener  Mittheihing  will  ich  nun  hier  fortsetzend  Einiges 
binsofagen,  deshalb  die  dort  gebrauchte  Bezeichnung  im  AU* 
gemeinen  beibehalten  und  in  der  NumeriruDi;  der  Artikel 
(Dtcbt  aber  der  Formeln)  die  jetzigen  Bemerkungen  den  frühe- 
ren unmittelbar  anachliessen. 

Wie  schon  oben   bemerkt  wurde ,    giebt  es  ausser  den 
fipflber  gefundene  L^lanngen  der  Gleiehgewichts- Differential'^ 
gteiebungen  eines  elastischen  Gylinders,  in  welchem  alle  Ver«- 
schiebungen  vom  Azimuth  unabhängig  sind,  noch  eine  zweite 
Klasse  von  Integralen.    Ein  Individuum  dieser  Klasse  enthalt 
mir  ganfee  rationale  Functionen  der  unabhängigen  Variabein, 
und  wird  im  Art.  V.  gefunden  und  diseutirt.    Es  entspricht 
dieser  Lttsung  ein  siemlieh  einfacher  Zustand  des  schweren 
dasüs^en  Gylinders^  nSUnlich  der  Zustand,  in  welchem  der 
Cylinder  sich  befindet,  wenn  er  in  ein  gewisses,  nur  von  den 
E\asticitätscoefficienten  und  der  Dichte  abhängendes  Rotations- 
paraboloid  gestellt  wird,  und  wenn  sonst  ausser  der  Schwere 
keine  Kräfte  auf  ihn  wirken.    Alle  ursprünglich  horizontalen 
Ebenen  gehen  in  ähnliche  Parabolofde  über,  und  der  Mantel 
des  Gyllnders  verwandelt  sich  in  den  Mantel  eines  abgestumpf- 
ten geraden  Kegels.   Da  das  in  Rede  stehende  Paraboloid  sehr 
llaeh  ist,  so  unterscheidet  sich,  namentlich  wenn  der  Radius 
des  Cylinders  nicht  beträchtlich  ist,  der  Zustand  eines  auf  fester 
Grundebene  stehenden  nur  wenig  von  dem  besprochenen,  so- 
dass dieser  naherungsweise  den  Zustand  jenes  angiebt. 

Im  Art.  VI  wird  sodann  eine  neue  Schaar  ganzer  transeen- 
denter  Lösungen  der  elastischen  Differentialgleichungen  den 
früher  gefundenen  hinzugefügt.  Dieselbe  enthalt  ihren  Para- 
meter in  transcendenter  Form ;  da  sich  aber  für  ein  und  den- 
selben  Werth  des  Parameters  vier  verschiedene  Lösungen  vor- 
finden, so  können  wir  als  eine  particuläre  Lösung  eine  solche 
ansehen,  welche  einem  bestimmten  Werthe  des  transcendent 
vorkommenden  Parameters  entspricht,  aber  ausserdem  vier  will- 
kürliche Constanten  linear  enthalt.  Sodann  wird  untersucht, 
welche  Oberflächenbedingungen  sich  durch  passende  Wahl  der 
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Yerh&Itnfsde  dieser  Gonslanteü  erfüllen  lassen,  sodass   immer 
noch  ein  wiHkttrlieher  Paetor  Meibt.     ' 

Die  Bedingung,  dass  auf  die  Mantelfläche  nur  normale 
Kräfte  wirken  sollen,  lasst  siöhdureh' passende  Wahl  des  trans* 
cendenten  Parameters  duf  unendtieh  viele  verschiedene  Welsen 
erftlllen,  derselbe  muss  hierzu  die  Wunsel  einer  transeendenten 
üleichung  sein,  von  der  es  bekannt  ist,  dass  sie  unendlich  viele 
Lösungen  zulfisst. 

Eä  Hegt  nun  nahe,  durch  ZusammenfOgung  dieser  paHica- 
lären  Lösungen  zu  einer  allgemeineren  zu  gelangen,  nnd  diese 
noch'mit  den  im  Art.  IV  gefundenen  zu  verbinden.  Diee  habe 
teh  auch  wirklich  gethan,  i6h  unterdrflicke  aber  zur  Zeit  diese 
tlntersuchungen ,  weil  die  erhaltenen  Formeln  wenig  durch-- 
sichtig  sind. 

Beachten  Wir,  dass  den  particulären  Integralen  auch  ttanii 

reelle  Werthe  zukommen,  wenn  n^an  dem  ParamMer  einen  rei« 

imaginären  Werth  zuertheilt,  so  wird  dadurch*  die  Menge  der 

Losungen  so  vermehrt,  dass  dieselben  wbhl  als  die  allgemeiD^ 

sten  angesehen  werden  dürften,  es  witd  deshalb  am  Schlüsse 

eine  Zusammenstellung   aller  erlangten  Lösungen  ohne  Rück* 

sieht  auf  Nebenbedingungen  gegeben  *) . 
• i  .• .  ■  .... 

i)  Einige  Druck'*  oder  Stcbreibfehlor,  welche  ich  in  meiner. Mitthei* 
lung  in  den  Berichten  von  i  885  bemerjct  ^abe,  mOgen  bier  corrigirt  werden. 

-Auf  Seite  40t,  ZetleS  von  «ntea  lies  f^ rr^  »^^^  fi  TTr^'     ^i^^  *^^^ 
'  '"  d  Igr  "  ö  Ig  r 

r  1       •        * 

Gleichung  (7)  liesfsiBkiif.    Seite  406,  Zeile  9  von  oben  li^  z*^  zl  statt 

0  0- 

^>  -  2/.    In  Gleichung  (40».)  lies  v4  ^^^  t-  Auf  Seite  415  ist  in  (28.)  vor 

dem  Zeicben  S  der  Factor  g  anzubringen.    In  (18».)  lies  xweimal  «  statt  u 
4m.  index..  Seite  446,  Zeile  5  von  unteüQ  ist  der  Divisor  l  vor  dem  Zeichen  £ 
anzubringen.    Seite  448,  Zeile  4  lies  C'z  statt  Cz\    Die  Gleichung  für  s 
ebendort  ist 

«i'(A  +  k)        8        -gria  +  y)* 

und  sie  bedeutet,  dass  wenn  Ji^:l^  vernachlässigt  werden  darf,  der  Cylinder 
in  einen  geraden  abgestumpften  Kegel  übergeht,  dessen  obere  Endfläche 
ihre  Grösse  nicht  geändert  hat,  während  der  Kadius  k  der  unteren  End- 
fläche um  kXqgl  :  Sy{X  +  y)  gewachsen  ist.  —  In  der  Gleichung  für  w 
ebendort  lies  A  +  2»^  statt  A  +  v,  und  vor  dem  Zeichen  £  im  Zähler  lies 
A*  statt  X.  Auf  Seite  410  ist  in  der  Gleichung  für  t„  vor  („  der  Factor  r*  ro 
'streichen. 
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Art.  V.  IkuiBe  mtfonale  Löiimgen  4er  IMffermtialf Idehiingeii 

der  Slasttoitat. 

« 

Die  Achse  des  Cylinders  falle  wie  früher  mit  der  js-Achse 
zusammen,  für  seine  untere  Endfläche  sei  js  =s  0,  für  seine  obere 
i  =  l.  Die  Entfernung  von  der  Achse  sei  r  und  für  den  Mantel 
sei  rs=A',  w  sei  die  verticale  und  rJsjdie  radiale  Verschiebung, 
^  die  Dichte  und  zur  Abkürzung 

-       ^      ^^        ' -  _  Mo    ^^    .     ^'g  \ 

so  sind  die  elastischere  Differentialgleichungen  fürs  Gleich- 
gewicht (vergl.  F.  Neumann,  Vorlesungen  über  die  Thoorie 
der  Elasticltat  Seite  337.  Gl.  (8)) 


{\y  (i  +  i^ 

S  ■*'  V 

« 

0, 

•  • 

{^ 

37 

oder,  wenn  die  Schwere  ausser  Spiel  bleibt: 

Durch  Elimination  folgt  aus  (4)  und  (2)  oder  auch  aus  (4)  und  (2*) : 

Die  Bedingungen  an  den  Endflächen,  wenn  dort  nur  normale 
Kräfte  wirken  sollen,  ^ihd 

(4^  Ai  -I.  ±  _^^    =  A 

worin'  das  negatiVe  Zeichen  für  js  sk  0,  das  positive  für  js  =  { 
stau  bat,  und  Z  eine  Function  von  r  allein  sein  muss,  wenn 
die  Unterdmckung  des  Azimuths  gerechtfertigt  sein  soll.  Für 
die  ManteilflSche  r  s  A  aber,  wenn  dort  ebenfalls  nur  normale 
nnd  nur  von  is  abhängende  Kräfte  wirken  sollen^  gelten  die 
Bedingungen : 


im  J.  Tromai^ 

Die  Differentialgleichiing  (3)  kann   aadi  dbt  Fourier 'sehen 

Methode  integrirt  werden,  and  es  wurden  auf  diesem  Wege 
bereits  die  Integrale  t  cos  er,  ^  sin  £r  gefunden,  worin 

t  ^  Af.ier]  -i^  Bf,[er)  , 

ms  0 

ZU  setzen  ist.  Auch  der  Fall  €  s  0  wurde  untersucht.  Ich  habe 
jedoch  weiter  gefunden,  dass  man  (3}  auch  durch  die  Annahme 
saszte^^  befriedigen  kann,  wenn  t  nur  von  r  abhängt,  woraus 
sich,  da  €  willkürlich  ist,  eine  neue  Schaar  von  Integralen  ergiebt. 
In  diesem  Art.  will  ich  jedoch  zunächst  den  Fall  e  >=  0  unter- 
suchen, oder  ich  will,  etwas  allgemeiner,  ss=t[a-hbz)  voraus- 
setzen. Die  Differentialgleichung  (3}  liefert  dann  fttr  t  die  Be- 
dingung 

woraus  folgt,  wenn  man  nur  die  für  r  =  0  nicht  singulare  Lö- 
sung der  Differentialgleichung  iü  Betracht  fcieht,  ^  »  a'-l-  6'r*, 
sodass  nun  s  die  Gestalt  erhält: 

5  =  o  -h  /?J5  +  yr*  H-  dr*z  , 

worin  übrigens  die  Constanten  alle  vier  willkürlich  sind.  Zur 
Bestimmung  von  w  erhält  man  aus  (<) : 

r^ VtJj:r»5=  J  ii»:?Ll^  ,- (y  +  a*) , 

ozolgr  A  +  y  A  -4-  y  ^  '  ' 

*" = - '  'Wr^' ''  (*y^  +  ^'*^  +  ®w  +  '^'w , 

und  es  sind  (D  und  V  insoweit  willkürliche  Functionen,  als  sie 
nicht  durch  die  Gleichungen  (2)  beschränkt  werden.  Setzen 
wir  die  gefundenen  Ausdrücke  in  (2]  ein,  so  erhalten  wir: 

+  (X  +  %v)^-t'i(X4-v)lß  +  idr*}  «  ei;  • 

Mithin  kann  (Z>,  wenn  diese  Function  im  Punkte  Null  nicht  Sin- 
gular sein  soll,  nur  vom  vierten  Grade  sein  und  nur  gerade 
Potenzen  von  r  enthalten,  und  V  kann  ebenfalls  nur  vom  vier- 
ten Grade  sein,  sodass  wir  setzen  können : 
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0  =  a  +  b'r*  +  c'r*,      »F  »  b*  +  ex*  +  ba»  +  ea* . 
Dies  in  (2)  eingesetzt ,  liefert  die  Beziehungen : 

<./        ^flr  -  a  (Ä  -»•  k)/?  -  2  (A  +  « >')  c 

0  SS  '         ^y » 

and  es  ergiebt  sich  für  (1}  und  (2)  die  Losung 
(6)  5  SS  a  +  /Sja(  -h  yr*  4-  dar*, 

Sollen  auf  die  Endflächen  nur  normale  Kräfte  wirken,  so  werden 
die  Constanten  durch  die  Bedingungen  (4)  beschränkt,  und  es 
muss  fQr  s  s  0  und  %^bI 

^4.(jr -4. nrr— 

sein.  Setzt  man  den  Factor  von  r'  gleich  Null,  so  folgt  d  s  0, 
«ndijÄO  giebt  qq  ssiXß-h^lX-hiv)  C,  und  j»  =  Zgiebt  y=sO, 
und  (6)  und  (7)  reduclren  sich  auf 

(6«)   t^a  +  ßz,        (7»)    «,„ba  +  -||^^a»-i/?rS 

worin  a  fortgelassen  ist,  damit  der  Goordinatenanfang  keine 
Verschiebung  erleide.  Der  Bedingung  (5*)  gentigt  dieser  Aus- 
druck von  selbst.  Die  normalen  Kräfte,  welche  an  der  unteren 
Endfläche  anzubringen  wären,  damit  Gleichgewicht  hergestellt 
werde,  sind: 

—  2Aa  —  (;i  4-  2v)B, 

und  an  der  oberen : 

Ao  der  Hantelfläche  aber  müssten  die  Kräfte  angebracht  werden : 

Die  letzteren   können  zum  Verschwinden  gebracht  werden, 
wenn 
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gemacht  wird.    Es  ist  alsdann 


s  SS  a  -^ 


Sy{X  +  y)  ' 


^^  X  8y(Ä  +  y)  46F(Ä  +  y)  ' 

worin  nur  noch  ä  willkürlich  ist.    Sollen  auf  die  obere  End- 
fläche keine  Kräfte  wirken,  so  umss  noch 

sein,  und  «s  wirkt  unter  dieser  Voraussetzung  auf  die  untere 
Endfläche  die  Kraft  ' 

Sy{X  -k-  y)a  , 

d.  h«  nur  die  Schwere  der  über  einem  Element  stehenden  Faser 
des  Cylinders.  —  Soli  also  der  Mantel  des  Cylinders  bios  durch 
die  Schwere  desselben  in  einen  Kegelmantel  QbtrgefUhrt  wer- 
den, so  müss  derselbe  in  ein  Rotationsparaboloid,  dessen  Glei- 
chung 

ist,  und  welches  daher  nur  schwach  gekrümmt  ist,  gestellt 
werden,  sodass  die  Mitte  der  Cylindergrundfläche  in  den  Schei- 
tel des  Paraboloids  fällt.  Alle  Ebenen  des  Cylinders,  welche 
ursprünglich  horizontal  waren,  werden  in  Parabötoide  verwan- 
delt, welche  den  obigen  parallel  sind.  Für  s  und  w  ergiebt  sich 

In  der  oberen  Endfläche  ist  demnach  die  radiale  Ausdehnung 
Null,  der  Radius  der  unteren  Endfläche  ist 


sk  SS  k 


kQgi 


^yiX-k-y) 

Ist  der  Radius  des  Cylinders  klein ,  so  kann  das  Paraboloid  in 
dem  kleinen  in  Betracht  kommenden  TheiJe  als  eben  angesehen 
werden,  und  die  obigen  Formeln  stellen  den  Zustand  annähernd 
auch  dann  dar,  wenn  der  Cylinder  auf. eine  fe#te  Ebene  gestellt 
wird. 
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Art.  VI.  Eine  neue  Schaar  transcendenter  partfculärer 

Integrale. 

Zu  neuen  particulären  Integralen  der  Differentialgleichung 

(3.)  gelangen  wir,  wenn  wir,  s  =  zte^^'^  setzen^  wodurch  jene 

GleicbuDg  nach  Unterdrückung  des  Faktors  e^**  die  Form  ge- 
winnt : 


% 


\dTgr*  +  «yii;)  +«»••?(«•«  ±  ««)  +  rU{,*z  ±  48»)  = 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  f  +  e*  ^  =s  0  wird,  oder 
wenn 

51g?  51gr 

wird,  welche  Differentialgleichung  das  im  Punkte  Null  nicht 
singulare  Integral  besitzt 

m  =  00 

Die  Bezeichnung  h^{x)  für  f^  [ix),  welche  Function  im  Art.  t 
definirt  ist,  soll  hier  in  Anwendung  gebracht  werden,  damit 
nicht  anscheinend  imaginfire  Formen  auftreten,  wo  Alles  reell 
ist.  Mit  den  BesseTschen  Functionen,  wie  dieselben  meist  be- 
zeichnet werden,  hängt  h  durch  die  Gleichung  zusammen 

9.^Ji{x)  ^x^ksix). 

Beachten  wir,    dass   nach  den  Untersuchungen  der  früheren 

Artikel  auch  die  Annahme  i  » <  6^®' die  Gleichung  (8.)  befriedigt, 
wenn  i  =  h^  [er]  ist,  so  erhalten  wir  ein  particuläres  Integral, 
welches  neben  dem  Parameter  €:' noch  vier  willkürliche  Constan- 
ten enthält,  nämlich 

s  ^  h^  [er]  S  (ek,  z) , 

S(ek,z)  ^A%e^*  +  B%t^^^  h-  ä%^^  +  Ä'e-**. 

Hieraus  folgt 

5  SS  —  fi*A^  (ejs)  S  (efc,  js), 

X&th.-pkXi.  ClMse  1886.  ^3 
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und  duroh  Integration 

w;  =  -  2Ao  [er]  W{Bk,  ä)  +  (D  (r)  +  'F  (z) , 


W{ek,z):= 


8  X  -k-  y 


Die  Functionen  (Z>  und  4^  sind  noch  durch  die  Gleichung  (2)  oder 
(%^)  zu  beschränken.  Sollen  die  Gleichungen  (1)  und  (2}  durch 
eine  Summe  von  particulären  Integralen  befriedigt  5verdeD, 
so  müssen,  wenn  ein  Glied  der  Summe  (1 )  und  (2)  befriedigt, 
die  übrigen  (1)  und  (2*j  befriedigen,  wir  wollen  deshalb  die 
Functionen  <Z>  und  W  durch  (2^)  naher  bestimmen.  Setzen  wir  die 
für  s  und  w  gefundenen  Ausdrücke  in  (2^)  ein,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung 

welche  von  e  unabhängig  ist.  Wir  brauchen  daher,  ohne  dass 
wir  der  Allgemeinheit  Eintrag  tliun,  den  Functionen  (Z>  und  W 
nur  für  ein  specielles  e,  etwa  für  e  =  0,  welcher  Fall  im  vorigen 
Artikel  behandelt  wurde,  von  Null  verschiedene  Werthe  zu  geben, 
im  Allgemeinen  aber  (für  andere  Werthe  von  e)  dürfen  wir 
(Z>  S3  0,  ^  =  0  annehmen,  so  dass  wir  die  neue  Losung  von  (4) 
und  (2^)  schreiben  können 

5  =  A^  (er)  S{€k,js)  ,     tu  =  —  2 A^  [er]  W(ek, z)  . 

Wir  fragen  nun,  welche  Oberfläohenbedingungen  wir  mit  einem 
solchen   particulären  Integrale   erfüllen   können.    Setzen  wir 

B  =  —  A  und  B'  =  A\  so  ist  w  =  0  und  jj  =  0  für  3  =  0, 

die  untere  Endfläche  bleibt  eben,  und  die  Spannungen  sind 
normal.    Führen  wir  die  auch  sonst  üblichen  Abkürzungen  ein 

2  coiJ  a?  ar  6^  +  e-*,    2  »in  a?  «  e^  —  e""^  , 

und  setzen  —A,  —A'  für  A,A\  so  gewinnt  unsere  Lösung  die 
Form 

(8)       5  =  A,  (er)  S  (e*,  ä),    w;  =  -  2  A,  [er)  W{€k,  z)  , 

S  (sk,  z)  ^  zA^nsz  -^  A'  co8  bz  , 

Die  Derivirtenvon  S  und  TFnachjs  undCombinationen  derselben, 
welche  mehrfach  vorkommen,  haben  folgende  Werthe 
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(9)     S'f«*,  z)  SS  A  8in  BZ  -h  BZ  A'  coiJ  bz  +  A'b  im  bz  , 
W'[Bk,  z)  ^zAiinBz^  A'  cogfi«  -  ^Att^^i, 
X  s  (ek,  z)  -  (A  +  2r)  W  [sk,  z)  = 

—  2i/  lAz  gm  ejj  +  i4  coS  6a ,         1  , 

[3l  +  «i/)S(€ft,  a)  -  XWißk,  z)  = 
2i/(^j5  8in  BZ  +  yl'co«  6;«  +  5-^  -^^-^5Lü_)  . 

Die  CoDStanten  A  und  i4'  des  particulären  Integrales  lassen  sich 
weiter  so  einrichten,  dass  auch  am  oberen  Ende  des  Gylinders 
nur  normale  Kräfte  wirken,  dass  also  dort  für  jedes  r 

b  s  4      bw    ^ 

ist.   Hierzu  muss 

S'{sk,  0  -h««TF(€fc,  /)  = 

bI  A  C08  cZ  -♦-  bA'  iinBl  —  ^^^  gincZ«  0 

sein.  Die  normalen  Kräfte  aber,  welche  zur  Herstellung  des 
Gleichgewichts  an  der  obem  Endfläche  angebracht  werden 
müssen,  sind  in  der  Form  enthalten 

=  -  4rAo(6r)  \aI  8m  bI  +  A'  co8  bI  -  ytii!  ±S^  , 

mid  wenn  wir  dies  gleich  —  ivJh^  [bt]  setzen,  so  erhalten  wir 
für  A  und  A'  die  Werthe 

Ist  also  /  eine  gegebene  Grösse,  so  sind  A  und  A  durch  sie  be- 
stimmt.  Der  Druck  auf  die  Unterlage  ist 

(K\)  -  irh,  (er)  (4'_|^)=  _4^yA,(er)— jy^py^Ji^ 

Dieser  Druck  ist  sehr  klein,  wenn  b  sehr  gross  und  7  von  massiger 
Grösse  ist,  und  er  wechselt  um  so  öfter  ein  Zeichen,  je  grösser 
e  ist.  Es  würde  für  diesen  Fall  nicht  ausreichen,  den  Gylinder 
auf  eine  feste  Unterlage  zu  stellen,  sondern  es  müsst^oi  am  un- 

13* 
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leren  Eade  des  Gy linders  theils  Zag-,  theOs  Druckkräfte  zur  Er- 
langung des  Gleichgewichts  angebracht  werden.  Um  den  Ge- 
sammtdruck  zu  erhalten,  multipliciren  wir  (11)  mit  r' d lg  rcf^, 
integriren  über  die  Kreisfläche  und  erbalten 

l^«J  _  4yA-t  ^h    [ek] 1  ^  A^!!  , J. 

Dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn  h^  [ek]  Null  wird.  Dies 
findet  dann  statt,  wenn  auch  an  der  Mantelfläche  nur  normale 
Kräfte  wirken  sollen.  Es  muss  dann  dort 

und  mithin  für  jedes  z 

K  («*)  (5'  («*7  ^)  +  «•  W^(«*i  ^))  =  Ö , 
und  somit  endlich 

Ä,  (€Ä)    =0 

sein.  Die  Gleichung  h[e)  s=  0  hat  unendlich  viele  reelle  Wurzeln, 
von  denen  nur  die  positiven  >^  e,  «, ...  «i^ ...  in  Betracht  kommen. 
Ist  e  eine  unter  ihnen,  so  sind  jetzt  unsere  particulären  Integrale 

« =  K  (if)  « («'  ')•    «^  =  -  «*•  (t)  ^('''  ')'. 

d.  h.  es  ist  in  den  Formeln  (8),  (9)  und  (10]  e:k  für  e  zu  schreiben. 
Die  Kräfte,  die  an  der  Mantelfläche  anzubringen  sind,  damit 
Gleichgewicht  bestehe,  sind 

()3)n.(»+S»)(Ss+|i)+l|f-S*.(e)((J+S»)S(e,.)-lir(^»)) 

=  W.  W  (^ .  .«  (^)  +  ^' ,i.  (ü)  +  ;j^  »in  (^"j )  . 

Die  Grosse  \  (ej  ist  für  ungerade  n  negativ,  für  gerade  n  positiv, 
und  es  kann  für  h^[e)  auch  —  -|^ß*A,  (e)  geschrieben  werden 
wegen  der  Relation  A^  (r)  —  A^  (r)  =  -"  i^*  A,  (r).  Für  ;»  =  0 
ist  JI  =  0,  für  ;j  =  /  ist 

Der  Cylindermantel  ändert  seine  Gestalt  nicht,  d.  h.  der  Radius 
bleibt  überall  ungeändert,  weil  «  (A:)  =  0  ist. 
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Durch  Addition  der  hier  gefundenen  Lösungen  für  alle 
möglichen  Werthe  von  e  ist  man  im  Stande,  den  Gleichgewichts- 
Bustand  zu  bestimmen,  wenn  die  normalen  Kräfte  an  der  oberen 
Endfläche  eine  beliebig  gegebene  Function  von  r  sind,  und  für 
den  Fall  eines  sehr  niedrigen  Gylinders  (einer  Scheibe),  bei 
welchem  von  der  Schwere  abzusehen  sein  würde,  und  der 
Dmck  auf  die  Mantelfläche  als  constant  angesehen  werden  dürfte, 
lässt  sich  durch  die  in  den  Artikeln  V  und  VI  gefundenen 
Lösungen  der  Zustand  vollständig  darstellen,  wenn  auf  die 
beiden  Endflächen  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  wirken, 
die  nur  Functionen  von  r  sind.  Ich  unterdrücke  aber  für  jetzt 
meine  Resultate,  weil  es  mir  nicht  gelungen  ist,  die  complicir- 
len  Formeln  physikalisch  einfach  zu  interpretiren.  Hingegen 
scheint  es  nicht  unwichtig,  alle  reellen  Integrale  der  Difl*eren- 
lia\gleichungen,  welche  wir  gefunden  haben,  zusammenzustel- 
len, ohne  Rücksicht  auf  Nebenbedingungen,  weil  dieselben 
principiell  allgemein  genug  zu  sein  scheinen,  alle  auf  den  VoU- 
cylinder  bezüglichen  Aufgaben  zu  lOsen,  in  denen  die  Verschie- 
bungen vom  Azimuth  unabhängig  sind.  Für  den  Hohlcylinder 
müssten  auch  noch  die  im  Punkte  r  »  0  singulären  Lösun- 
gen (die  Be  SS el 'sehen  Functionen  zweiter  Art)  herangezogen 
werden. 

Die  Differentialgleichungen  (4)  und  (2}  des  Art.  V  werden 
durch  folgenden  Ausdruck  für  s  befriedigt: 

3:=a-%~ßs'h yr* H-dzr^-h 2A  cos ez  f^(er)  +  2^ COÄ ezh^ {er) 
+  2B  sin  szf^  [er)  +  2^  Sin  ez  h^  [er) 
+  2C  cos  ezf^  [er]  -h  2(S,  COiJ  ez  h^  [er) 
H-  2Dz  cos  ezf^  [er)  -*-  2^z  coS  ezh^  (er) 
^  2E sin  ezf^(er)  -i-  2(&  iin  ezf^  (er) 
-*-  2Gz  sin  ezf^(er)  +  2®z  gin  ezh^  (er)  , 

aus  welchem  tu  sich  durch  die  Gleichung 

-5^^^^^^  =  -  (A  +  iv)r*s  -  vr*  j^. 

ergiebt,  wenn  noch  die  willkürlichen  additiven  Functionen  (Z>(r) 
und  V{z),  welche  die  Integration  mit  sich  bringt,  durch  die 
Gleichung  (2)  des  Art.  V  beschränkt  werden.  Die  Zeichen  2 
bedeuten,  dass  dem  Parameter  e  beliebige  Werthe  gegeben,  die 
Constanten  i4,  9(, . . .  G,  ®  für  jeden  Parameter  beliebig  gewählt, 


ins 
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und  aus  diesen  Grössen  (unabhängig  von  einander]  Summen 
gebildet  werden  sollen.  Nimmt  man  die  Anzahl  der  Glieder 
dieser  Summen  unendlich  gross,  sodass  entweder  unendliehe 
Reihen  oder  Integrale  entstehen,  so  müssen  natürlich  die  Gon- 
slanten  A,  . , .  ®  so  bestimmt  werden,  dass  die  Reihen  bez.  In- 
tegrale einen  Sinn  haben. 


SITZUNG  AM  2«.  MAI  1886. 


Sfeanddy  Ueber  Verallgemeinerungen  des  Graves'schen  Theo- 
rems in  der  analytischen  Mechanik.   Vorgelegt  von  Neumann.  *) 

§<• 

Allgemeine  Gedchtsponkte  zur  Weiterführong  des  Graves'schen 

Theorems. 

Die  vorliegeDde  Mitiheilung  knüpft  an  die  Sätze  über  die 
Fadeoconstrueiion  der  Ellipse  ans  einer  eonfoealen  Ellipse^) 
und  des  Ellipsoides  aus  zwei  eonfoealen  Flächen  S^°  Grades^) 
an  und  will  darauf  hinweisen,  dass  jene  Sätze  nur  die  einfach* 
Sien  Repräsentanten  einer  Gruppe  von  Sätzen  sind,  die  ihrem 
analytischen  Ausdrucke  und  ihrer  geometrisch  -  mechanischen 
Deutung  nach  eng  zusammengehören.  Die  Gesichtspunkte  zur 
WeiterfOhning  der  Sätze  (iber  die  FadencoDstnidion  lassen  sich. 
in  wenig  Worten  bezeiefanen. 

Dem  Theorem  von  Graves  liegt  die  Vorstellung  der  Gleich- 
gewicbtsfigur  eines  biegsamen  und  unausdehnbaren  geschlosse- 
nen Fadens  von  überall  glei- 
chem Querschnitt  und  glei- 
cher Dichtigkeit  zu  Grunde, 
welcher  in   der  Ebene  um 
eine  Ellipse  E^  geschlungen 
(vgl.  Fig.  4}  und  durch  einen 
Punkt  P  gespannt,  übrigens 
aber  von  keinerlei   Kräften 
beeinflusst  wird.    Auch  bei 
der  beabsichtigten  Verallge- 
meinerung    des    genannten 
Theorems  handelt  es  sich  um  Fig.  4. 


1)  Zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  vom  28.  Mai  4886« 
S) Theorem  von  Graves,  vgl.  Salmon-Fiedler,  Anal.  Geom.  d. 
Kegelschnitte,  4.  Aufl.,  Art.  S66;  Hesse,  Anal. Geom. des  Raumes,  Vorl. 34 . 
8)  Vgl.  diese  Berichte,  Jabrg.  4882,  S.  5. 
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die  Gleichgewichtsfigur  eines  geschlossenen  Fadens,  der  um  die 
Ellipse  E^  geschlungen  und  von  einem  Punkte  P  gespannt  ^^rird, 
der  aber  in  näher  zu  bestimmender  Weise  der  Einwirkung  von 
Kräften  ausgesetzt  und  von  ungleichförmiger  Dichtigkeit  genom* 
men  werden  soll.  Wie  nun  in  dem  einfachen  Falle  des  Gra  ve  s- 
sehen  Theorems  die  Lange  der  geschlossenen  Gleichgewichts- 
figur  des  Fadens  erhalten  bleibt,  wenn  man  den  spannenden 
Punkt  P  an  verschiedene  Stellen  einer  und  derselben  zu  der 
Ellipse  Eq  confocalen  Ellipse  i?(vgl.  Fig.  4)  verlegt,  so  bleiben 
auch  in  den  allgemeineren  Fällen  bei  derselben  Verlegung 
des  Punktes  P  gewisse  metrische  Elemente  der  Fadencurve 
erhalten. 

Um  hierauf  näher  einzugehen,  ist  es  vortheilhaft,  die  von 
Möbius^)  ausgeführten  Analogien  zwischen  der  Gleichgewichts- 
figur eines  Fadens  und  der  Bahn  eines  bewegten  Punktes  zu 
benutzen  und  die  in  Rede  stehenden  Theoreme  zunächst  auf  die 
Bewegung  eines  materiellen  Punktes  zu  beziehen. 

§  2. 

Deutung  det  Ghraves'schen  Theoremi  an  der  Beweg^u^  6inee 

materiellen  Funktet. 

So  ist  schon  die  in  Fig.  1  dargestellte  Gleichgewichtsfigur 
eines  geschlossenen  Fadens  die  Bahn  der  Trägheitsbewegung 
eines  materiellen  Punktes,  der,  zuerst  in  der  Ebene  frei  beweg- 
lich, die  Richtung  von  P  gegen  Q^  hin  verfolgt,  der  dann  von 
Q^  bis  Q,  gezwungen  wird,  auf  der  Ellipse  E^^  zu  bleiben,  im 
Punkte  Q,  aber  wieder  von  diesem  Zwange  befreit  wird  und 
nach  seinem  Ausgangspunkte  P  zurtickkehrt.  Da  der  Punkt  bei 
der  Trägheitsbewegung  seine  Geschwindigkeit  in  unveränderter 
Grösse  beibehält,  so  lässt  sich  der  obige  Satz  über  die  Bogen- 
länge der  Curve  PQ^Q^P  auch  mit  Bezug  auf  die  vorliegende 
Verbindung  der  freien  und  gezwungenen  Trägheitsbewegung 
in  folgender  Weise  aussprechen: 

I.    Man  nehin^  zwei  confocale  Ellipsen  E^  und  E  und  lasse 
von  einer  Stelle  P  der  äusseren  Ellipse  E  einen  materiellen  Punkt 


4)  Möbius,  Lehrbuch  der  Statik,  §§  300—804,  Ges.  Werke,  Bd.  HI 
(Leipzig  1886),  S.  433—437. 
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m  der  Richtung  ein^  der  beiden  geradlinigen  Tangenten^  die 
der  Stelle  P  an  die  Ellipse  E^^  gezogen  werden  können  j  mit 
bestimmter  Geschwindigkeit  c  aiusgehen.  Sobald  der  Punkt  m,  der 
swck  ohne  Einwirkung  von  Kritf'ten  bewegen  sollj  die  Ellipse  E^ 
erreiehtj  xwinge  man  ihn  in  seiner  weiteren  Bewegung  auf  die- 
ser Ourve  %u  verbleiben,  so  lange,  bis  seine  Bewegungsrichtung 
in  die  sweüe  der  obigen  geradlinigen  Tangenten  eintritt  und  er, 
von  dem  Zwange  befreit,  nach  seinem  Ausgangspunkte  zurück- 
kehrt: Die  Zeitdauer  der  geschlossenen  Bewegung  des  Punktes  m 
ist  immer  die  nämliche,  wie  auch  die  Ausgangsstelle  auf  der 
EUipse  E  gewählt  wird. 

Dieser  Satz  behalt  nun  mit  entsprechenden  Modificationen 
«eine  Gültigkeit,  wenn  der  materielle  Punkt  m  sowohl  während 
seiner  freien  Bewegung  in  der  Ebene  als  auch  während  seiner 
gebundenen  Bewegung  auf  der  Ellipse  E^^  der  Wirkung  gewisser 
Krflfte  ausgesetzt  wird,  sodass  seine  freie  Bewegung  aufhört, 
geradlinig  zu  sein,  und  die  Geschwindigkeit  seiner  freien  und 
gebundenen  Bewegung  veränderlich  wird.  Als  einfachstes  Bei- 
spiel hierfür  sei  im  Folgenden  der  Fall  besprochen,  wo  die  den 
Punkt  m  beschleunigende  Kraft  eine  vom  Mittelpunkte  0  der 
Ellipse  E^  ausgehende  Anziehungskraft  ist.  Sie  soll  in  die  Rich- 
tung des  radius  vector  des  Punktes  m  fallen  und  ihrer  Stärke 
nach  der  Entfernung  r  des  Punktes  m  von  0  proportional  sein 
(ss  g^r,  unter  g  eine  Gonstante  verstanden) . 

§3. 

Das  Graves'sehe  Theorem  für  die  Centralbewegong  {g*r). 

Unter  Einwirkung  der  Kraft  (g*r)  beschreibt  ein  in  der 
Ebene  frei  beweglicher  Punkt  m  bekanntlich  eine  Ellipse  mit 
dem  Mittelpunkte  0,  deren  Lage  und  Gestalt  durch  die  Aus- 
gangsstelle, die  Anfangsrichtung  und  Anfangsgeschvnndigkeit 
des  Punktes  m  bestimmt  ist.  Aber  auch  mit  Bezug  auf  das 
System  confocaler  Kegelschnitte,  welchen  die  Ellipsen  E^^  und 
E  der  Fig.  1  angeboren,  lässt  sich  die  Lage  und  Gestalt  jener 
eUiptisdken  Bahn  einfach  bezeichnen.  Dieselbe  berührt  nämlich 
zwei  Kegelschnitte  des  confocalen  Systems  je  in  zwei  diametral 
gelegenen  Punkten,  und  zwar  entweder  zwei  Ellipsen  des 
Systems,  wenn  sie  die  Brennpunkte  desselben  einsohliesst,  oder 


2D2..  Stau», 

eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  wenn  sie  die  Brennpunkte  au»- 
schliesst.  Man  beschränke  sich  der  Einfachheit  wegen  auf  die 
Betrachtung  des  ersteren  Falles  und  gehe  vpn  zwei  beliebigen 
Ellipsen  des  confocalen  Systems,  einer  inneren  E^^  und  einer 
äusseren  E^  aus.  Durch  jeden  Punkt  P  des  ringförmigen  Ge- 
bietes zwischen  den  Ellipsen  E^  und  E^  lassen  sich  dann  zwei 
mit  ihnen  ooncentrische  Ellipsen  legen,  welche  die  Ellipsen  E^ 

und  E^  je  doppelt  berühren 
(vgl.  Fig.  2).  Bei  einer  be- 
stimmten, dem  Punkte  P  mit 
Bezug  auf  die  beiden  Ellipsen 
E^  MJkdE^  eigenihümlioheAn- 
fangsrichtung  und  An£ang&* 
gesohwindigkeit  wird  nun 
ein  von  P  ausgehender  frei 
beweglicher  Punkt  m  unter 
Ein&uss  derClentralkraft(9'r} 
die  eine  oder  andere  der  bei«- 
Pl    2  d^^    Ellipsen    beschreiben, 

die  durch  P  gehen  und  die 
Ellipsen  i?^  und  E^  berühren.  Die  beiden  berührenden  Ellipsen 
mOgen  kurz  die  elliptischen  Tangenten  der  Ellipsen  E^  und  E^ 
durch  den  Punkt  P  heissen,  und  zwar  mag  durch  die  Voraus- 
stellung der  Ellipse  E^  angedeutet  sein,  dass  sie  von  P  aas 
zunächst  gegen  ihren  Berührungspunkt  mit  E^  hin  verfolgt 
werden  sollen. 

Die  freie  Bewegung  des  Punktes  m  unter  Einfluss  der 
Centralkraft  [g*  r)  verbinde  man  nun  mit  der  auf  die  Ellipse  E^ 
gezwungenen  Bewegung  unter  Einfluss  derselben  Kraft.  Beide 
Bewegungen  werden  sich  an  einer  Stelle  Q^  (vgl.  Fig.  2}  D&e- 
rührenüj  wenn  bei  der  Berührung  ihrer  Bahncurven  auch  ilire 
Geschwindigkeiten  in  gleicher  Grösse  zusammentreffen.  Bei 
einer  solchen  Berührung  ist  ein  oontinuirlicher  Uebergang  der 
einen  Bewegung  in  die  andere  denkbar.  Hit  Bezug  auf  diese 
Vorstellung  kann  nun  unmittelbar  der  folgende  Satz  mitgetheilt 
werden,  der  sich  neben  den  Satz  §  2,  1.  stellt: 

11.  Man  nehme  drei  confocale  Ellipsen  E^,  f,  E^  tmd  lasse 
von  einer  Stelle  P  der  minieren  Ellipse  E  einen  maiefieUen  Punkt 
m  in  der  Richtung  einer  der  beiden  elliptischen  Tangenten^  dievön 
ddr  Stelle  P  an  die  Ellipsen  E^  und  E^  gebogen  werden  k^nnen^  mit 
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der  der  Stelle  PmBestug  ai^  die  leUieren  entsprechenden  Gesckwin-- 
cUgkeU  aufgehen.  Sobald  der  Punkt  m^  der  sich  fortwahrend  unter 
Einwirkung  der  CentraUcraft  (g*r)  bewegen  solly  die  EUipse  E^ 
erreicht^  zwinge  man  ihn  in  seiner  weiteren  Bewegung^  auf  dieser 
Curve  XU  verbleiben,  so  lange,  bis  seine  Bewegungsridhiung  in  die 
s^ufeite  der  obigen  elliptischen  Tangenten  eintritt  und  er,  von  dem 
ZsDcnge  befreit,  nach  seinem  Ausgangspunkte  zurückkehrt:  Die 
Zeitdauer  der  geschlossenen  Bewegung  des  Punktes  m  ist  immer 
die  nämliche  y  wie  auch  die 
Ausgangsstelle  (mf  der  Ellipse 
E  gewählt  wird. 

In  Fig.  3  ist  die  ge- 
schlossene Bahn  des  Punktes 
m  und  die  Ellipse  E^  ausge- 
zogen, während  die  drei  El- 
lipsen, denen  die  Bahn- 
stücke des  Punktes  angehö- 
ren, in  ihren  unbenutzten 
Theiien  punktirt,  die  Ellipse 
E  aber  nicht  besonders  be-  PIg  g 

zeichnet  ist. 

Die  Ellipse  E  kann  man  im  Besonderen  mit  der  Ellipse  E^ 
zusammenfallen  lassen,  wodurch  die  Ecke,  welche  die  ge- 
schlossene Bahncurve  im  Allgemeinen  an  der  Stelle  P  aufweist, 
in  Wegfall  kommt. 

Nimmt  die  Centralkraft  (^V]  mit  der  Constanten  g*  unbe- 
grenzt ab,  so  dehnt  die  Ellipse  E^  des  confocalen  Systems  sich 
unbegrenzt  aus  und  gehen  die  elliptischen  Bahncurven  der 
Centralbewegung  in  Paare  von  Paralleltangenten  der  Ellipse  E^ 
über;  der  vorstehende  Satz  II  kommt  dann  auf  den  Satz  §  2,  1 
zurtlck. 

§4. 

Die  entsprechende  Gleichgewichtafignr  eines  geschlossenen 

Fadens. 

Im  Allgemeinen  ist  nach  dem  Satze  §  3,  II  die  Zeitdauer  der 
Bewegung  längs  der  geschlossenen  Curve  PQ^Q^P  dasjenige 
metrische  Element,  weiches  von  der  Lage  des  Punktes  P  auf  der 
Ellipse  E unabhängig  ist.  Wegen  der  constanten  Geschwindigkeit 
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der  Trägheitsbewegung  kann  dafür  in  dem  speciellen  Satze  §3,1 
die  Bogenl&nge  der  Gurve  eintreten.  Dem  entsprechend  kommt 
bei  der  Deutung  der  geschlossenen  Bahncurve  des  Satzes  §  3,  IT 
als  Gleichgewichtsfigur  eines  geschlossenen  Fadens  nicht  die 
Länge  des  Fadens,  sondern  die  Gesammtmasse  desselben  als 
das  von  der  Verlegung  des  Punktes  P  auf  der  Ellipse  E  unab- 
hängige Element  in  Betracht.  Der  betrefifende  Satz  sei  hier  nur 
kurz  angegeben : 

III.  Die  geschlossene  Bahncurve  des  Punktes  m  in  Satz  II  ist 
die  Gleichgewichtsfigur  eines  biegsamen  undunausdehnbaren  Fadens j 
der  um  die  Ellipse  E^  geschlungen  und  vom  Punkte  P gespannt  wird 
und  dessen  einzelne  Massentheile  der  beschleunigenden  Centralkraft 
( — ff*^)  *)  ausgesetzt  sind,  vorausgesetzt  dass  man  bei  constantem 
Querschnitt  des  Fadens  die  Dichtigkeit  desselben  an  jeder  Stelle  der 
Fadencurve  gleich  dem  reciproken  Werthe  der  Geschwindigkeit  des 
Punktes  m  an  derselben  Stelle  der  Bahncurve  und  die  Spannung 
im  Punkte  P  gleich  der  Anfangs--  {und  der  damit  gleichen  End] 
Geschwindigkeit  des  Punktes  m  nimmt  [es  ist  dann  die  Spannung 
an  jeder  Stelle  gleich  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  an  der- 
selben Stelle) :  Bei  dieser  Anordnung  sind  die  Gesammtmassen  der 
geschlossenen  Fäden,  die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  P  auf 
der  Ellipse  E  entsprechen,  untereinander  gleich. 

Beim  Uebergang  von  diesem  Satze  zum  Graves'schen 
Theorem  kann  wegen  der  constanten  Dichtigkeit  des  Fadens 
statt  der  Gesammtmasse  wieder  die  Länge  des  Fadens  als  bleiben- 
des Element  bei  der  Verlegung  des  Punktes  P  auf  der  Ellipse  E 
betrachtet  werden. 

§  5. 
Analoger  Sati  fiir  den  Eanin. 

Neben  die  Fadenconstruction  der  Ellipse  aus  einer  confocalen 
Ellipse  (vgl.  §  \)  stellt  sich  die  Fadenconstruction  des  Ellipsoides 
aus  zwei  confocalen  Flächen  2.  Grades.  Wie  dort  die  Fadenfigur 
sich  aus  geradlinigen  und  elliptischen  Stücken  zusammensetzt 
(vgl.  Fig.  4),  besteht  hier  die  entsprechende  Fadenfigur  aus  drei 
Arten  von  Linien,  geraden  Linien  im  Baume,  geodätischen  Linien 
und  KrUmmungscurven  auf  dem  Ellipsoid. 

4}  Unter  r  ist,  wie  früher,  der  Abstand  des  Massentheils  von  dem 
Mittelpunkte  0  der  Ellipse  Eq  verstanden. 
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Betrachtet  man  nun  dieselbe  Centralbewegung  (g*r)  eines 
materiellen  Punktes  m,  wie  sie  im  §  3  für  die  Ebene  vorliegt, 
im  Baume  mit  Bezug  auf  ein  System  confocaier  Flächen  S.  Grades, 
so  erhält  man  einen  dem  Satee  §  3,  II  analogen  Satz.  Derselbe 
bezieht  sich,  wie  jener,  auf  den  Isochronismus  gewisser  ge- 
schlossener Babncurven,  die  sich  ihrer  geometrischen  Natur  nach, 
wie  dort  aus  ^iwei,  hier  aus  drei  Arten  von  Gurven  zusammen- 
setzen. Die  Gurven  der  i .  Art  entsprechen  der  freien  Central- 
bewegung  {g*r)  im  Baume;  es  sind  mit  den  Flächen  des  confocalen 
Systems  concenlrische  Ellipsen,  welche  je  drei  Flächen  des  confo- 
calen  Systems,  etwa  zwei  EUipsoide  E^^  E^  und  ein  einschaliges 
Hyperboloid  H^,  je  doppelt  berühren.  Die  Gurven  der  2.  Art 
entsprechen  der  auf  das  Ellipsoid  E^  gezwungenen  Gentralbe- 
wegung;  es  sind  transcendente  von  jenen  Ellipsen  umhüllte 
Gurven  auf  dem  Eiiipsoid^  welche  ganz  analog  den  geodätischen 
Linien  durch  hyperelliptische  Functionen  \ .  Ordnung  dargestellt 
werden  können.  Die  Gurven  der  3.  Art  entsprechen  der  auf 
die  Durchdringungscurve  des  Eilipsoides  E^  und  einschaligen 
Hyperboloides  H^  beschränkten  Gentraibewegung  [g'^r] ;  sie  sind 
mit  dieser  Durohdringungscurve  identisch  und  werden  von  den 
vorher  erwähnten  transcendenten  Gurven  umhüllt. 

Der  hiermit  angedeutete  Satz  kann  wieder  ähnlich  wie§4,  III 
an  der  Gleichgewichtsfigur  eines  geschlossenen  Fadens  gedeutet 
werden. 

§  6. 

Weitere  Verallgemeinerang  der  vorstehenden  Sätze. 

Der  Beweis  der  vorstehenden  Sätze  gründet  sich  auf  die 
Form*]  der  2.  Integralgleichungen  der  Differentialgleichungen 
der  Bewegung,  welche  sich  nach  J  a  c  o  b  i  aus  der  Hamilton  'sehen 
partiellen  Differentialgleichung  in  elliptischen  Goordinaten  her- 
leiten lassen,  wenn  der  analytische  Ausdruck  der  beschleunigen- 
den Kräfte  einen  bestimmten  Typus  aufweist*).    Man  erhält 


4)  Jacobi,  VorlesoDgea  über  Dynamik,  brsg.  von  C  leb  seh,  SS. 
iU,  S88,  234. 

l)  Ebend.  S.  219.  Vgl.  auch  C.  Neumann,  De  problemate  qaodam 
Dechanico,  quod  ad  primam  integralium  ultraellipticarum  classem  revo- 
calur,  Regiomonti,  1856.  D'Arcais,  Del  meto  sopra  un  ellissoide  di  un 
paoto  sollecitato  da  forze  che  banne  nna  certa  funzione  Potenziale,  Ann. 
dellaScaola  norm,  di  Pisa,  1869. 
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damit  gleichzeitig  einen  Ueberbliek  über  die  Gruppe  analoger 
Sätze,  bei  denen  die  oben  benutzte  Centralkraft  (g^r)  durch 
andere  Kräfte  von  weniger  einfachem  Charakter  ersetzt  ist. 

Unter  den  bezilglichen  Sätzen  darf  besonders  eine  Gruppe 
deshalb  einiges  Interesse  beanspruchen,  weildiedabei  auftreteo- 
den  freien  Bewegungen  des  materiellen  Punktes  m  auf  den  voll- 
ständigen (Jacobi'Rosenhain^schen)  Ansatz  der  Umkehr- 
probleme für  die  4 .,  ä.  und  3.  Gattung  der  elJiptisehen  Integrale 
und  der  hyperelliptischen  Integrale  i.  und  2.  Ordnung  fahren, 
wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Coordinaten  des  Punktes  als 
Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen.  Die  ausführlichere  Darstellung 
dieser  Resultate  spare  ich  einer  anderen  Gelegenheit  auf. 


SITZUNG  AM  5.  JULI  1886. 

Sr.  Erwin  Voit,  Die  Schlagzahl  des  Herzens  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  der  Reizung  des  Nervus  accelerans.  (Aus  dem 
physiologischen  Institut  zu  Leipzig.]    Mit  7  Tafeln. 

Einleitung* 

Wir  kennen  eine  Menge  von  Thatsachen  über  den  Zu- 
sammenhang zwischen  der  Reizung  und  der  entsprechenden 
Wirkung.  Diese  Vorgänge  sind  aber  zumeist  nur  in  qualitativer 
und  höchst  selten  auch  in  quantitativer  Beziehung  näher  unter- 
sucht worden,  obgleich  nur  dann  das  Gesetz,  nach  welchem  ein 
Vorgang  verläuft,  aufgestellt  werden  kann,  wenn  die  Abhängig- 
keit zwischen  Reiz  und  Wirkung  in  quantitativer  Beziehung 
bekannt  Ist. 

Dass  sich  bis  jetzt  so  Wenige  mit  dieser  Frage  über  den 
quantitativen  Zusammenhang  zwischen  dem  Reiz  und  dessen 
Wirkung  beschäftigt  haben,  liegt  wohl  an  dem  Mangel  von  ge- 
eigneten Apparaten  in  dieser  Richtung. 

Die  Wirkung  einer  Reizung  hängt,  ausser  von  der  Natur 
des  nervösen  Apparates  selbst,  ab : 

4]  von  der  Stärke  des  Reizes, 

2)  von  der  Anzahl  der  Reize, 

3)  von  dem  Reizintervalle,  d.  h.  der  Zeit,  welche  zwischen 
zwei  auf  einander  folgenden  Reizen  verstreicht. 

Dm  die  Stärke  des  Reizes  in  willkürlicher  Weise  zu  varii- 
ren,  giebt  es  verschiedene  Vorrichtungen.  Dagegen  waren  wir 
bis  vor  Kurzem  ausser  Stande,  die  Zahl  der  Reize  und  das  Reiz- 
mtervall  nach  Belieben  wechseln  zu  können.  Erst  in  neuerer 
Zeit  hat  Professor  Ludwig  einen  geeigneten  Apparat  dafür  an- 
gegeben. 

Während  meines  Aufenthaltes  am  Leipziger  physiologischen 
Institute  in  den  Wintersemestern  4879  und  4880/84  hat  mich 
IVofessor  Ludwig  veranlasst,  vermittelst  dieses  Apparates  spe- 
ciell  am  Nervus  accelerans  cordis  die  Abhängigkeit  der  Wir- 

ll«th.-pb7s.  ClMse  1886.  44 
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kung  von  der  Reizung  zu  ermittelu.  Ich  hoffe  mit  Hilfe  der 
gewoDueDen  Resultate  über  die  Beziehung  zwischen  Reiz  und 
Wirkung  überhaupt  Einiges  mittheilen  zu  können.  Es  sei  mir 
gestattet,  Herrn  Professor  Ludwig  für  die  liebenswürdige  Unter- 
stützung bei  der  Ausführung  meiner  Arbeit  sowie  für  das  Ent- 
gegenkommen während  meines  Aufenthalts  im  Leipziger  Institut 
meinen  wärmsten  Dank  zu  sagen. 

Wenn  ich  erst  jetzt  dazu  komme,  meine  Resultate  zu  ver- 
öffentlichen, so  liegt  dieses  theil weise  in  der  Arbeit  selbst,  theils 
auch  an  der  ganz  heterogenen  Natur  meiner  späteren  Unter- 
suchungen, die  mich  von  der  Ausarbeitung  meines  Themas 
immer  wieder  abhielten. 

Ehe  ich  jedoch  auf  meine  Versuche  speciell  eingehe,  möchte 
ich  noch  im  Allgemeinen  den  Zusammenhang  zwischen  Reiz  und 
Wirkung  besprechen^  wie  er  sich  auf  Grund  von  Summatioos* 
Vorgängen  am  leichtesten  erklären  lässt. 

I.  üeber  SnmmationsYorgänge  im  Allgemeinen. 

Jeder  Reiz,  welcher  einen  nervösen  Apparat  trifft,   muss 
in  diesem  eine  chemische  Veränderung  hervorrufen.    Da  aber 
dieselbe  nicht  momentan  entstehen  und  plötzlich  wieder  ver- 
schwinden kann,  sondern  eine  bestimmte  Zeit  zu  ihrer  voll- 
ständigen Ausbildung  und  zu  ihrem  Zurückgehen  bedarf,  so 
können  wir  diese  Zustandsänderung  uns  in  Form  einer  Gurve 
dargestellt  denken,  deren  Abscisse  die  Zeit,  deren  Ordinate 
den  Grad  der  Veränderung  bezeichnet.     Hand  in  Hand  mit 
dem  Verlauf  dieser  chemischen  Aenderung  der  Substanz  muss 
der  sichtbare  Erfolg  der  Reizung  gehen.   Und  können  wir  letz- 
teren wahrheitsgetreu  aufschreiben  lassen,  so  werden  wir  da- 
durch ebenfalls  eine  Gurve  bekommen,  die  wenigstens  in  den 
meisten  Fällen  eine  der  chemischen  Aenderung  analoge  Gestalt 
haben  wird. 

Eine  solche  Curve,  welche  den  Erfolg  eines  Reizes  dar- 
stellt, werde  ich  in  Folge  als  Curve  des  Einzelreizes  oder  kurz- 
weg als  Einzelcurve  bezeichnen. 

Selbstverständlich  wird  die  Einzelcurve  abhängen  von  der 
Natur  des  nervösen  Apparates,  dem  Zustande,  in  dem  sich  der- 
selbe gerade  befindet,  und  der  Stärke  des  Reizes.  Wenn  nun 
mehrere  Reize  nach  einander  den  nervösen  Apparat  treffen,  so 


I 
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sehr  wahrscheinlich  wegen  des  veränderten  Zustandes  in 
Folge  des  vorhergehenden  Reizes  der  zweite  Reiz  eine  andere 
Einselcarve  bedingen.  Dieselbe  wird  aber,  da  ja  keine  Zastands- 
änderung  momentan,  sondern  nur  aDmttlig  in  gesetzmassiger 
Weise  vor  sich  geht,  eine  der  ersteren  ähnliche  Form  besitzen. 

Ich  nehme  daher  zuerst  den  einfachsten  Fall  an ,  dass  bei 
ein  und  demselben  nervösen  Apparate  durch  auf  einander  fol- 
gende Reize  von  gleich  bleibender  Stärke  die  gleichen  Einzel- 
eurven  hervorgerufen  werden. 

Es  seien  r^  r^ r^^  ...  r^.  die  Reize,  welche  in  gleichem 

Intervalle  i  einander  folgen,  und : 

Of  a, 0,1  die  Ordinalen  der  Einzelcurve  in  Intervallen 

Ton  i  errichtet,  d.  h.  für  die  Abscissen  t\  t,  ....  i^. 

Wenn  also  in  i^  ein  Reiz  den  nervösen  Apparat  trifft,  er- 
hallen wir  die  Einzelcurve  : 


a^  a,  a. 


a. 


Kommt  in  t,  ein  zweiter  Reiz  hinzu,  welcher  den  gleichen  Er- 
folg, d.  h.  die  gleiche  Einzelcurve  hervorruft,  so  entsteht  fol- 
gende Sunxmationscurve : 


a^  a,  a. 


a^  a. 


«» 

On-i  %• 

Und  lassen  wir  auf  den  nervösen  Apparat  n  Reize  in  gleichen 
Zwisehenräumen  as  t  einwirken,  wovon  jedem  die  nämliche 
Einzelcurve  zukommt,  so  ist  die  Summationscurve,  ausgedrückt 
durch  ihre  Ordinalen : 


ö|  «1  «s 


flfi-i  Oft 


I  «n 


«3        ^4        ^5 ^n 

«1       Oj      a^ a^^i  Oft 

«1        «1        «3 «n-Ä  «n-4  «n- 

Die  senkrechten  Reihen  bezeichnen  die  Ordinalen  der  Summa- 
tionscurve für  die  Abscissen  i^  t,  t , . . . .  i»,  und  sind  zusammen- 
gesetzt aus  den  entsprechenden  Ordinalen  der  Einzelcurven. 
Ich  habe  mit  Absicht  die  Summationscurve  in  dieser  Weise 

44» 
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dargestellt,  um  zu  gleicher  Zeit  ein  Bild  über  das  Zustande- 
kommen der  Summation  selbst  zu  geben. 

Besteht  die  Reizung  aus  n  -f-a?  Reizen  wieder  im  nämlichen 
Intervalle  t,  und  bei  den  gleichen  Voraussetzungen  wie  oben, 
dann  ergiebt  sich  als  Summationscurve : 


1 

I 


a^  a^a^  . . .  a^ 


^t  ^s  ^4  *  • 
^1  Of  ^s  •  • 


a 


n  — t 


a. 


Drücken  wir  also  die  Einzelcurven  in  Ordinalen  aus,  die 
in  Zwischenräumen  des  Reizintervalles  errichtet  sind,  so  kön- 
nen wir  aus  den  Einzelcurven  leicht  die  Summationscurve  er- 
halten, indem  wir  sie  oder  vielmehr  ihre  Ordinaten  in  der  Weise 
addiren,  wie  die  den  Einzelcurven  entsprechenden  Reize  der 
Zeit  nach  auf  einander  folgen.  Eine  solche  Summationscurve 
muss  den  Erfolg  der  ganzen  Reizung  darstellen. 

Aus  dieser  Summationsanschauung  lassen  sich  sofort  fol- 
gende Schlussfolgerungen  ziehen : 

\]  Die  Summationscurve  ist  abhängig  von  der  Zahl  der 
Reize.  Sie  muss  mit  letzterer  ansteigen  solange,  bis  ein  neuer 
Reiz  mit  dem  Ende  der  ersten  Einzelcurve  zusammenfällt.  Jede 
weitere  Vermehrung  der  Reizanzahl  erhöht  die  Curve  nicht 
mehr.  Sie  bleibt  immer  gleich  der  Summe  der  zu  den  Äbscissen 
i^  f\  ^3 . . . .  ^1  gehörigen  Ordinaten  der  Einzelcurve.  Diese  Höbe 
mag  deshalb  Maximalhöhe  der  Summationscurve  heissen.  Die 
Form  der  Curve  ist  in  ihrem  aufsteigenden  Theile  eine  andere, 
wie  in  dem  absteigenden,  ausser  wenn  Anstieg  und  Abfall  der 
Einzelcurve  selbst  gleich  sind,  und  ihre  Länge  muss  mit  jedem 
Reize  um  das  betreffende  Reizintervall  i  sich  vergrössern. 


r 


Die  Schlagzahl  des  Herzens  etc.  211 


2)  Die  Summationscarve  ist  abhängig  von  der  Grösse  des 
Intervailes,  in  welchem  die  Reize  aufeinander  folgen.  Sie  steigt 
um  so  rascher  und  höher  an,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  f^llt 
aber  auch  wieder  um  so  rascher. 

Die  Maximalhohe  der  Curve  hängt  also  direct  von  dem 
Intervalle  ab.  Dagegen  ist  der  Punkt,  an  welchem  die  Curve 
diese  HaximalhOhe  erreicht,  allein  abhängig  von  der  Länge  der 
Einzelcurve. 

3]  Die  Gestalt  der  Summationscurve  ändert  sich  mit  der 
Form  der  Einzelcurve. 

Wenn  die  Summationscurve  ihre  Maximalhöhe  erreicht  hat, 
giebt  uns  die  Geschwindigkeit  ihres  Anstiegs  und  Abfalls  ein 
getreues  Bild  der  Einzelcurve.  Beide  sind  identisch,  und  zwar 
dann,  wenn  man  den  Anfang  des  Anstiegs  und  Abfalls,  und  das 
Ende  beider  zusammenlegt.  Je  schneller  also  eine  Summations- 
curve ansteigt,  desto  schneller  muss  sie  anfangs  fallen,  und  je 
langsamer  sie  in  ihre  Maximalhöhe  übergeht,  desto  langsamer 
nähert  sich  die  Curve  wieder  der  Abscisse. 

4)  Der  Totaleffect  der  Reizung  ist  unabhängig  vom  Inter- 
vall, direct  proportional  der  Zahl  der  Reize  bei  gegebener  Einzel- 
cOTve. 

Diese  Sätze  müssen  zutreffen,  wenn  wirklich  jeder  folgende 
^m  unabhängig  vom  vorhergehenden  die  nämliche  Einzelcurve 
hervorruft.  Vollständig  wird  das  nicht  zutreffen,  da  ja  jeder 
wirksame  Reiz  eine  Veränderung  im  chemischen  Zustande  des 
nervOsen  Apparates  nothwendig  mit  sich  bringt,  weshalb  dem 
nachfolgenden  Reize  auch  nicht  die  gleiche  Wirkung  zukommen 
lann.  Die  Betrachtung  der  Summationsourven  von  Seite  der 
Einzelcurven  aus  wird  aber  doch  ihr  Gutes  haben,  indem  wir 
dadurch  die  Einzelcurven  der  verschiedenen  nervösen  Apparate 
Qnd  deren  gesetzmässige  Aenderung  durch  auf  einander  fol- 
gende Reize  kennen  lernen.  Es  wird  sich  daraus,  glaube  ich,  ein 
Schluss  machen  lassen  auf  die  Natur  der  Vorgänge,  und  wird 
sich  unterscheiden  lassen,  welche  von  ihnen  einander  näher 
stehen  und  welche  von  einander  zu  trennen  sind. 

Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  aus  einer 
durch  das  Experiment  gewonnenen  Summationscurve  die  Einzel- 
curve gefunden  werden  kann. 

Liegen  sämmtliche  Summationsourven  vom  ersten  bis  zum 
^  ■  Reize,    oder  vielmehr  deren  in  dem  Reizintervalle  er- 
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richteten  Ordinaten  vor,  so  iMsst  sieh  daraus  durch  einfache  Sab- 
traction  der  Summationscurven  von  r  und  (r  +  4 )  Reizen  die 
dem  (r  -f-  4)^^  Reize  zugehörige  Einzelcurve  gewinnen. 
Stellen  z.  B. 

O/m  (Xa         Cv«         a      •     •     •      VV|| 

die  in  gleichen  Zwischenräumen  errichteten  Ordinaten  der 
Einzelcurve  eines  Reizes  dar,  und 

die  Ordinaten  der  Summationscurve  aus  zwei  in  demselben 
Zwischenräume  sich  folgenden  Reizen,  so  lassen  sich  daraas 
die  Ordinaten  der  dem  zweiten  Reize  zugehörigen  Einzelcurve 
direct  darstellen : 

wobei  das  erste  Glied  (6^  —  ö/)  =  Ö  ist,  da  der  zweite  Reiz  erst 
im  Punkte  f^  der  Abscisse,  welcher  der  Ordinate  6,  entspricht, 
den  nei'vösen  Apparat  In  Erregung  versetzt. 

Bezeichnen  wir  (6,  —  a,')  mit  a,". . . ,  h^-^i  ™i^  *»"i  ^ 
erhalten  wir  als  Ausdruck  der  Einzelcurve  des  zweiten  Reizes 

die  Ordinaten: 

^  "  «  "  «  "  «  " 

o^K   o^   a^    a^  . 

In  den  meisten  Fallen  wird  es  nicht  möglich  sein,  die  Summa* 
tionscurven  ftLr  jede  Anzahl  der  Reize,  d.  h.  für  4 ,  S  oder  r  Reize 
zu  bestimmen^  sondern  nur  für  eine  gewisse  Summe  derselben, 
z.  B.  von  s  zu  s^.  In  letzteren  Falle  ist  es  nicht  möglich,  die 
jedem  Reize  zukommende  Einzelcurve  zu  ermitteln.  Aber  doch 
lässt  sich  aus  dem  jeweiligen  Zuwachse  eine  mittlere  Curve 
construiren,  unter  der  Annahme,  dass  für  die  ihm  angehörige 
Anzahl  von  Reizen  die  Einzelcurven  identisch  seien. 

Es  liege  eine  Summationscurve  aus  fünf  im  Intervall  %  sich 
folgenden  Reizen  vor,  von  denen  jeder  die  gleiche  Einzelcurve 
giebt,  deren  Ordinaten: 

a^  «1  «3  «4   ^5  %  ^1  ^8 

den  Abscissen  i^  i^  t ,  . .  . .  i^  entsprechen. 
Lösen  wir  die  Summationscurve: 

b^b^b^b^b^ *» 

in  die  einzelnen  Ordinaten  im  Intervalle  von  i  auf,  so  erhalten 
wir: 
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a^  a,  a,  a^  a^  a^  a,  a^ 
a^  a,  a,  a^  o,  a^  a,  a^ 
a^  o,  a,  a^  a^  a«  »7  ^8 
a^  a,  a,  a^  a^  a^  a,  a^ 

^1  ^t  ^3  ^4  »5  ^«  Ö7  ^«  • 
Wie  leicht  ersichtlich,  lassen  sich  die  ersten  Ordinaten  der 
Emielcurve  leicht  dadurch  gewinnen,  dass  man  die  eine  Sum- 
mationsordinate  immer  von  der  folgenden  abzieht.  Wir  erhalten 
anf  diese  Weise : 

«4    Ol   «3   O4  ^B  • 

Von  der  dem  letzten  Reize  folgenden  Ordinate  an  erhalten  wir 
durch  Subtraction  der  Summationsordinaten  b^  ^  b^  nicht 
mehr  die  Ordinate  der  Einzelcurve  a^,  sondern  [a^  —  aj.  Um 
die  Ordinate  a^  zu  bekommen,  müssen  wir  also  b^  um  b^ 
vermehren,  ebenso  b^  um  6,  und  von  der  so  vergrösserten  Or- 
dinate die  vorhergehende  ebenfalls  schon  corrigirte  abziehen. 
Vermehren  wir  demnach  die  dem  letzten  Reize  r^  folgenden 
Summationsordinaten  b^  b^  um  je  eine  Ordinate  von  Anfang  der 
Summationscurve  an  gezahlt,  so  geht  die  Summationscurve  in 
folgende  Reihe  über : 

o^  0,  a,  a^  Og  a^  a^  a^ 
a^  a,  O3  o^  O5  Oe  a,  Og 


«4   ««   «J 

a^  a,  a,  a, 

^s 

0|  öf 

O5  «4   «B   ^6 

^7 

«8 

^i 

Oj  a,  a^  a^ 

ae 

a,  ag 

a,  a,  a,  a^ 

^5 

«««7 

«1  «1  Ö3 

^4 

O5O6 

a,  a. 

O3 

^4    «6 

o^ 

a, 

a,  a^ 

«1 

Aus  dieser  Reihe  lässt  sich  nun  durch  Subtraction  der  einen 
Ordinate  von  der  ihr  folgenden  die  Ordinate  der  Einzelcurve : 


(ij^  a^  a^  ü^  a,  q^  a^  a^ 


erhalten. 

Vermehrt  man  also  die  dem  Sehluss  der  Reizung  nachfol- 
genden Ordinaten  der  Summationscurve  in  obiger  Weise  um  je 
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eine  vorhergehende  von  Anfang  der  Summationscurve  an  gezählt, 
so  lässt  sich  aus  der  neu  erhaltenen  Reihe  die  Einzelcurve  durch 
ihre  Ordinaten  darstellen,  indem  man  jede  Ordinate  dieser  Reihe 
von  der  ihr  nachfolgenden  abzieht. 

Ich  habe,  wie  erwähnt,  experimentell  den  Zusammenhang 
zwischen  Reiz  und  Wirkung  an  dem  Einflüsse  verfolgt,  den  die 
Reizung  des  Nervus  acceierans  cordis  auf  die  Pulsmenge  ausübt, 
die  erhaltene  Wirkung  als  Summationsvorgang  aufigefasst ,  und 
in  eben  erwähnter  Weise  der  Analyse  unterworfen. 

Der  Nervus  acceierans  ist  insofern  dafür  ein  ungünstiges 
Object,  als  die  Vermehrung  der  Pulszahl  durch  seine  Reizung 
das  Resultat  sehr  complicirter  Vorgänge  ist.  Er  entschädigt  aber 
dadurch,  dass  die  Wirkung,  welche  er  ausübt,  ziemlich  bedeu- 
tend ist,  und  längere  Zeit  anhält. 

IL  Versuchsanordnung. 

Um  die  Reizwirkung  rein  zu  erhalten,  war  es  nöthig,  alle 
Factoren,  welche  auf  die  Schlagzahl  des  Herzens  von  Einfluss 
sind  wenn  auch  nicht  auszuschliessen ,  so  doch  unter  gleiche 
Bedingungen  zu  setzen.  Es  wurde  deshalb  das  Thier  mit  Curare 
vergiftet,  und  durch  kleine  Nachinjectionen  Körperbewegungen 
ausgeschlossen,  daneben  durch  künstliche  Ventilation  eine  voll- 
ständig gleichmässige  Lüftung  der  Lunge  herbeigeführt.  Das 
Curare  erwies  sich  auf  die  Reizwirkung  der  Accelerantes  nicht 
ganz  ohne  Einfluss.  Doch  ist  derselbe  nur  unbedeutend  und 
rasch  vorübergehend ,  wenn  nur  immer  kleine  Mengen  injicirt 
werden.  Ein  weiteres  Erforderniss  ist,  die  Eigentemperatur  des 
Thieres  möglichst  gleich  zu  halten.  Dasselbe  wurde  deshalb 
mit  Decken  eingehüllt,  und  so  die  Innentemperatur  nach  einem 
im  After  steckenden  Thermometer  regulirt.  Desgleichen  wurden 
die  Nervi  vagi  beiderseits  durchschnitten. 

Die  Versuche  sind  sämmllich  an  Hunden  ausgeführt. 

1.  Präparation  des  Vervns  acceierans. 

Unter  dem  Namen  N.  acceierans  fasst  man  die  Nervenäste 
zusammen,  welche  vom  Ganglion  stellatum  zum  Ganglion  cervic. 
inf.  gehen.  Es  sind  gewöhnlich  zwei  Aeste,  welche  die  Arteria 
subclavia  zwischen  sich  nehmen. 


r 
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Bei  der  Präparation,  die  an  dem  Thiere  nach  vorhergegan- 
gener Gurarevergiftung  ausgeführt  wurde,  sind  mit  Rücksicht 
auf  den  Zweck  der  Untersuchung  Unterbindungen  von  Blutge- 
fässen möglichst  zu  vermeiden.  Dieselbe  ist  bequemer  auf 
der  rechten  Seite  des  Thieres  auszuführen,  und  zwar  an  mittel- 
grossen mageren  Hunden. 

Nachdem  am  Halse  durch  einen  ungefähr  7  cm  langen  Schnitt 
etwas  über  der  Glavicula  beginnend  die  Haut  seitlich  von  der 
Mittellinie  gespalten  ist,  trennt  man,  mit  der  Pincette  weiter 
arbeitend,  das  Bindegewebe  und  die  Muskelpartien,  bis  man 
die  äussere  Seite  der  Vena  jugularis  interna  erreicht.  Dabei  ist 
meistentheils  eine  kleine  Anastomose  der  beiden  Jugularvenen 
zu  unterbinden.  Vorsichtig  längs  des  äusseren  Randes  der 
Yene  weiter  gehend,  trififl  man  auf  die  Arteria  subclavia ;  hält 
man  sidi  nun  an  deren  Lauf,  indem  man  zugleich  auch  in  die 
Tiefe  arbeitet,  so  wird  die  Arteria  vertebralis  sichtbar ^  hinter 
deren  Ursprung  aus  der  Subclavia  das  Ganglion  stellatum  ge- 
wöhnlich liegt.  Man  ist  deshalb  häufig  genOthigt,  diese  Arterie 
zu  unterbinden  und  durchzuschneiden.  Dann  aber  ist  es  stets 
möglich,  die  Art.  subclavia  so  frei  zu  präpariren,  dass  der  eine 
Ast  des  N.  aoeelerans  deutlich  erkennbar  wird,  und  diesem  fol- 
gend das  Ganglion  selbst  isolirt  werden  kann. 

Während  der  ganzen  Operation  ist  also  höchstens  die  venöse 
Änastamose  und  die  Art.  vertebralis  zu  unterbinden.  Ein 
Haupterforderniss  bei  der  Operation  ist  auch,  jede  Blutung 
ängstlich  zu  vermeiden,  und  das  Operationsfeld  möglichst  rein 
zu  halten,  da  sonst  das  Ganglion  nur  schwer  von  dem  umgeben- 
den Fettgewebe  zu  unterscheiden  ist.  Nachdem  so  das  Ganglion 
von  dem  umliegenden  Fettgewebe  isolirt  ist,  wird  es  mit  einer 
Pincette  gefasst  und  die  Verbindungsäste  mit  den  Hals-  und 
Brostnerven  dur-chschnitten,  was  am  leichtesten  durch  eine 
lange  Scheere  mit  kurzen  schmalen  Branchen  ausgeführt  werden 
kann. 

Zur  Reizung  verwendet  man  am  besten  die  Ludwig'schen 
Hartgummi -Electroden,  die  man  nach  Einlegung  der  Nerven 
durch  Zwischenschieben  von  Guttapercha  vollständig  von  dem 
umliegenden  Gewebe  isolirt.  Ist  dies  geschehen,  so  näht  man  die 
Wunde,  um  dieVertrocknung  zu  vermeiden,  wieder  zu,  und  be- 
festigt daran  mit  einigen  Stichen  die  Electroden,  damit  dieselben 
^Ährend  des  Versuches  sich  nicht  verschieben. 
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2.  Die  Anfteichnimg  dar  Pülsenrre. 

Um  die  Pulscurve  zu  erhalten,  verband  ich  die  Garaotis  mit 
dem  Fick'schen  Sphygmographen  vermittelst  einer  mit  gesättig- 
ter Sodalösung  gefüllten  Bleirtfbre.  Derselbe  schrieb  seine  Curve 
auf  ein  Ludwig' sches  Kymographion  mit  endlosem  Papier. 
Die  BleirOhre  war  fest  mit  dem  Apparate  verbunden,  um  bei 
zufälliger  Verschiebung  des  Thieres  jede  Aenderung  in  der  Fe* 
derstellung  des  Sphygmographen  zu  vermeiden. 

8.  Die  Reizvorrichtnng. 

Die  Summationen  hängen,  wie  schon  früher  besprochen 
wurde,  von  der  Intensität  des  Reizes,  von  der  Zahl  der  Reise, 
und  von  dem  Intervalle  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Reizen  ab. 

Zur  Regulirung  der  Reizstarke  benutze  ich  bei  zwei  Gro- 
ve' sehen  Elementen  den  Inductionstrom  eines  D  üb  eis 'sehen 
Schlittens  mit  Ausschluss  des  Hammers,  dessen  Scala  nach  dem 
Krön  eck  er 'sehen  Verfahren  graduirt  war. 

Zur  Yariirung  der  Zahl  der  Reize  und  des  Intervalles 
diente  mir  der  von  Ludwig  angegebene  Apparat.  Derselbe  ist 
nachdem  nämlichen  Principe,  wie  der  von  Bohr^)  schon  be- 
schriebene gebaut.  Dennoch  muss  ich  etwas  näher  darauf  ein- 
gehen, da  der  von  Bohr  benutzte  schon  eine  vollendetere  Form 
angenommen  hatte. 

Auch  mein  Apparat  musste  zwei  Anforderungen  genügen, 
er  musste  Reize  von  gleicher  Intensität  und  von  gleichem  Ver- 
laufe in  beliebiger  Anzahl  liefern  und  eine  Variation  des  Inter- 
valles zwischen  zwei  Reizen  in  verschiedener  Weise  gestatten. 

Diese  Forderungen  werden  durch  folgende  Vorrichtung 
erfüllt : 

£in  Uhrwerk,  welches  durch  ein  fallendes  Gewicht  in  Be- 
wegung erhalten  wird,  setzt  vermittelst  eines  Schnurlaofes 
eine  Frictionsscheibe  in  Mitbewegung  und  damit  auch  die  Axe 
C,  welche  die  Scheibe  a^  trägt.   Auf  dem  Rande  dieser  Scheibe 


1)  Christian  Bohr,  (Jeher  den  Einfluss  der  ietanisirenden  Irrila- 
mente  auf  Form  und  Grösse  der  Tetanuscurve.  Archiv  für  Physiologie  von 
DuBois-ReymoBd  188S. 
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sind  vier  kleine  Sättel  f^  angebracht  mit  gegen  die  Scheibe 
hin  abgeschrägten  Enden.  An  dem  Hebel  c  befindet  sich  auf 
der  einen  Seite  die  Rolle  6^  welche  anf  dem  Rande  der  Scheibe 
a  schleift,  anf  der  andern  Seite  die  aus  Platin  verfertigte  Gabeid. 
Die  Zinken  dieser  Gabel  tauchen  nach  Art  des  Kronecker- 
sehen  Gapillaroontactes  in  mit  Quecksilber  gefüllte  Gläsröhr- 
ehen  e,  so  dass  die  eine  Zinke  beständig  mit  dem  Quecksilber 
in  Berührung  bleibt,  während  die  andere  kürzere  nur  bei  tief- 
ster Hebelstellung  eintaucht. 

Die  Platinspitze  wird  gesenkt  oder  gehoben,  je  nachdem 
die  Rolle  ft,  welche  an  dem  andern  Ende  des  Hebels  c  sich  be- 
findet, auf  den  kleinen  Sätteln  /*,  oder  auf  dem  Rande  der 
Seheibe  selbst  schleift;  und  sehliesst  oder  OfiFnet  dadurch  den 
Stromkreis  der  primären  Rolle  eines  Dubois'sehen  Schlittens. 
Es  lässt  sidi  also  das  Reizintervall  d.  h.  die  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  die  einzelnen  Stromunterbrechungen  auf  einander 
folgen,  variiren,  durch  die  Stellung  der  Axe  C  anf  der  Frictions- 
scheibe  A  oder  durch  die  Anzahl  der  Sättel,  welche  dem  Rande 
der  Scheibe  a  aufsitzen. 

Um  die  gestellte  Aufgabe  vollständig  zu  lösen,  gehört  aber 
noch  dazu,  entweder  den  Oeffnungs-  oder  Schliessungs-lnduo- 
tionsstrom  abblenden  zu  können,  da  beide  Ströme  ungleiche 
Richtung  und  ungleichen  Verlauf  besitzen,  somit  auch  einen 
ungleichen  Reiz  darsteilen.  Zu  diesem  Zwecke  steht  die  secun- 
däre  Rolle  nicht  allein  mit  dem  Nerven,  sondern  auch  mit  einem 
zweiten  Röhrchenpaare  6,  in  Verbindung,  das  auf  dieselbe 
Weise  wie  das  erste  Paar  durch  die  Senkung  des  Hebels  c,  in 
leitende  Verbindung  gebracht  werden  kann.  Da  die  Scheibe 
0^,  auf  welcher  die  der  Rolle  b^  analoge  Rolle  6,  schleift,  auf 
derselben  Axe  C  sich  befindet,  so  bewegen  sich  beide  Hebel  c^ 
und  e,  mit  gleicher  Geschwindigkeit.  Die  beiden  Vorrichtungen 
untersdieiden  sich  nur  darin,  dass  die  Sättel  f  auf  den  Schei- 
ben a  nicht  mit  einander  correspondiren,  sondern  gegen  einan- 
der etwas  verschoben  sind,  so  dass  also  der  Hebel  C|  früher  ge- 
hd[)en  wird,  und  früher  wieder  in  seine  Ruhelage  zurücksinkt, 
als  der  Hebel  c,.  Wenn  also  durch  die  Senkung  des  Hebels  C| 
die  Schliessung  des  primären  Stromes  erfolgt,  geht  der  Schlies- 
sungsindttctionsscblag  durch  den  Nerven ,  da  zu  der  Zeit  die 
HoUe  \  noch  nicht  auf  dem  Sattel,  sondern  auf  dem  Rande  der 
Bolle  schleift,  d.  h.  die  Gabel  d^  die  leitende  Verbindung  zwi- 
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soben  dem  Rohrchenpaare  e^  noch  nicht  hergestellt  hat.  Der 
Oeffmingsinductionsschlag  dagegen  wird  vom  Nerven  abge- 
blendet, da  wegen  der  späteren  Erhebung  des  Hebels  c,  die 
gute  Nebenschliessung  noch  besteht,  wenn  durch  Hebung  des 
Hebels  c^  der  primäre  Strom  sich  Offnet. 

Wenn  man  die  Verbindungen  der  primären  und  secun- 
dären  Rolle  mit  den  Röhrchenpaaren  €^  und  e,  wechselt,  kann 
auch  der  Schliessungsinductionsstrom  vom  Nerven  abgeblendet 
werden,  und  der  Oeffnungsstrom  als  Reiz  dienen. 

Um  die  Eigenschwingungen  der  Hebel  c  zu  hindern,  und 
die  dadurch  bedingten  unregelmässigen  Schliessungen  und 
Oeffnungen  zu  vermeiden,  sind  aus  Kork  bestehende  Hemm- 
Vorrichtungen  angebracht,  welche  durch  Schrauben  verstellbar 
sind^  und  ebenso  die  Federn,  weiche  die  Hebel  constant  an 
den  Rand  der  Scheiben  a  anpressen.  Endlich  sind  noch  die 
Röhrchenpaare  durch  Sehrauben  verstellbar  zur  genauen  Ein- 
stellung der  Spitzen  der  Gabeln  e^  und  e,.  Durch  eine  Schraube 
lässt  sich  die  Axe  gegen  die  Frictionsscheibe  verschieben,  wo- 
durch die  Schnelligkeit  der  Hebelbewegung,  also  auch  das 
Reizintervall  geändert  wird. 

Mit  der  Aenderung  der  Hebelgeschwindigkeit  wechselt 
aber  auch  der  Inductionsstrom,  da  er  von  der  Zeit  der  Oeffnung 
und  Schliessung  des  primären  Stromes  abhängig  ist.  Wenn  es 
also  darauf  ankam,  bei  constanter  Stromintensität  nur  das  In- 
tervall zu  ändern ,  musste  die  Geschwindigkeit  der  Hebelbe- 
wegung gleich  bleiben,  und  durfte  nur  die  Zahl  der  Sättel  auf 
den  Scheiben  a  variirt  werden. 

Dieser  Apparat  fungirte  bei  genauer  Einstellung  sehr  gut, 
und  überzeugte  ich  mich  immer  vor  und  nach  jedem  Versuche 
durch  Anlegen  des  secundären  Stromkreises  an  die  Lippen,  ob 
die  Reizung  in  regelmässigen  Intervallen  erfolgte.  Die  fertig 
gestellte  Reizvorriohtung  ist  in  dem  auf  Seite  45  stehenden 
Schema  veranschaulicht. 

Die  primäre  Rolle  des  Inductionsapparates  ist  mit  dem 
Elemente,  dem  einen  Rohrchenpaare  (e^)  des  Reizappamtes 
und  mit  einem  electromagnetischen  Schreibapparat  m  ver- 
bunden, der  die  Oeffnung  und  Schliessung  des  primären  Strom- 
kreises auf  das  endlose  Papier  des  Kymographions  aufträgt,  d.  h. 
die  einzelnen  Reize  markirt.  Von  der  secundären  Rolle  geht  ein 
Zweigstrom  zum  zweiten  Rohrchenpaare  (e^)  des  Reizapparates 
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und  dex  andere  Zweigstrom  zum  Nerven  selbst.  Letsterer  ist 
nootunals  dureh  einen  Sehlttssel  (s)  als  Nebenscbliessung  nnter- 
brodien,  dessen  Bewegung  ebenfells  auf  dem  endlosen  Papier 
sieh  audieiohnet.  Solange  der  Sehlüssel  geöffnet  ist,  geht  der  se- 
eundäre  Strom  dureh  den  Nerven.  Dw  Schlüssel  hat  die  bei  dem 
Ludwig'schen  Kymographion  gebräuehliche  Form  und  habe  ich 


Fig.  i . 

mich  noch  eigens  davon  überzeugt ,  bei  welcher  Stellung  des- 
selben die  Oeffnung  der  Nebenschliessung  erfolgt. 

Die  Bewegung  des  Schlüssels  s  markirt  also  die  Dauer  der 
Reizung  und  bestimmt  dadurch  die  Anzahl  der  Einzelreize,  welche 
den  Nerven  getroffen.  Die  Anzahl  der  Reize  wird  demnach  nicht 
mechanisch  fixirt,  sondern  mit  der  Hand.  Doch  lässt  sich  bei 
einiger  Uebung  die  gewünschte  Zahl  ziemlich  genau  treffen, 
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wenn  man  schon  vor  dem  Oeffnen  des  Schlüssels  in  der  Ge- 
schwindigkeit des  Reizmarkirers  die  Zählang  der  Einxelreiie 
einige  Male  hinter  einander  aasftthrt. 

Endlich  wurde  noch  die  Zeit  in  Secunden  vermittelst  einer 
Ludwig*schen  Strom-Unterbrechungsahr  auf  dem  endlosen  Papier 
des  Eymographions  aufgetragen. 

Zur  Bestimmung  der  Reizwirkung  Hess  ich  immer  30  Se- 
cunden lang  vor  der  Reizung  den  normalen  Puls  sich  aufzeichnen, 
und  nach  Beendigung  derselben  noch  so  lange,  bis  ich  glaubte, 
einen  normalen  Verlauf  der  Pulscurve  wieder  annehmen  zu 
dürfen.  Zwischen  zwei  Abschnitten  eines  Versuches,  d.  b. 
zwischen  zweiReizungen,  lag  immer  ein  Zeitraum  von  mindestens 
5  Minuten,  so  dass  die  Einwirkung  der  vorhergehenden  Reizung 
bestimmt  abgelaufen  sein  musste. 


III.  Die  Berechnung  der  erhaltenen  Pulscurve. 
1.  Ansmessnng  der  Pnlscanre. 

Bei  jedem  Versuche  wurden  vier  Gurven  auf  das  endlose 
Papier  der  Kymographiontrommel  gezeichnet,  ndmlich  die  Puls- 
curve, die  Zahl  der  Reize,  die  Reizdauer,  und  die  Zeit  in  Secunden. 
Natürlich  wurden  schon  vorher  die  Schreibfedem  möglichst  senk- 
recht untereinander  gestellt.  Um  aber  die  identischen  Punkte 
der  vier  Gurven  noch  genauer  zu  erhalten,  Hess  ich  die  Federn 
vor  und  nach  jedem  Versuchsabschnitte  Ordinalen  schreiben. 

Da  ich  die  Einwirkung  der  Reizung  auf  die  Schlagfolge 
des  Herzens  studiren  wollte,  musste  ich  entweder  die  Zeit  als 
Function  des  Pulses,  oder  die  Pulszahl  als  Function  der  Zeit  auf- 
fassen, d.  h.  also  die  Pulszahl  bestimmen,  welche  innerhalb  der 
Zeiteinheit  vor  und  in  Folge  der  Reizung  aufgeschrieben  wurde. 
Ich  wählte  wie  Baxt*]  das  letztere  alsleichter  durchführbar,  und 
benutzte  als  Zeiteinheit  immer  je  2  Secunden,  da  ich  durch  einige 
Berechnungen  gefunden,  dass  eine  kleinere  Eintheilung  viel  um- 
ständlicher ,  aber  nicht  genauer  ausfiel,  wegen  der  kleinen  Un- 
regelmässigkeiten der  Aufscbreibung  und  Ausmessung. 


4)  N.  Baxt,  Die  Folgen  maximaler  Reize  von  ungleicher  Dauer  auf 
den  N.  accelerans  cordis.  Archiv  für  Physiologie  von  DuBois-Reymond 
4877. 
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Fig.  1. 

Durch  obige  Zeichnung  will  ich  ein  Beispiel  geben  über 
die  Art  meiner  Ausmessung.  Rechts  finden  sich  die  Ordinalen 
der  vier  Federn.  Die  Ordinate  D  entspricht  der  PulscurvC;  Oder 
Curve  der  Reizdauer,  B  ist  die  Ordinate  des  Zeitmarkirers  und 
A  die  des  Reizmarkirers.  Verlängert  man  eine  Ordinate,  hier  die 
unterste,  so  kann  der  gegenseitige  Abstand  dieser  Ordinalen, 
d.  h.  die  Grössen  a,  ß,  y^  leicht  ermittelt  werden. 

Die  linke  Seite  der  Zeichnung  ist  ein  Facsimile  des  Beginns 
einer  Reizung.  Ich  habe  dabei  nur  zu  bemerken,  dass  darin  die 
einzelnen  Curven  viel  näher  an  einander  gerOckt  sind,  als  es 
der  Wirklichkeit  entspricht,  dass  aber  die  Curven  selbst  in 
natflrlicher  Grosse  wiedergegeben  sind. 

Die  erste  Aufgabe  der  Ausmessung  ist,  die  identischen 
Punkte  der  Zeitcurve  und  der  Pulscurve  zu  verbinden.  Stellt 
nun  a6  SS5  S  See.  die  Zeiteinheit  für  die  Pulsmessung  dar,  so 
reprasentirt  cd  den  identischen.  Abschnitt  der  Pulscurve  mit 
Bücksicht  auf  die  Pederstellung  von  B  und  D. 

Das  zweite  Erfordemiss  ist,  den  Anfang  der  Reizung  zu  be- 
stimmen. Bei  Z  wird  durch  das  Oeffnen  des  Schlüssels  der  Nerv 
in  den  Stromkreis  eingeschaltet,  so  dass  mit  dem  Eintreffen  des 
nächsten  Reizes  der  Anfang  der  Reizung  beginnt.  Der  identische 
Punkt  für  Z  auf  der  Curve  des  Reizmarkirers  ist  Z^y  somit  r^  der 
erste  Reiz  für  den  Oeffnungsstrom  bei  Abbiendung  des  Schlies* 
sungsstnNOds.  Der  identische  Punkt  von  r^  auf  der  Curve  des 
Zeitmarkirers,  d.  h.  der  Anfang  der  Reizung,  ist  x. 

Wenn  ich  also  bei  der  Ausmessung  der  Pulszahlen  die  nor- 
male Schlagfolge  bis  c,  und  von  da  an  die  unter  dem  Einfluss 
der  Reizung  stehende  annehme,  so  habe  ich  zur  Erlangung  der 
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richtigen  Werthe  eine  Correctur  anzubringen.  Da  eine  Secunde 
hier  as  19.6  mm,  ax  =  43.2  mm  ist,  so  ist  ax  =  0.67  Secun- 
den  oder  =  0.33  Zeiteinheiten  der  Messung. 

Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  auch  das  Ende  der  Reizung 
bestimmen,  dadurch  die.  Zahl  der  Reize,  und  wenn  ich  die  Reiz- 
dauer durch  die  Anzahl  der  Reize  —  1  dividire ,  das  Iniervall 
zwischen  zwei  Reizen. 

Es  konnte  auf  den  ersten  Rlick  passend  erscheinen ,  die 
Correctur  für  den  Anfang  der  Reizung,  der,  man  kann  sagen, 
nie  mit  der  Zeiteinheit  zusammenfällt,  schon  bei  der  Ausmessung 
der  Pulszahl  zu  berücksichtigen.  Da  aber  die  linearen  Diffe- 
renzen nicht  direct  übertragbar  sind,  weil  die  Zeiteinheit  selbst 
wegen  der  ungleichen  Fortbewegung  des  endlosen  Papiers  in 
ihrer  linearen  Ausdehnung  wechselt,  so  ist  es  weit  bequemer, 
ganz  unabhängig  von  dem  Eintritt  der  Reizung  die  Schlagfolge 
des  Herzens  auszumessen,  und  erst  bei  der  Correctur  der  so 
erhaltenen  Zahlen  auf  den  wahren  Reizanfang  Rücksicht  zu 
nehmen. 

2.  Correctur  der  erhaltenen  Werfhe. 

Da  die  durch  die  Reizung  beeinflusste  Pulszahl  nur  all- 
mählich, auch  während  der  zur  Messung  benützten  Zeiteiaheit, 
sich  ändern  wird,  so  übertrug  ich  die  direct  ermittelten  Zahlen- 
werthe  auf  ein  Millimeterpapier  in  der  Weise,  dass  ich  die  Zeit 
als  Abscisse,  und  die  in  der  Zeiteinheit  erhaltenen  Pulszahlen 
als  Ordinaten  auftrug,  diese  Punkte  aber  nicht  geradlinig,  son- 
dern in  Curvenform  verband.  Da  die  Ausmessung  der  fixen 
Punkte,  sowie  die  Pulszählung  gewisse  Fehler  einschliesst,  so 
erlaubte  ich  mir  auch,  die  direct  erhaltenen  Punkte  im  Rahmen 
der  Fehlergrenzen  zu  ändern,  und  dadurch  die  wahrscheinlichen 
Fehler  auszuschliessen.  Ich  ging  eben  von  dem  Gedanken  aus, 
dass  im  Organismus  nicht  plötzliche,  sondern  nur  allmählich 
fortschreitende  Aenderungen  vorkommen  kOnnen.  Ich  glaube 
auch,  dass  diese  Methode  überhaupt  anzuwenden  ist,  wenn  nur 
die  Correctur  den  möglichen  Fehler  nicht  überschreitet.  Die 
Correction  war  daran  gebunden,  dass  die  durch  die  Reizung 
bedingte  Pulsvermehrung  sich  im  Gesammtwerthe  nicht  ändern 
durfte.  Es  mussten  also  die  Abweichungen  einer  Ordinate 
durch  die  der  nächstliegenden  ausgeglichen  werden. 
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In  Figur  %j  Tafel  I  habe  ich  eine  solche  Correctur  wiederge- 
geben. Die  Punkte  bedeuten  die  direct  gewonnenen  Pulszahlen. 
Der  Anfang  der  Reizung  fällt  mit  0  zusammen.  Die  Ordinaten 
gehen  von  der  normalen  Pulszahl  aus.  Die  Curve  stellt  also 
die  durch  die  Reizung  bedingte  Veränderung  der  normalen  Schlag- 
zahl dar,  ausgedrückt  in  der  Einheit  von  2  Secunden.  Die  Zeich- 
nung lässt  zu  gleicher  Zeit  erkennen ,  in  welcher  Weise  ich  für 
die  Differenz  zwischen  Anfang  der  Reizung  und  Anfang  der 
Zählung  die  Correctur  anbrachte,  nämlich  dadurch,  dass  ich  die 
Curve  um  diese  Differenz  seitlich  verschob,  so  dass  sich  nun  die 
den  wahren  Reizabschnitten  entsprechenden  Ordinaten  direct 
ablesen  lassen. 

Die  grösste  Correctur  beträgt  in  der  angeführten  Curve  0.16 
Pulse  ftlr  die  Einheit  von  2  Secunden.  Ich  bemerke,  dass  dieses 
Beispiel  nicht  deshalb  herausgesucht  wurde,  weil  dabei  die  Cor- 
recturen  klein  sind.  Es  ist  eine  Durchschnittscurve,  und  eine 
Correctur  von  0.46  Pulsen  gehört  schon  zu  den  Ausnahmen. 

In  manchen  Fällen ,  wenn  der  Anfang  der  Reizung  gerade 
mit  einer  Oeffnung  oder  Schliessung  des  primären  Stromes  zu- 
sammenfUllt ,  kann  es  zweifelhaft  werden ,  was  als  erster  Reiz 
anzusehen  ist.  Ich  habe  mir  dann  in  der  Weise  geholfen,  dass 
ich  die  Curve  dieser  Reizung  mit  einer  ähnlichen  verglich,  und 
nach  dem  Verlauf  der  beiden  Curven  die  Wahrscheinlichkeit 
des  einen  oder  andern  Falles  beurtheilte.  Auf  diese  Weise 
kommt  man  in  den  meisten  Fällen  leicht  zum  Ziele. 

Ich  habe  bisjetzt  nur  von  der  absoluten  Pulszahl  gesprochen, 
während  der  Effect  der  Reizung  doch  nur  die  überzählige  Puls- 
zahl, d.  h.  die  über  der  normalen  gelegene  Pulszahl  ist.  Es 
handelt  sich  also  um  die  Frage ,  welche  Schlagzahl  man  als  die 
normale  anzusehen  habe.  Vor  jedem  neuen  Versuchsabschnitte 
wurde,  wie  schon  besprochen,  wenigstens  30  Secunden  lang 
die  normale  Pulscurve  aufgeschrieben.  Man  könnte  also  die 
auf  diese  Weise  gewonnene  Durchschnittszahl  als  normal  an- 
sehen, und  daraus  die  überzählige  Pulszahl  berechnen.  Nun  hat 
Baxt^)  angegeben,  dass  die  von  ihm  so  genannte  maximale 
Häufigkeit  der  Schlagzahl  nicht  von  der  vorher  gewonnenen 
Normalzahl  abhängig  ist,  sondern  nur  von  der  Intensität  der 


1)  N.  Baxt,  Die  Folgen  maximaler  Reize  von  ungleicher  Dauer  auf 
den  N.  acc.  cord.  Archiv  für  Physiologie  von  DuBois-Reymond  1877. 
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Reizung,  wenn  nicht  die  Veränderung  der  normalen  Schlagfolge 
von  einer  Vagus-Reizung  oder  einer  Aenderung  in  der  Eigen- 
wärme des  Thieres  herrührl.  Dies  kann  ich  im  Allgemeinen  be- 
stätigen. Die  unter  gleichen  Reizbedingungen  gewonnenen 
Pulsourven  sind  nahezu  identisch,  wenn  auch  die  vorhergehende 
Normal-Schlagzahl  etwas  variirt  hat.  Sie  weichen  nur  am  An- 
fang und  Ende  d.  h.  bei  dem  Uebergang  von  der  normalen  in 
die  von  der  Reizung  abhängige  Pulscurve  und  bei  der  Rückkehr 
zur  normalen  Schlagzahl  von  einander  ab. 

Ich  habe  aber  auch  Curven,  wo  dieses  nicht  der  Fall  ist,  in 
denen  die  absoluten  Pulszahlen  sich  nicht  decken,  dagegen  die 
Curven  der  überzähligen  Pulse,  so  dass  man  hier  bei  Verglei- 
chung  zweier  Reizerfolge  nicht  von  der  gleichen,  sondern  der 
direct  vorhergehenden  Normalzahl  ausgehen  müsste.  Um  ja 
keinen  Fehler  zu  machen,  habe  ich  deshalb  nur  solche  Yer- 
suchsabschnitte  verglichen,  welche  fast  identische  Normalzahlen 
aufwiesen,  dann  aber  immer  eine  gemeinsame  Normalzahl  an- 
genommen. 

Während  eines  Versuches  habe  ich  von  Zeit  zu  Zeit  immer 
identische  Reizbedingungen  eingeführt,  an  deren  Resultaten  sich 
die  Veränderungen  im  ganzen  nervösen  Apparat  verfolgen  Hessen^ 
und  dann  nur  solche  Theile  verglichen,  bei  denen  ich  annehmen 
konnte,  dass  sie  unter  gleichen  Zuständen  des  nervösen  Appa- 
rates gewonnen  waren. 

Ich  verhehle  mir  nicht,  dass  die  auf  solche  Weise  erhaltenen 
Curven  der  überzähligen  Pulse  nicht  in  allen  Punkten  richtig  zu 
sein  brauchen.  Die  Resultate  sind  aber  bei  den  verschiedenen 
Versuchen  so  übereinstimmend,  dass  die  Curven  nicht  viel  von 
der  Wahrheit  abweichen  können. 


IV.  Resultate  der  Reizung. 
1  •  Abhängigkeit  der  überzähligen  Pulse  von  der  Eeizansahl. 

a)  Abhängigkeit  der  Summationscurve  von  der 

Reizanzahl. 

Reizt  man  den  Nervus  accelerans  bei  gleicher  Intensität  und 
gleichem  Intervalle  mit  wechselnder  Reizanzahl,  so  erhält  man 
Curvenreihen,  wie  sie  auf  Taf.  3—5  abgebildet  sind.  Dieselben 
wurden  an  dem  gleichen  Hunde  gewonnen.    Die  Abscissen  be- 
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deuten  die  Zeit^  ausgedrückt  in  Secunden ,  die  Ordinalen  die 
innerhalb  2  Secunden  erhaltenen  überzähligen  Pulse,  und  zwar 
Dach  den  schon  corrigirten  Zahlen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  einzelne  Reizcurve  für  sich, 
so  lassen  sich  daran  vier  Abschnitte  unterscheiden,  eine  Strecke 
der  Wirkungslosigkeit,  welche  dem  Latenzstadium  entspricht, 
einen  aufsteigenden  Theil,  den  Gipfel  und  den  absinkenden 
Theil. 

Die  Grösse  des  Latenzstadiums  ist  nicht  genau  zu  bestim- 
men, dauert  aber  auf  jeden  Fall  länger  als  bei  der  Muskelcon- 
tractioD.  Aus  ihm  geht  die  Curve  rasch  in  ihren  aufsteigenden 
Theil  über,  welcher,  nachdem  er  einige  Zeit  mit  fast  gleich- 
massiger  Geschwindigkeit  gewachsen  ist,  allmählich  zum  Gipfel 
umbiegt.  Der  absteigende  Gurventheil  besteht  aus  zwei  Schen- 
keln, welche  durch  einen  nicht  überall  gleich  deutlich  ausge- 
prägten, aber  doch  immer  erkennbaren  Wendepunkt  verbundeü 
sind.  Im  ersten  Schenkel  sinkt  die  Curve  mit  nahezu  gleicher 
Geschwindigkeit,  um  nach  ihrem  Wendepunkte,  im  zweiten 
Schenkel  ganz  langsam  der  Abscisse  sich  zu  nähern. 

Mit  steigender  Reizanzahl  wachsen  die  Curven  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung,  aber  nicht  proportional  der  Reizanzahl,  sondern  mit 
anfangs  zunehmender,  dann  aber  langsam  abnehmender  Ge- 
schwindigkeit. Es  lässt  sich  dies  sofort  beweisen,  wenn  wir 
i.  B.  in  Fig.  5  die  Reizcm*ven  von  r  =  9  mit  r  =  20  verglei- 
chen und  damit  die  Differenz  zwischen  den  Curven  r  =s  30  und 
r=40. 

Mit  zunehmender  Reizdauer  wird  endlich  ein  Punkt  er- 
reicht, wo  durch  eine  Vermehrung  der  Reizanzahl  die  Höhe  der 
Curven  sich  nicht  mehr,  oder  nur  um  eine  minimale  Grösse 
ändert,  und  die  Länge  derselben  nur  mehr  um  die  Verlängerung 
der  Reizung  selbst.  Diesen  Punkt  hat  schon  Baxt  in  seiner 
Untersuchung  über  die  Abhängigkeit  der  überzähligen  Pulse  von 
der  Reizanzahl  bei  maximaler  Reizintensität  und  kleinem  Inter- 
valle festgestellt.  Er  findet  sich  aber  bei  jeder  Reizintensität 
and  jedem  Intervalle.  Auf  der  Fig.  3  habe  ich  ihn  mit  M  be- 
zeichnet. 

Ich  mochte  gleich  hier  die  Frage  erörtern,  ob  schon  ein 
einziger  Reiz  eine  Wirkung  ausübt.  Aus  Fig.  5  ist  ersichtlich, 
dass  die  Wirkungscurve  mit  der  Reizanzahl  anfangs  schneller  an- 
wächst.   Das  Gleiche  zeigt  sich  in  Figur  4  beim  Vergleich  der 
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Curve  r  =  1 0  mit  dem  Unterschiede  der  Gurven  r  =  4  0  und 
r  =  20,  und  würde  sich  noch  deutlicher  ausprägen,  wenn  in  die- 
ser Reihe  auch  eine  Reizung  unter  4  0r  vorläge.    In  Fig.  6  gebe 
ich  eine  an  einem  andern  Hunde  ausgeführte  Reihe,  welche  das 
nämliche  Resultat  ergiebt,  und  in  der  bei  4  r  noch  eine  deutliche 
Wirkung  zu  beobachten  ist.  Ich  führe  diese  Reihe  auch  deshalb 
an,  weil  in  ihr  die  absoluten  Pulszahlen  ohne  Correctur  aufge- 
tragen sind,  wie  sie  direct  durch  die  Messung  gefunden  wur- 
den.   Hier  stellen  also  die  an  der  Ordinalenaxe  angegebenen 
Werthe  nicht  wie  bei  den  übrigen  Gurven  die  überzähligen^  son- 
dern die  absoluten  Pulszahlen  dar.     Im  Uebrigen  ist  die  Ein- 
tbeilung  gleich  den  früheren.  Da  also  die  Gurven  anfangs  rascher 
zunehmen,  als  ihrer  Reizanzahl  entspricht,  haben  wir,  wie  dies 
besonders  aus  der  Curve  r  s=  4  hervorgeht,  für  einen  einzigen 
Reiz  überhaupt  keine  grosse  Wirkung  zu  erwarten.    Ich  habe 
nun  zufällig   keinen  Versuch  mit  nur  einem   einzigen  Reize, 
aber  doch  einen  mit  r  =  2  bei  dem  Hunde  H,  den  ich  zusammen 
mit  einem  von  r  =  4  in  Fig.  7  dargestellt  habe.   Auch  sie  sind 
in  absoluten  uncorrigirten  Zahlen  wiedergegeben.    FürSr  ist 
nun  allerdings  eine  Wirkung  sichtbar,  die  Erhebung  ist  aber 
so  klein ,  dass  sie  sehr  schwer  von  den  normalen  Pulsschwan- 
kungen zu  unterscheiden  ist.  Dennoch  wird  dadurch  sehr  wahr- 
scheinlich ,  dass  der  erste  Reiz  schon  eine  Pulsvermehrung  her- 
vorruft.   Ich  glaube  auch,  dass  dies  unbedingt  nothwendig  ist, 
da  jeder  Reiz  eine  wenn  auch  noch  so  minimale  Aenderung  im 
nervösen  Apparate  zur  Folge  haben  muss.  Und  diese  Aenderung 
kann  sich  wohl  quantitativ  aber  nicht  qualitativ  mit  der  Zahl 
der  Reize  verschieben.    Es  würde  sich  also  nur  um  die  Frage 
handeln,  ob  die  Aenderung,  welche  ein  Reiz  verursacht,  gross 
genug  ist,  um  eine  sichtbare  Wirkung  auszuüben. 

Wie  ändern  sich  nun  die  einzelnen  Abschnitte  der  Gurve 
mit  der  Reizanzahl? 

Im  aufsteigenden  Abschnitte  der  Gurve  nimmt  hauptsächlich 
die  Länge  des  steilen  Theiles  mit  der  Reizanzahl  zu,  und  damit 
auch  die  Zeit,  innerhalb  welcher  der  Gipfel  erreicht  wird,  wäh- 
rend der  Uebergang  zum  Gipfel  bei  allen  Gurven  in  ähnlicher 
Weise  verläuft.  Diese  Zunahme  dauert  bis  zu  der  Reizanzahl,  bei 
welcher  die  Höhe  des  Gipfels  nur  mehr  minimal  Sich  ändert. 
Ich  habe  deshalb  diese  Höhe  die  Maximalhöhe  genannt,  und 
werde  diesen  Ausdruck  fernerhin  auch  beibehalten,  und  darum 
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auch  die  Anzahl  von  Einzelreizen,  bei  welcher  diese  Maximal- 
bdhe  erreicht  wird,  als  die  maximale  bezeichnen. 

Der  erste  Schenkel  des  Abfalls  nimmt  ebenfalls  mit  der 
Reizanzahl  an  Steilheit  und  Lfiinge  zu  in  ähnlicher  Weise,  nur 
etwas  ^*eniger  rasch,  wie  die  Höhe  der  Curve.  Auch  diese 
Zunahme  erreicht  eine  Grenze,  von  der  an  die  Länge  der  Strecke 
gleich  bleibt,  während  die  Steilheit  sogar  wieder  abnimmt, 
bis  auch  sie  nahezu  stationär  wird  und  zwar  mit  der  Reizanzahl, 
welche  ich  vorher  die  maximale  genannt  habe.  Es  weicht  des- 
halb bei  den  einzelnen  Curven  die  Lage  des  Wendepunkte  im 
abfallenden  Gurventheile  viel  weniger,  wie  die  Höhe  der  Gipfel 
von  einander  ab.  Dieselben  liegen  auf  einer  Linie,  welche, 
mit  der  Abscisse  einen  spitzen  Winkel  bildend,  anfangs  nahezu 
gerade  ansteigt,  um  dann  rasch  sich  wendend  in  eine  zur  Ab- 
scisse parallel  laufende  Gerade  überzugehen. 

Der  zweite  Schenkel  des  abfallenden  Curventheiles  nimmt 
mit  der  Reizanzahl  an  Länge  constant  zu,  und  zwar  ebenfalls  mit 
anfangs  beschleunigter,   dann  abnehmender  Geschwindigkeit, 
wahrend  seine  Neigung  zur  Abscisse  ganz  langsam  kleiner  wird. 
Auch  diese  Aenderung  erreicht  mit  der  maximalen  Reiz- 
anzahl eine  Grenze,  so  dass  von  dieser  Reizanzahl  an  Anstieg  wie 
Abfall  nahezu  vollständig  gleich  bleiben,  und  die  Curven  haupt- 
sächlich in  der  ungleichen  Länge  ihrer  Gipfel  sich  unterscheiden. 
Ich  nenne  deshalb  diese  Curvenforni,  welche  die  maximale  Reiz- 
anzahl hervorbringt,  die  Grenzcurve^  weil  sie  sich  mit  der  Reiz- 
anzahl fast  nur  mehr  durch  die  Verbreiterung  des  Gipfels  ändert. 
Die  Gesetzmässigkeit  dieser  Aenderung  geht  direct  aus  der 
Betrachtung  der  Curven  hervor,   und  Ist  es  unnölhig,   durch 
Zahlenangaben  weitere  Beweise  dafür   zu  liefern,   besonders 
wenn  man  die  Curven  zu  Hilfe  nimmt,  die  ich  noch  weiter  an- 
fuhren werde. 

Die  Betrachtung  der  Curven  zeigt,  glaube  ich,  dass  wirk- 
lich eine  Summation  vorliegt.  Dieselben  steigen  abhängig  von 
der  Reizanzahl  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  bis  zur  Maxi- 
malhöhe an.  Mit  der  Höhe  des  Gipfels  wächst  auch  die  Steil- 
heit des  Abfalls,  welcher  in  ähnlicher  Weise  wie  der  Anstieg 
verlauft. 

Dagegen  finden  sich  doch  auch  bedeutende  Abweichungen 
von  einer  Summation ,  deren  Einzelcurven  alle  identisch  sind. 
Es  nehmen  einmal  die  Curven  anfangs  mit  wachsender  und  dann 
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erst  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  zu,  die  Länge  der  Curve 
wächst  nicht  proportional  der  Reizanzahl,  sondern  in  einem  an- 
dern Verhältniss,  und  auch  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls 
ändert  sich  nicht  proportional  mit  der  Höhe  der  Gurven.  Wollen 
wir  diese  Unregelmässigkeiten  in  Zahlenform  ausdrücken,  so 
erhalten  wir  folgende  Tabelle : 


ZaM 
der  Beize 

H6he  der  Gurren 

L&nge  der  Cnrren 

Mittl.  Gescliw.  f.  d.  Einh.  v.  10  See 

absolate 
Höhe 

Zvnahme 
für  Ir 

absolut 

nackScUnfls 
der  Reizang 

AüBtieg 

Abfall 

1.  Schenkel    2.  Schenkel 

H 

2  35 

0.24 

Fig 
32.4 

ur  3. 

34.4 

3.6 

4.48 

0.54 

49 

3.26 

0.44 

42.2 

40.4 

8.8 

4.52 

0.58 

84 

3.75 

0.06 

74.6 

74.6 

4.0 

4.54 

0.25 

49 

4.03 

0.02 

84.6 

76.7 

3.7 

4.57 

0.27 

204 

4.66 

0.00 

? 

? 

4.4 

4.S6 

0.24 

40 

4.80 

0.48 

Fig 
28.4 

,ur  4. 
27.5 

3.0 

4.07 

0.40 

20 

3.42 

0.43 

40.0 

38.4 

4.0 

4.45 

0.46 

44 

3.80 

0.03 

64.0 

57.0 

3.8 

4.54 

0.34 

404 

4.50 

0.04 

96.0 

86.0 

3.6 

4.40 

0.23 

9 

0.73 

0.08 

Fij 
20.2 

5ur  5. 

47.2 

0.94 

0.62 

0.30 

SO 

4.84 

4.04 

33.0 

25.0 

4.53 

4.04 

0.89 

80 

2.48 

0.03 

40.8 

28.6 

4.49 

4.09 

0.46 

40 

2.40 

0.02 

47.0 

30.6 

4.34 

4.44 

0.44 

Auch  aus  diesen  Zahlen  ersieht  man ,  dass  die  Höhen  der 
Gurven  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  wachsen ,  nachdem 
sie,  wie  aus  Fig.  5  hervorgeht,  kurze  Zeit  zugenommen  haben  ; 
das  Nämliche  hat  für  die  Länge  der  Gurven  Geltung,  nur  dass  die 
zunehmende  Geschwindigkeit  erst  später  beendigt  ist.  Dieses 
drückt  sich  besonders  in  der  5.  Golumne  aus,  deren  Werthe  bei 
einfacher  Summation*)  alle  gleich  sein  sollten.  Die  angeführ- 
ten Geschwindigkeiten  des  An-  und  Abstiegs  sind  nicht  voll- 
ständig correct,  da  die  Wahl  der  fixen  Punkte  immer  eine  ge- 
wisse Willkürlichkeit  in  sich  schliesst.  Es  ist  aber  trotzdem 
daraus  ersichllich ,  dass  die  Geschwindigkeiten  nicht  gleich 
sind,  dass  die  Geschwindigkeit  des  ersten  Schenkels  im  Abfall 
nach  einem  ganz  anderen  Verhältnisse  zunimmt,  wie  die  Gipfel- 
höhe, und  bei  längerer  Reizung  sogar  wieder  abnimmt,  dass 


4)  Seite  214. 
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auch  der  zweite  Schenkel  nach  einer  kurzen  Zunahme  in^sei- 
ner  Geschwindigkeit  ganz  allmählich  zurückgeht. 

Um  ttbrigens  momentan  entscheiden  zu  können,  ob  hier 
eine  einfache  Summation  vorliegt,  haben  wir  nur  die  Grenzcurve 
z.  B.  in  Fig.  3  bei  r  3=204  ins  Auge  zu  fassen,  und  die  Form 
des  An-  und  Abstiegs  mit  einander  zu  vergleichen ,  welche  ja 
in  diesem  Falle  identisch  sein  müssten. 

Es  muss  also  nothwendig  während  der  Reizung  eine  Aen- 
dening  in  der  Einzelcurve  eintreten. 

b)  Die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 

Reizzahl. ^) 

Um  die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der  Reizzahl 
kennen  zu  lernen,  habe  ich  aus  der  Differenz  der  Summations- 
cnrven  nach  der  schon  angegebenen  Methode  die  mittleren  Ein- 
zelcurven  construirt,  und  mit  einander  verglichen.  Die  Reihen 
der  Einzelcurven ,  die  ich  zunächst  besprechen  will,  gehören 
den  Summationscurven  auf  Fig.  3 — 5  an ,  und  sind  in  den  Fi" 
goren  8 — 10  abgebildet. 

Die  Eintheilung  ist  dieselbe,  wie  bei  den  Summationscur- 
ven, nur  sind  die  überzähligen  Pulse  nicht  jn  der  Einheit  von 
2  See.  sondeiii  von  \  See.  ausgedrückt. 

Wir  sehen  zunächst,  dass  die  Wirkung  eines  Reizes  je  nach 
der  Zahl  der  vorhergehenden  Reize  eine  bedeutende  Aenderung 
erfährt,  welche  zwar  nicht  in^allen  gegebenen  Reispielen  gleich, 
aber  doch  nach  dem  nämlichen  Princip  abläuft. 

Die  Einzelcurven  nehmen  anfänglich  mit  der  Reizzahl  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  zu,  ohne  die  Aehnlichkeit  in  der  Form 
zu  verlieren,  und  zwar  ungefähr  bis  zu  einer  Reizzahl  von 
^0  bis  20 r.  Dies  ergiebt  sich  aus  den  Curven  in  Fig.  40,  hat 
aber  auch  für  die  übrigen  Reihen  Giltigkeit.  Auf  die  Ursachen 
dieser  Verschiedenheiten  will  ich  mich  vorläufig  nicht  einlassen, 
und  sie  erst  dann  besprechen,  wenn  die  Abhängigkeit  der 
Einzelcurve  von  der  Reizintensität  und  dem  Intervalle  klar 
gelegt  ist. 

Von  dem  10.  bis  20.  Reize  an  beginnt  eine  rückläufige  Re- 

1)  Ich  verstehe  unter  Reizzahl  einen  bestimmten  Einzclreiz  in  der 
ganzen  Reizreihe,  also  den  ersten  oder  zweiten  oder  x^^  Reiz.  Im  Gegen- 
satz dazu  bezeichne  ich  mit  Reizanzahl  die  Summe  aller  Reize. 
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wegung ,  mit  der  sich  auch  die  Form  der  Curve  umgestaltet. 
Dieselbe  besteht  hauptsächlich  darin,  dass  der  Gipfel  unier 
steter  Verbreiterung  sinkt,  verbunden  mit  einer  Zunahme  der 
Curvenlänge.  Mit  dem  30.  Reize  ungefähr  nimmt  die  Einzel- 
curve  wieder  eine  constantere  Form  an,  ändert  sich  Überhaupt 
nur  mehr  sehr  langsam  durch  weiteres  Sinken  des  Gipfels  unter 
Zunahme  ihrer  Länge.  Sie  nähert  sich  also  sehr  langsam  einer 
Grenzcurve. 

Die  Form  der  mittleren  Einzelcurve  aus  den  ersten  zehn 
Reizen  lässt  sich  zum  Entscheid  der  Frage  benutzen,   ob  der 
erste  Reiz  schon  eine  Vermehrung  der  Pulszahl  hervorruft.    Zu- 
nächst ist  daraus  ersichtlich,  dass  die  Frage  experimentell  nicht 
gelöst  werden  kann,  da  selbst  dann,  wenn  die  Curve  des  ersten 
Reizes  mit  der  mittleren  Einzelcurve  von  40 r  zusammenfällt, 
die  Erhöhung  der  Pulszahl  in  2  See,  nach  Fig.  8  nur  0.2  Puls- 
schläge, und  bei  Fig.  40  sogar  nur  0.4  Pulsschläge  betragen 
würde.    Je  kleiner  aber  die  Curve  des  ersten  Reizes  ist,  desto 
höher  müsste  die  Einzelcurve  des  Reizes  r=40  steigen,  d.  h. 
desto  schneller  mtlssten  die  Einzelcurven  mit  der  Reizzahl  wach- 
sen, um  die  vorliegende  mittlere  Einzelcurve  für  die  Reize  r  =  4 
bis  r=:10  möglich  zu  machen.    Dies  ist  aber  nach  der  Ent- 
wicklung, welche  die  mittleren  Einzelcurven  mit  den  späteren 
Reizzahlen  z.  B.  r=(40— 80)  nehmen,  nicht  denkbar,  und  wird 
es  dadurch  sehr  wahrscheinlich,  dass  schon  der  erste  Reiz  eine 
Wirkungscurve  besitzt. 

Was  femer  das  Latenzstadium  der  Einzelcurve  betriflFt ,  so 
nimmt  dasselbe  mit  der  Zahl  der  Reize  ab,  ein  Zeichen,  dass 
bei  der  Summationscurve  das  sichtbare  Latenzstadium  zum 
grössten  Theil  aus  der  Form  der  den  ersten  Reizen  zukommen- 
den Einzelcurven  abgeleitet  werden  muss. 

c]  Die  Gesammtwirkung  des  Einzelreizes. 

Es  liegt  mir  ferne,  zu  glauben;  dass  die  Wirkung  einer 
Accelerans-Reizung  nur  in  einer  Veränderung  der  Schlagzahl 
des  Herzens  zu  bestehen  braucht;  meine  Aufgabe  liegt  aber  al- 
lein darin,  die  Gesetzmässigkeit  des  Zusammenhangs  zwischen 
Accelerans-Reizung  und  Pulsvermehrung  darzulegen.  Ich  ver- 
stehe also  hier  unter  Gesammtwirkung  die  durch  die  Reizung 
hervorgerufene  Gesammtmenge  der  überzähligen  Pulse.  In  die- 
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sem  Sinne  aufgefasst,  wird  die  Gesammtwirkung  des  Einzel- 
reizes  durch  den  Flächenraum  dargestellt,  welchen  die  Einzel- 
eunre  umschreibt.  Wir  können  also  schon  aus  der  Form  der 
£inzelcurve  ersehen ,  dass  auch  die  Gesammtwirkung  des  Ein- 
zelreizes mit  der  Reizzahl  wechselt. 

Noch  deutlicher  erkennbar  wird  es,  wenn  wir  die  Gesammt- 
menge  der  überzähligen  Pulse  als  Function  der  Reizzahl  in  Gur- 
yeDform  auftragen.  Fig.  44 — 43  zeigen  solche  Gurven,  die  den 
auf  Fig.  8 — 40  dargestellten  Einzelcurven  angehören.  In  ihnen 
bedeuten  die  Abscissen  die  fortlaufenden  Reizzahlen,  die  Ordi- 
nalen die  dem  jeweiligen  Reize  zukommende  Gesammtwirkung. 

Ich  werde  erst  später  darauf  eingehen,  in  welcher  Weise 
solche  Gurven  zu  construiren  sind.  Es  sei  nur  soviel  erwähnt, 
dass  die  den  Einzelcurven  zugehörigen  Werthe  erhalten  werden, 
wenn  man  die  Gesammtmenge  der  überzähligen  Pulse  der  bei 
verschiedener  Reizanzahl  gewonnenen  Summationscurven  von 
einander  abzieht.  Trägt  man  also  die  den  Summationscurven  zu- 
gehörigen Werthe  in  Curvenform  auf,  so  stellt  uns  ihr  Ge- 
sohwindigkeitsverlauf  die  gewünschte  Gurve  dar. 

Die  nicht  ganz  ausgezogenen  Linien  in  den  aufgeführten 
Corven  bedeuten ,  dass  nur  die  beiden  Endpunkte  der  Gurven- 
Stücke  bestimmt  wurden. 

An  diesen  Beispielen  tritt  nun  deutlich  hervor,  was  schon 
aus  der  Formveränderung  der  Einzelcurve  erkennbar  war,  dass 
die  Gesammtmenge  der  überzähligen  Pulse  mit  steigender  Reiz- 
sahl  rasch  zunimmt,  um  ebenso  rasch  wieder  bis  ungefähr  zum 
30.  und  40.  Reize  zu  fallen.  Von  letzterer  Reizzahl  an  sinkt  die 
Gurve  nur  mehr  sehr  langsam  bis  zum  Grenzwerthe.  Die  Gurve 
verläuft  also  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Aenderung  der  Höhen 
der  Einzelcurven,  und  wird  das  Sinken  der  Gurven  nicht  durch 
ihre  Verlängerung  ausgeglichen. 

Ich  glaube  damit  gezeigt  zu  haben ,  dass  die  den  einzelnen 
Reizen  zukommenden  Wirkungscurven  nicht  identisch  sind,  son- 
^^  mit  dei'  Reizzahl  sich  ändern,  dass  also  die  Einzelcurve  als 
eine  Punctum  der  Reizzahl  aufgefasst  werden  muss. 

Wodurch  diese  Formveränderung  verursacht  ist,  wird  erst 
später  zu  besprechen  sein.  Revor  ich  zu  etwas  Weiterem  über- 
gehe, möchte  ich  noch  einmal  auf  den  Regrifif  der  Grenzcurve 
lurttckkommen ,  um  zu  untersuchen,  wie  weit  dessen  Aufstel- 
lung berechtigt  ist. 
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Aus  den  obigen  Curven  in  Figur  4  4 — 43  geht  hervor,  dass 
die  GesammtwirkuDg  der  Einzelreize  von  einer  beslimmten  Reiz- 
zahl an  nur  wenig  und  allmählich  sinkt.  Derselbe  Schluss  lässt 
sich  aus  den  Einzelcurven  selbst  ziehen.  Sie  ändern  sich  von 
einer  bestimmten  Reizzahl  an  nur  mehr  minimal,  und  verschwin- 
dend gegenüber  den  Differenzen  der  vorausgehenden  Einzel- 
curven. Ihre  ganze  Entwicklung  weist  überhaupt  dai*auf  hin, 
dass  die  Unterschiede  mit  fortlaufender  Reizzahl  immer  kleiner 
werden.  Wir  können  also  sagen,  dass  die  Einzelcurve  sich 
immer  mehr  und  mehr  einer  Grenzcurve  nähert,  und  dass  der 
Fehler,  die  Einzelcurve  einer  Reizzahl  auch  für  eine  andere 
nachfolgende  gelten  zu  lassen,  immer  kleiner  und  kleiner  wird. 
Insofern  hat  der  Begriff  der  Grenzcurve  gewiss  seine  Berech- 
tigung. 

Ich  beschränke  aber  denselben  dadurch  noch  etwas  wei- 
ter, dass  ich  mit  ihm  eine  bestimmte  Eigenschaft  der  Sum- 
mationscurve  in  Verbindung  bringe.  Ich  habe  schon  hervor- 
gehoben, dass  von  der  maximalen  Reizzahl  an  die  Höhe  der 
Summationscurve  nur  mehr  minimal  zunimmt,  und  dass  sie  ihre 
Gestalt  vor  Allem  durch  die  Verbreiterung  des  Gipfels  ändert. 
Ein  weiterer  Unterschied  könnte  nur  in  der  Geschwindigkeit 
des  Abfalls  liegen,  was  aber  nach  den  Figuren  3  und  6  durch- 
aus nicht  der  Fall  ist.  In  der  Figur  3  z.  B.  stimmt  die  Gurve 
r  =  49  und  r  =  204  in  der  Geschwindigkeit  des  Abfalls  nahezu 
überein,  obwohl  die  Anzahl  der  Reize  ziemlich  verschieden,  und 
die  Reizzahl  r  =  49  noch  keine  maximale  ist.  Ich  könnte  dafür 
auch  noch  weitere  Beispiele  anführen.  Eine  ganz  geringe  Ab- 
flachung tritt  allerdings  noch  ein,  so  gut  wie  eine  Erhöhung  des 
Gipfels.  Dieselbe  ist  aber,  wie  aus  der  Uebereinstimmung 
der  betreffenden  Einzelcurven  hervorgeht,  so  klein,  dass  sie  für 
nicht  allzugrosse  Differenzen  in  der  Reizanzahl  vernachlässigt 
werden  kann. 

Weil  also  auch  die  Summationscurve  von  der  maximalen 
Reizanzahl  an  nahezu  eine  constante  Form  annimmt ,  habe  ich 
die  Reizzahl,  mit  der  die  Summation  ihren  maximalen  Gipfel 
erreicht,  den  Grenzreiz  genannt,  und  verstehe  unter  der  Grenz- 
curve die  Einzelcurve ,  welche  dem  Grenzreize  entspricht.  Da 
aber  eine  Summationscurve  in  Bezug  auf  ihre  Form  nahezu  un- 
abhängig von  der  Anzahl  der  Reize  ist,  eignet  sie  sich  sehr  gut 
zur  Lösung  weiterer  Fragen. 
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2.  Die  Abhängigkeit  von  der  Stärke  des  Reizes. 

a)  Bestimmung  der  Reizstärke. 

Wenn  wir  annehmen,  dass  jeder  Reiz  eineZustandsänderung 
im  nervösen  Apparat  hervorbringt,  nach  welcher  die  Wirkungs- 
eorve  sich  richtet,  so  haben  wir  zu  berücksichtigen,  dass  nur 
eine  Stromschwankung  eine  solche  Zustandsänderung  veranlasst. 
Es  wtirde  also  strenge  genommen  der  electrische  Reiz,  mit  Aus- 
nahme von  linearen  Stromschwankungen,  selbst  schon  eine  An- 
zahl von  Einzel  reizen  darstellen,  entsprechend  des  Geschwin» 
digkeitsverlaufes  seiner  Curve ,  und  erklären  sich  so  die  ganz 
verschiedenen  Wirkungscurven  von  Strömen  ungleichen  Ver- 
laufes,  aber  auch  die  gleichen  Wirkungscurven  bei  Strömen 
verschiedener  Steilheit.    Wir  können  also  die  eleotromotorische 
Kraft  nicht  direct  zur  Messung  der  Reizgrösse  benutzen,  da 
wir  die  Abhängigkeit  der  Stromcurven  von  derselben  in  den 
wenigsten  Fällen  kennen.  Dennoch  habe  ich  dieselbe  aus  Mangel 
an  etwas  Besserem  als  Massstab  für  die  Reizgrösse  angewendet. 
In  diesem  Sinne  aufgefasst  wird  die  Reizgrösse  von  der  Strom- 
dichte  in  dem  durchflossenen  Nervenstücke  dargestellt,  wobei 
noch  als  weiterer  Factor  der  Querschnitt  der  wirklich  erregbaren 
l^ervensubstanz  eingeschaltet  werden  müsste.    Die  Stromdichte 
wird  ausgedrückt  durch  die  Intensität  des  Stromes  /,  dividirt 
durch  den  Querschnitt  des  durchflossenen  Stückes. 

Da  nun  die  Intensität  gleich  ist  der  electromotorischen  Kraft 
dWidirt  durch  die  Gesammtmenge  der  Leitungswiderstände,  d.  h. 

J  =  r^,  die  electromotorische  Kraft  aber  proportional  den  auf 

der  Schlittenscala  aufgetragenen  Einheiten,  so  können  wir  bei 
dem  nämlichen  Nerven  die  Stromdichte  d.  h.  die  Reizstärke  pro- 
portional den  Schlitteneinheiten  setzen ;  denn  die  Widerstände 
der  ganzen  Leitung  bleiben  sich  überall  gleich,  und  nur  Rändert 
sich  mit  der  Stellung  der  secundären  Rolle. 

Bei  dem  Vergleiche  verschiedener  Versuche  untereinander 
dagegen  ist  die  Reizstärke  den  Einheiten  der  Schlittenscala  nicht 
mehr  proportional,  indem  zwar  bei  Anwendung  gleicher  Elemente 
die  electromotorische  Kraft  E  dieselbe  bleibt ,  aber  nicht  mehr 
der  Widerstand  W,  und  zwar  wegen  Einschaltung  eines  andern 
Nerven  und  auch  ungleicher  Lagerung  desselben  auf  den  Elec- 


234  Erwin  Voit, 

troden ;  ebenso  nicht  die  Stromdiehte  wegen  ungleichen  Quer- 
schnitts des  eingeschalteten  Nervenstückes. 

Soll  der  Einfluss  der  Reizstärke  auf  die  Summationscurven 
festgestellt  werden,  so  gewährt  es  grossen  Vortheil,  dazu  Cur- 
ven  zu  benutzen,  die  bei  maximaler  Reizanzahl  gewonnen  sind, 
da  man  bei  ihnen  ohne  grossen  Fehler  für  ungleiche  Reizdauer 
eine  Gorrectur  anbringen  kann. 

b)  Einfluss  der  Intensität  des  Reizes  bei  maximaler 

Reizanzahl. 

Wie  ich  schon  bei  Resprechung  der  Summationsvorgänge 
erörtert  habe,  müssen  die  Curven  auch  von  der  Grösse  des  Inter- 
valls abhängen.  Es  lässt  sich  also  eine  vollständige  Ueberein- 
Stimmung  des  Intensitätseinflusses  bei  allen  Reihen  nicht  er- 
warten. Trotzdem  wird  es  möglich  sein,  ganz  unabhängig  vom 
Intervalle  den  Zusammenhang  der  Reizintensität  mit  der  Form 
der  Summationscurve  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  für  die  Reiz- 
anzahl darzuthun.  Ich  führe  in  Figur  4  4 — 46  Reispiele  dafür  an. 
Figur  44  ist  an  dem  Hunde  (7,  Figur  45  und  46  an  dem  Hunde 
iV  gewonnen.  Die  Curven  sind  ohne  Gorrectur  der  Pulszahlen 
wiedergegeben,  auch  ohne  Rerücksichtigung  des  wahren  Reiz- 
anfanges. Sie  sind  also  der  Ausdruck  der  direct  durch  die 
Zählung  erhaltenen  W^erthe. 

Ich  habe  deshalb  die  Gorrectur  weggelassen,  weil  die 
Gurven  auch  ohnedieselbeklar  machen,  was  sie  beweisen  sollen, 
dann  aber  auch,  um  die  Gleichmässigkeit  der  uncorrigirten 
Curven  an  einigen  Reispielen  zeigen  zu  können.  Die  Einthei- 
lung  ist  ganz  die  gleiche,  wie  bei  den  vorhergehenden  Sum- 
mationscurven. 

Jede  Reihe  ist  im  Allgemeinen  bei  gleicher  Reizdauer  an- 
gestellt, und  habe  ich  mir  erlaubt,  bei  den  Curven  ,  welche  zu- 
fällig davon  abwichen,  eine  Gorrectur  in  der  Weise  anzubringen, 
dass  ich  den  der  längeren  Reizung  entsprechenden  Curven- 
abschnitt  einfach  wegliess.  So  erklärt  sich  die  Unregelmässig- 
keit des  Gipfels  in  Figur  45  bei  6.6  Scaleneinheiten,  wo  die  Reiz- 
differenz zehn  Secunden  betrug  und  in  Figur  44  bei  45  Ein- 
heiten. Ich  habe  ja  schon  hervorgehoben,  dass  auch  die  Summa- 
tionscurven maximaler  Reizanzahl  mit  der  Reizdauer  beständig, 
wenn  auch  nur  langsam,  sich  erhöhen.   Durch  diese  Correclur 
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warde  für  alle  Curven  das  Ende  der  Reizung  in  eine  Linie  gelegt^ 
die  auch  auf  der  Zeichnung  ausgezogen  ist. 

Aus  den  angeführten  Beispielen  geht  deutlich  hervor,  dass 
die  Summationscurven  mit  der  Beizintensität  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  sich  vergrössem,  aber  nicht  proportional,  sondern 
mit  zunehmender  dann  abnehmender  Geschwindigkeit,  bis  end- 
lich die  Curven  von  einer  bestimmten  Intensität  an  sich  gleich 
bleiben.  Dies  ist  die  maximale  Reizstärke,  und  die  ihr  ent- 
sprechende Gurve  die  Maximaicurve. 

Uebermaximale  Beize  ändern,  wenigstens  soweit  ich  es  ge- 
prüft habe,  die  Gurvengestalt  nicht  mehr.  Die  maximale  Inten- 
sität hat  übrigens  auch  Baxt  schon  angeführt.  Wann  dioCui*ven- 
änderung  ihre  maximale  Grenze  erreicht,  lässt  sich  graphisch 
nicht  ausdrücken,  wohl  aber  durch  die  Gesammtmenge  der  über- 
zähligen Pulse,  welche  bei  maximaler  Beizung  sich  nicht  mehr 
ändern  darf.  Ich  werde  darauf  bei  Besprechung  der  Gesammt- 
wirkung,  d.  h.  deren  Abhängigkeit  von  der  Beizintensität  noch 
zurückkommen. 

Um  die  Gurvenänderung  noch  etwas  genauer  verfolgen  zu 
können,  zerlege  ich  die  Curven  wieder  in  ihi*e  vier  deutlich  aus- 
gjeprägten  Abschnitte:  die  latente  Beizung ,  den  Aufstieg,  den 
Gipfel,  und  den  Abstieg. 

Ob  die  Dauer  der  latenten  Beizung  sich  ändert^  ist  nicht 
zu  bestimmen ,  scheinbar  ist  sie  bei  schwächeren  Beizen  ver- 
längert, was  aber  auch  in  der  geringen  Höhe  der  Curven  selbst 
begründet  sein  kann.  Von  vorn  herein  wäre  die  Unabhängigkeit 
der  latenten  Reizung  von  der  Beizstärke  das  Wahrscheinlichste, 
da  dieselbe  nur  die  Zeit  ausdrücken  soll,  welche  nothwendig  ist, 
damit  eine  Zustandsänderung  in  fortlaufender  Reihe  wieder  eine 
neae  hervorruft. 

Der  Gipfel  der  Curven  wächst  entsprechend  der  Beizstärke 
zuerst  mit  zunehmender,  dann  mit  abnehmender  Geschwindig- 
keit, bis  er  in  den  Gipfel  der  Maximalcurve  übergeht. 

Mit  der  Hübe  der  Curve  nimmt  der  Anstieg  an  Steilheit  zu, 
und  ebenso  die  Krümmung  der  Wendestrecke  zum  Gipfel,  so 
dass  letzterer  um  so  früher  erreicht  wird,  und  seine  Form  um  so 
rascher  einer  Geraden  sich  nähert,  je  grösser  die  Beizstärke  ist. 
Was  den  Abfall  betrifft,  so  wäre  er  wieder  in  zwei  Schenkel 
2a  zerlegen,  welche  durch  eine  Wendestrecke  verbunden  sind. 
Der  erste  Schenkel  sinkt  durchwegs  viel  rascher  wie  der  zweite. 
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Die  AenderuDg  des  Abfalls  ist  viel  complicirterer  Natur  als  die 
des  Aufstiegs.  Solange  die  Cun^en  mit  der  Zunahme  der  Reiz- 
starke noch  mit  wachsender  Geschwindigkeit  ansteigen ,  rückt 
die  Lage  der  Wendestrecke  nach  aussen  und  nur  wenig  nach 
oben.  Dadurch  werden  beide  Schenkel  des  Abfalls  länger  und 
durch  die  zunehmende  Steilheit  beider  Schenkel,  insbesondere 
des  ersten ,  die  Krümmung  der  Wendestrecke  grösser.  Sobald 
aber  die  Höhe  der  Gurven  mit  abnehmender  Geschwindigkeit 
wächst,  rückt  die  Wendestrecke  verhältnissmässig  mehr  nach 
oben,  der  erste  Schenkel  behält  seine  Länge  oder  verkürzt  sich 
wieder,  und  seine  Steilheit  nimmt  ab.  Dadurch  wird  die  Krüm- 
mung der  Wendestrecke  flacher,  besonders  da  auch  der  zweite 
Schenkel  immer  langsamer  der  Abscisse  sich  nähert. 

Es  ändern  sich  also  die  Gurven  unter  dem  Einfluss  der 
höheren  Intensitäten  hauptsächlich  im  abfallenden  Theile;  und 
es  kommt  vor,  dass  zwei  Gurven  sich  nur  mehr  durch  die  Steil- 
heit des  Abfalls  und  die  verschiedene  Lage  seiner  Wendestrecke 
von  einander  unterscheiden. 

Wenn  wir  noch  auf  den  Uebergang  des  Gipfels  zum  Abfall 
achten,  so  ergibt  sich,  dass  dieser  um  so  später  eintritt,  je 
grosser  die  Reizintensität  ist,  d.  h.  also  auch,  je  früher  der  auf- 
steigende Gurventheil  in  den  Gipfel  übergeht.  Demnach  muss 
die  Breite  des  Gipfels  mit  der  Reizintensität  zunehmen.  Was 
die  Krümmung  selbst  betrifit,  so  nimmt  sie  analog  der  Steilheil 
des  ersten  Schenkels  des  abfallenden  Curventheiies  zu  und  ab. 

Wir  können  also  in  der  Veränderung  der  Gurven  durch 
<lie  Reizintensität  drei  grosse  Abschnitte  unterscheiden.  Zuerst 
nimmt  die  Höhe,  die  Länge  und  Steilheit  des  Anstiegs  und  Abfalls 
progressiv  mit  der  Intensität  des  Reizes  zu.  Dies  ist  das  erste 
Stadium.  Dann  wächst  die  Höhe  der  Gurve  verhältnissmässig 
wenig,  die  Steilheit  des  Anstiegs  und  die  Breite  des  Gipfels 
nimmt  aber  noch  zu,  die  Steilheit  des  Abstiegs  dagegen  ab.  Dies 
ist  das  zweite  Stadium.  Im  letzten  Stadium  unterscheiden  sieh 
die  Gurven  nur  mehr  durch  ihre  Länge  und  die  Yerflachung  des 
Abfalls. 

Nicht  uninteressant  ist  ein  Vergleich  zwischen  Anstieg  und 
Abfall  bei  den  einzelnen  Gurven ,  wobei  eine  gewisse  Ueber- 
einstimmung  zwischen  beiden  nicht  zu  leugnen  ist.  Sie  nehmen 
beide ,  anfangs  wenigstens,  in  Bezug  auf  ihre  Steilheit  wie  auf 
die  Krümmung  der  Wendestrecken  in  ähnlicher  Weise  zu.   Erst 
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bei  den  höheren  Intensitttten  nahe  dem  Maximalreize  beginnt 
die  Verflachung  des  Abfalls,  wahrend  die  Steilheit  des  Anstiegs 
noch  weiter  zunimmt.  Trotzdem  ist  von  Anfang  an  schon  ein 
Dnter8<^ied  zwischen  denselben  bemerkbar,  indem  bei  niederen 
Intensitäten  der  Abfall  constant  steiler  ist  wie  der  Anstieg,  eine 
Differenz,  die  sich  in  der  Folge  gerade  umkehrt.  Es  muss  also 
die  Geschwindigkeit  des  letzteren  viel  rascher  zunehmen,  als  die 
des  absteigenden  Gurventheiles. 

An  der  Figur  45  auf  Taf.  II  Ifisst  sich  diese  Veränderung 
der  Summationscurve  unter  dem  Einflüsse  der  Reizintensität 
sehr  schön  verfolgen,  die  maximale  Intensität  ist  in  diesem  Bei- 
spiele wahrscheinlich  bei  J&=  68  schon  erreicht.   Ein  ganz  ähn- 
liches Resultat  liefert  die  Reihe  auf  Figur  16  dieser  Tafel,  die 
an  dem  nämlichen  Hunde  N  nur  bei  einem  grösseren  Intervalle 
ausgeführt  ist.   Die  Maximalintensität  liegt  hier  erst  bei  4  4 1  Ein- 
heiten, ist  also  ziemlich  verschieden  von  der  in  Figur  45.    Es 
lassen  sich  auch  beide  Reiben,  trotzdem  sie  an  dem  gleichen 
Hunde  ausgeführt  sind,  nicht  direct  vergleichen,  da  die  Hebel- 
geschwindigkeit an  dem  Reizinstrumente  verschieden  war. 

Auf  Figur  4  4  von  Tafel  II  ist  besonders  die  Entwicklung  der 
Curven  für  höhere  Intensitäten  schön  zu  sehen,  indem  von  der 
Reizstärke  £  =  50  an  die  Curvenänderung  hauptsächlich  auf 
den  abfallenden  Theil  sich  beschränkt. 

Aus  diesen  Beispielen  ist  ersichtlich,  dass  mit  der  Stärke 
des  Reizes  die  Curvenform  eine  complicirtere  wird.  Bei  ein- 
facher Summirung  sollten  für  jede  Grenzcurve  Abfall  wie  An- 
stieg die  nämliche  Gestalt  besitzen,  was,  wie  schon  bemerkt, 
selbst  bei  geringen  Reizstärken  nicht  der  Fall  ist.  Der  Unter- 
schied wird  aber  um  so  grösser,  je  höher  die  Reizintensität  ist. 
Die  Ursache  dieser  Abweichung  wird  sich  erst  erkennen  lassen, 
wenn  wir  den  Einfluss  der  Reizstärke  bei  submaximaler  Reiz- 
anzahl,  besonders  auf  die  Einzelcurve,  betrachten  werden.  Es 
lässt  sich  übrigens  aus  den  vorliegenden  Summationscurven 
schon  der  Schluss  ziehen,  dass  wenigstens  die  mittleren  Einzel- 
corven  mit  der  Reizstärke  an  Höhe,  Länge  und  Steilheit  zu- 
nehmen, und  zwar,  wie  die  Summationscurven  selbst,  anfangs 
mit  zunehmender,  dann  abnehmender  Geschwindigkeit. 

Gehen  wir  noch  auf  den  Totaleffect  der  Reizung  ein ,  so 
zeigt  sich,  dass  er  ebenfalls  mit  der  Reizstärke  bis  zum  Maximal- 
reize zunimmt.    Für  die  angeführten  Curvenreihen  habe  ich 
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folgende  Zahlen  als  Gesammtmenge  der  ttberzahligen    Pulse 
erhalten : 
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Um  den  Begriff  des  Maximalreizes  sicher  zu  stellen ,  füge 
ich  noch  einige  Zahlen  des  Versuches  0  bei  dem  Intervalle 

=  0.ir  hinzu: 

Einheiten:       UeberzShlige  Pulse: 
287  66.86 

362  66. U 

536  66.20 

Solche  Beispiele  könnte  ich  noch  verschiedene  anfOhreD, 
doch  mOgen  diese  genügen,  da  ohnehin  später  noch  Gelegenheit 
sein  wird,  darauf  zurückzukommen. 

Die  angeführten  Zahlenwerthe  sind  allerdings  nicht  voll- 
kommen richtig,  indem  nicht  für  alle  Gurven  das  Ende  der  Reiz- 
wirkung vollständig  vorlag.  Ich  habe  mir  aber  in  der  Weise  ge- 
holfen, dass  ich  die  Gurvenabschnitte  anderer  Reihen  zu  Hülfe 
nahm. 

Dieses  Verfahren  ist  allerdings,  wie  aus  der  Gurvengestalt 
hervorgeht,  nicht  ganz  correct,  da  mit  der  Reizgrösse  der  zweite 
Schenkel  des  Abfalles,  um  den  es  sich  immer  nur  handelt, 
ebenfalls  sich  ändert;  die  Fehler,  die  ich  dabei  machen  konnte, 
sind  aber  doch  nur  geringe,  weil  das  fehlende  Gurvensttick 
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Oberhaupt  nur  klein,  und  weil  fOr  ähnliche  BeizgrOssen  die 
Differenz  analoger  Curventheile  gleichfalls  nicht  bedeutend  ist. 
Ein  weiterer  Fehler,  der  aber  noch  weniger  ins  Gewicht  ffillt, 
ist,  dass  die  einzelnen  Abschnitte  nicht  bei  vollkommen  gleicher 
Reizanzahl  gewonnen  sind.  Da,  wie  schon  erörtert  wurde,  mit 
zunehmender  Reizanzahl  der  entsprechende  Zuwachs  immer 
klmner  wird,  so  muss  die  aus  einer  grösseren  Reizanzahl  gewon- 
nene mittlere  Gesammtwirkung  fttr  ir  auch  kleiner  ausfallen. 
Ans  den  obigen  Zahlen  ergiebt  sich  das  nfimliche  Resultat, 
wie  aus  den  Curven  selbst,  dass  der  mittlere  Werih  eines  Reizes 
mit  der  Intensität  constant  zunimmt,  bis  die  maximale  Intensität 
erreicht  ist. 

Werden  die  obigen  Zahlen  in  Curvenform  aufgetragen,  und 
zwar  die  Starke  des  angewandten  Reizes  als  Abscisse,  die  auf 
einen  mittleren  Reiz  treffende  Überzählige  Pulsmenge  als  Ordi- 
nate (Figur  47,  Tafel  IIj,  so  zeigt  sich,  dass  eine  solche  Gurve 
sehr  bald  ihre  Maximalsteilheit  erreicht^  um  dann  ganz  allmählich 
der  Geraden  sich  zu  nähern.  Die  Grösse  der  Veränderung 
nimmt  also  nicht  proportional  der  Reizintensität  zu,  sondern 
wächst  nach  einer  kurzen  raschen  Zunahme  immer  langsamer, 
bis  sie  bei  maximaler  Intensität  =  0  wird. 

Zum  Yerständniss  der  Curven  in  Figur  4  7  sei  noch  er- 
wähnt ,  dass  die  Resultate  der  Versuche  N  und  U  nicht  direct 
vergleichbar  sind,  da  sie  an  verschiedenen  Thieren  gewonnen 
wurden.  Sie  könnten  allerdings  vergleichbar  gemacht  werden, 
wenn  man  fdr  jeden  Versuch  den  wahren  Maximalreiz  ar  400 
setzen  wttrde,  was  aber  an  der  Schwierigkeit  scheitert,  die 
Grenze  der  Maximalintensität  zu  bestimmen ,  indem  die  Resul- 
tate einer  Reizung  erst  nach  Ausführung  der  Versuche  durch 
genaue  Rechnung  erhalten  werden  können. 

Ein  solcher  Vergleich  wtlrde  aber  auch  nur  über  die  Ab- 
hängigkeit einer  Reizung  von  der  Erregbarkeit  des  nervösen 
Apparates  etwas  aussagen  können,  was  vorläufig  ausserhalb  des 
Rahmens  meiner  Untersuchung  lag. 

c)  Einfluss  der  Reizintensität  bei  submaximaler 

Anzahl  von  Reizen. 

Nachdem  sicher  gestellt  ist,  dass  mit  der  Intensität  des 
Reizes  die  Reactionscurve ,  wenigstens  bei  maximaler  Reiz- 
anzahl, sich  in  gesetzmässiger  Weise  ändert,  fragt  es  sich,  ob 
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diese  Aenderung  bei  jeder  Reizanzahl  gleichmässig  auftrilt,  oder 
ob  auch  sie  nach  der  Beizanzahl  variabel  ist,  d.  h.  ob  die  u^mliche 
Diflerens  in  der  Reizintensität  aufSummationscurveauBgleicher 
-  Reizanzahl  verschieden  einwirkt. 

Leidei'  ist  es  mir  niohl  mögiich,  die  einzelnen  Stadien  der 
Verminderung,  welche  die  Summationsourven  durch  die  Reizin- 
tensität  erleiden,  an  dem  gleichen  Intervalle  auf  obige  Frage  zu 
prüfen.  Nachdem  aber  der  Zusammenhang  zwischen  Reizinten- 
sität  und  aberztthliger  Pulszahl  eine  so  grosse  Gesetzmässigkeit 
zeigt,  wird  eine  Verallgemeinerung  der  Resultate  wohl  tbunlich 
sein. 

In  den  Figuren  48—20  auf  Tafel  II  und  auf  Tafel  III  hal)e 
ich  Beispiele  gegeben  über  den  EinOuss  der  Reizintensität  auf 
die  Gurvenentwicklung  nach  der  Reizanzahl.  Die  Gurven  sind 
sttmmtlich  aus  dem  Versnobe  Y  an  dem  nämtichen  Hunde  ge- 
wonnen, nach  ihrem  wahren  Anfange  corrigirt  und  in  derselben 
Weise  wie  die  früheren  wiedergegeben.  Die  Gurven  gleicher 
Farbe  gehören  einer  Beizintensität,  und  diejenigen  gleicher 
Zeichnung  der  nämlichen  oder  wenigstens  einer  nahe  liegendeD 
Anzahl  von  Reizen  an. 

Figur  20,  Tafel  III  zeigt  Reihen  des  Inlervalles  0.42  und 
zwar  bei  den  InlensitUten  300,  377  und  464  Einheiten.  Die 
Reizintensilät  von  464  Einheiten  ist  noch  nicht  ganz  maximal, 
das  Maximum  lag  erst  bei  509^.  Wir  haben  also  hier  Ver- 
suchsreihen vor  uns,  die  ungeftthr  dem  ersten  Stadium  der  Ent- 
wicklung^) entsprechen,  was  sich  an  der  mit  dem  Gipfelwachs- 
thum  zunehmenden  Steilheit  de$  Anstiegs  und  Abfalls  ei*kenneD 
lässt,  so  dass  die  Gipfel  der  Summationscurven  gleicher  Reiz- 
anzahl nahezu  senkrecht  über  einander  liegen.  Denken  wir 
uns  die  Gurvenreihe  von  E  s  464  noch  bis  zu  40  r  erweitert, 
so  ergibt  sich  für  die  von  der  Reizgrdsse  abhängige  Verände- 
rung ein  Bild,  wie  es  z.  B.  in  Figur  45,  Tafel  11  bei  Versuch  :V 
Int.  SS  0.48  für  die  ersten  14  £  erhalten  wurde.  Es  nehmen 
also  die  Summationscurven  bei  jeder  Reizanzahl  mit  der  Reiz- 
intensitat  in  ihrem  ganzen  Umfange  zu. 

Betrachten  wir  jede  Reihe  für  sich  gesondert  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  der  Reizanzahl,  so  lässt  sich  an  ihnen  dieselbe 
Entwicklung  erkennen,  wie  sie  schon  früher  festgestellt  wurde. 


4)  Siehe  S.  236. 
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Wmin  wir  dagegen  die  Summationscurven  gleicher  Reizanzahl 
aber  verschiedener  IntensitJiten  mit  einander  vergleichen,  so 
§nden  wir  sofort,  dass  dieselben  sich  mit  der  Reizanzahi  nicht 
in  gleicher  Weise  ändern.  Bei  300  £  steigt  der  Gipfel  mit  zu- 
nehmender Geschwindigkeit  bis  r  b  20,  von  da  an  in  langsam 
abnehmendem  Maasse.  Ebenso  nimmt  die  Steilheit  des  Abfalls 
anfangs  za,  von  r  b=  20  an  aber  nur  mehr  sehr  langsam.  Bei 
377^  beginnt  die  Abnahme  des  Gipfel wachsthums  schon  von 
r  =B  10  an,  desgleichen  wachst  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls 
viel  langsamer  als  bei  E  »  300.  Noch  gleichförmiger  verlaufen 
schon  von  den  ersten  Reizen  an  die  Gurven  bei  E  sa  464.  Ab- 
gesehen  von  dem  geringen  Gipfelwachsthum  erscheinen  diesel- 
ben in  ihrem  absteigenden  Theile  nahezu  parallel,  und  beginnt 
bei  r  sa  29  schon  eine  geringe  Yerflachung  des  Abfalls,  was  bei 
den  Übrigen  Intensitäten  überhaupt  nicht  nachweisbar  ist. 

Daraus  folgt,  dass  die  Summationscurven  allerdings  mit  der 
Intmsüät  zunehmen,  aber  in  einer  von  der  Reizanzahl  abhängigen 
Weise. 

Ganz  ähnliche  Resultate  ergeben  auch  die  andern  Beispiele. 
In  Figur  49,  Tafel  III  finden  sich  Reihen,  die  einer  etwas  höhe- 
ren Intensität  entsprechen,  ungefähr  dem  zweiten  Stadium.   Sie 
sind  mit  dem  Intervalle  0.20  bei  den  Reizeinheiten  300  und  377 
aasgeftthrt,   welche  letztere  schon  nahezu  maximal   ist.    Die 
Carven  zeigen  das  Bild,  wie  es  auf  Figur  15,  Tafel  II  durch  die 
Reizung  mit  26  —  47  Einheiten  hervorgerufen  wurde,  indem  in 
ihnen  der  die  beiden  Schenkel  des  Abfalls  verbindende  Wende- 
punkt schon  bedeutend  noch  oben  gerückt  ist,  eine  Verschie- 
bung, welche  mit  der  Erhöhung  der  Intensität  noch  fortdauert. 
Der  Grund  hierfür  liegt  darin,  dass  mit  wachsender  Reizanzahl 
wohl  die  Höhe  des  Gipfels,  aber  nicht  der  erste  Schenkel  des 
abfallenden  Curventheiles  an  Länge  zunimmt.    In  dieser  Reihe 
prSgt  sich  nun  der  Einfluss  der  Reizanzahl  auf  die  durch  die 
Aenderung  der  Intensität  hervorgerufene  Differenz  der  Summa- 
tionscurven noch  weit  deutlicher  aus,  indem  der  anfänglich  be- 
stehende Unterschied  mit  Erhöhung  der  Reizanzahi  constant  ab- 
nimmt, und  schliesslich  nur  mehr  eine  geringe  Differenz  in 
der  Lage  des  Gipfels   und  des  Wendepunktes  im  abfallenden 
Cur\cntheile  übrig  bleibt. 

Noch  näher  stehen  sich  die  Reihen  auf  Figur  48,  Tafel  II. 
l^nrislzu  berücksichtigen,  dass  hier  £=s377  schon  übermaxi- 
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mal  ist,  weshalb  die  Aenderung  der  Sumniationscarve  darcb 
die  Steigerung  der  Intensität  von  300  £  auf  3771?  nur  mehr 
sehr  klein  sein  kann.  Wahrend  der  Unterschied  bei  einer  klei* 
nen  Reizanzahl  noch  ziemlich  bedeutend  ist,  verschwindet  er 
für  die  höheren  Summationscurven  fast  vollständig,  so  dass  die 
höchsten  Curven  sich  beinahe  decken. 

Es  geht  aus  diesen  Beispielen  hervor,  dass  die  Reizinten- 
sität auch  auf  die  Entwicklung  der  Summationscurven  nach  der 
Reizanzahl  von  grossem  Einfluss  ist,  und  dass  die  Aenderung, 
welche  die  Gurven  von  maximaler  Reizanzahl  bei  dem  Wechsel 
der.  Intensität  erleiden,  nicht  auf  die  bei  verschiedener  Reiz- 
anzahl gewonnenen  Curven  entsprechend  dieser  Reizanzahl  sich 
vertheilt,  sondern  erst  im  Laufe  der  Summation  sich  ausbildet. 

Dass  die  Einzelcurve  eine  Function  der  Reizintensität  ist^ 
war  von  vornherein  anzunehmen ;  aus  obiger  Thatsache  geht  aber 
hervor,  dass  diese  Function  nach  der  Reizanzahl  variabel  sein 
muss.  Ich  will  nun  die  Gesetzmässigkeit  dieser  Abhängigkeit 
darzulegen  suchen. 

d)  Die  Einzelcurve  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der 

Reizintensität. 

Die  Einzelcurven,  welche  ich  in  Figur  ii — 23  auf  Tafel  III 
anführe,  sind  in  gleicher  Weise  gewonnen  wie  die  früheren^ 
und  zwar  aus  den  Summationscurven  der  Figuren  48 — 20, 
Tafel  II  und  Tafel  III,  denen  ich  noch  eine  weitere  in  Figur  24 
auf  Tafel  III  angefügt  habe.  Gleiche  Farben  bedeuten  auf  ihnen 
wieder,  wie  bei  den  Summationscurven,  gleiche  Intensität;  der 
Unterschied  in  der  Zeichnung  soll  die  verschiedene  Reizanzahl 
wiedergeben. 

Figur  23,  Tafel  III  entspricht  den  Summationscurven  auf 
Figur  20  derselben  Tafel.  Die  eine  dieser  Reihen,  nämlich  die 
der  Intensität  E  =  300,  habe  ich  schon  bei  Besprechung  der 
Entwicklung  der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl  angeführt.  Was 
uns  an  dieser  Stelle  interessirt,  ist,  dass  die  Einzelcurven  bis 
zum  zwanzigsten  Reize  gleichmässig  an  Umfang  zunehmen, 
ohne  sich  in  ihrer  Form  wesentlich  zu  unterscheiden.  Von 
r  =  20  an  beginnt  die  rückläufige  Bewegung,  in  Zusammenhang 
mit  der  schon  früher  erwähnten  Umgestaltung  der  Curvenform. 

An  der  zweiten  Reihe,  die  bei  der  Intensität  E  =s  377  ge- 
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Wonnen  wurde,  lässt  sich  derselbe  Zusammenhang  zwischen 
der  Form  der  Einzelcurve  und  der  Reizzabl  nachweisen.  Die 
Einzelcurven  nehmen  anfänglich  zu,  um  von  einer  bestimmten 
Reizzahl  an  ganz  allmählich  der  Grenzcurve  sich  zu  nflhem. 
Ganz  dasselbe  findet  auch  bei  der  Intensität  464  statt. 

Es  ändert  sich  also,  wie  es  schon  früher  ausgesprochen 
wurde^  die  Einzelcurve  in  ganz  bestimmter  Weise  mit  zunehmen-^ 
der  Reizzahl,  sie  ist  also  eine  Function  derselben,  und  zwar  bei 
jeder  Intensität. 

Wenn  wir  die  Einzelcurven  der  verschiedenen  Reihen  mit 
einander  vergleichen,  so  erhalten  wir  den  Einfluss  der  Reiz- 
intensität auf  die  Einzelcurve.  Dabei  ergibt  sich,  dass  dieselben 
mit  der  Grttese  des  Reizes  in  ihrem  Umfange  zunehmen.  Wäh*- 
rend  aber  die  Curven  der  niederen  Reizzahlen  (4  ^40)  sehr  be- 
deutend wachsen,  und  zwar  ohne  ihre  Gestalt  viel  zu  ändern, 
sind  die  Grenzcurven  nur  mehr  sehr  wenig  ve/schieden,  haupt- 
sächlich in  Rezug  auf  ihre  Länge  und  Yerflachung  des  zweiten 
Sehenkels  im  abfallenden  Curventheile.  Es  geht  dies  wenigstens 
aus  dem  Vergleich  der  mittleren  Einzelcurven  für  r=s(30 — 40} 
bei  den  Intensitäten  £»300  und  i?=s377  hervor. 

Leider  habe  ich  für  die  Intensität  i&=:  464  keine  analoge 
Gurve  anzugeben.  Es  lässt  sich  aber  doch  aus  der  Differenz  der 
Curven  (40 — 49)  und  (49 — 29)  entnehmen,  dass  auch  für  diese 
Intensität  die  Grenzcurve  nicht  viel  von  den  anderen  abweichen 
kann. 

Da  nun  die  Curven  der  niederen  Reizzahlen  mit  der  In- 
tensität zunehmen,  die  Grenzcurven  aber  von  ihr  nahezu  unab- 
hängig sind,  so  muss  die  rückläufige  Rewegung,  welche  die 
Entwicklung  der  Einzelcurve  mit  steigender  Reizzahl  erfahrt, 
um  so  bedeutender  sein,  je  mehr  die  Einzelcurven  anfangs  zu- 
genommen habeU;  d.  h.  je  grösser  die  Reizintensität  war. 

Es  bleibt  uns  noch  zu  untersuchen  übrig ,  wie  die  Einzel- 
curve, als  Function  der  Reizzahl  aufgefasst^  mit  der  Intensität 
sich  ändert.  Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  bei  der  Intensität 
300  die  Curven  bis  r=:20  zunehmen ,  dass  dagegen  die  rück- 
läufige Rewegung  bei  der  Intensität  464  an  der  mittleren  Einzel- 
curve rÄ(40 — 49)  schon  sichtbar  ist.  Daraus  ergiebt  sich  der 
Satz: 

Die  Entwicklung,  welche  die  Einzelcurve  abhängig  von  der 
Reizzahl  durchmacht,  ist  insofern  eine  Function  der  Intensität, 
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als  sie  mil  zunehmender  ReizgrOsse  rascher  sieh  vollzieht,  indem 
die  Einzelcurven  einestheils  rascher  mit  der  Reizzahl  wachsen, 
aber  auch  entsprechend  früher  ihre  rückläufige  Bewegung  be- 
ginnen. Daherkommt  es  auch,  dass  die  Curven  der  Intensitäten 
300  und  464  an  einer  bestimmten  Stelle,  bei  der  mittleren 
Einzelcurve  r  =  (10 — 19)  resp.  (9 — 20),  sich  nähern,  um  dann 
^ieder  bei  (4  9 — 29)  resp.  (20 — 30)  weiter  auseinander  zu  treten. 
Zugleich  möchte  ich  noch  hervorheben,  dass  in  dieser  Reihe  die 
mittleren  Einzelcurven  bis  zur  Grenzcurve  bei  den  höheren  In- 
tensitäten auch  grösseren  Umfang  besitzen. 

Auf  Figur  (22),  Tafei  III  finden  sich  die  Einzelcurven, 
welche  den  Summationscurven  der  Figur  (19),  Tafel  III  ange- 
hören. Ich  habe  ihnen  nur  noch  eine  weitere  Reihe  von  der  Inten- 
sität ^=s  464  als  dem  maximalen  Reize  hinzugefügt.  Diese 
Reihe  ist  mit  den  beiden  andern  nur  unter  Vorbehalt  vergleich- 
bar, indem  ihre  Summationscurven  von  einer  andern  normalen 
Pulszähl  aus  gerechnet  sind.  Da  aber  hierdurch  nur  die  bei 
geringer  Reizzahl  erhaltenen  mittleren  Einzelcurven  verändert 
werden,  und  es  sich  hier  nicht  um  absolute  Werthe  der  Curven, 
sondern  hauptsächlich  um  deren  Veränderung  mit  der  Reizzahl 
handelt,  habe  ich  dieselbe  doch  angereiht. 

Aus  den  Reihen  habe  ich  solche  mittlere  Einzelcurven 
weggelassen,  welche  zum  weiteren  Verständniss  nichts  beitragen. 
Es  fehlt  in  der  Reihe  £»300  die  mittlere  Einzelcurve  (30—40). 
Sie  würde  gerade  in  die  Mitte  zwischen  r=  (19  —  30)  und  r== 
(40—51)  zu  liegen  kommen.  Rei  £ss377  fehlt  die  mittlere  Ein- 
zelcurve r=s(29— 40),  und  liegt  dieselbe  etwas  über  der  Einzel- 
curve r=(40— 48).  In  der  Reihe  £=464  ist  r=  (30— 39)  weg- 
gelassen, dieselbe  fällt  nahezu  zusammen  mit  r=s(39  — 99). 

Aus  air  diesen  Curven  ergibt  sich  wieder  das  nämliche  Re- 
sultat, was  wir  schon  aus  Figur  23,  Tafel  III  erhalten.  Die  Ent- 
wicklung der  Curven  nach  der  Reizzahl  verläuft  bei  allen  Inten- 
sitäten in  analoger  Weise.  Die  Curven  der  niederen  Reizzahlen 
nehmen  mit  der  Intensität  zu,  wie  sich  aus  dem  Vergleich  der 
Reihen  E  «s  300  und  E  ==  377  ergibt.  Die  Reihe  464  ist  hier 
gerade,  aus  dem  vorher  erwähnten  Grunde,  nicht  in  Rechnung 
zu  ziehen.  Ebenso  sind  die  Grenzcurven  sehr  wahrscheinlich  bei 
allen  Intensitäten  nahezu  gleich.  Die  Einzelcurven  r=(40— 51) 
und  (40—48)  sind  allerdings  noch  keine  Grenzcurven,  weichen 
aber,  wie  sich  aus  dem  Vergleich  mit  rs=(39— 99)  ergibt,  nicht 
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weit  von  denselben  ab.  Nur  der  Be%\'e]s  über  die  verschiedene 
Geschwindigteil  der  GurvenentwicfLlong  bei  den  einzelnen  In- 
tensitäteD  ist  gerade  an  dieser  Reihe  schwerer  zu  erbringen. 
Es  lassl  sich  aber  doch,  v^enn  wir  die  mittleren  Einzeknirven  der 
höheren  Reiszahlen  betrachten,  noch  Yerschredenes  aus  ihnen 
entnehmen*  Die  mittlere  Einzelcurve  r  ^  (90  —30)  ist  nämlich 
bei  allen  Intensitäten  nahezn  gleich  boeh ,  und  weist  sogar  die 
Gurve  der  kleinsten  Reizgrösse  £'«300  den  höchsten  Gipfel  auf, 
wenn  aach  die  Langen  der  Curven  immer  noch  mit  der  Intensität 
zunehmefB.  Nodi  mehr  interessiren  die  mittleren  Binzelcurven 
rss  (40  —  50),  da  hier  der  höchste  Gipfel  auf  die  der  kleinsten 
Reizgrtfsse  angehörige  Gurve  fällt,  welche  tlberhaupt  mit  Ans* 
nähme  ihrer  Länge  die  anderen  überragt ;  denn  auch  die  der 
Reihe  £==464  angehörige  Gurve  r»(3()-^39)  liegt  unterhalb 
derselben  und  fällt  mit  der  Gren^curve  rs(39  — 99)  nahesu 
zusammen. 

Während  also  bei  der  ersten  Gruppe  der  Einzelcurven  die 
Curven  hoher  Intensitäten  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  der 
anderen  tiberragen,  gibt  es  in  dieser  Reihe  eine  Reizzahl,  mit 
der  die  Einsseieurven  höherer  ReizgrOssen  unter  die  der  kleineren 
herabsinken.  Dies  ist  auch  ein  Beweis  für  die  vorher  aus-- 
gesprochene  B^auptung,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Curven- 
entwicklung  nach  der  Reizzah)  von  der  Intensität  abhängt.  Diese 
Reizzahl,  bei  der  die  Gurveu  der  höheren  Intensitäten  unter  die 
der  niederen  herabsinken,  liegt  sehr  wahrscheinlich  zwischen 
r  =  20undr=30. 

Die  nämlichen  Thatsachen  lassen  sich  aus  den  Gurven  der 
Figur  24 ,  Tafel  111  entnehmen,  welche  den  Summationscurven 
von  Figur  48,  Tafel  II  entsprechen  und  kann  mit  ihnen  beson- 
ders der  Beweis  erbracht  werden,  dass  die  Entwicklung  der 
Einzelcune  nach  der  Reizzahl  von  der  Intensität  abhängig  ist, 
durch  Vergleich  der  mittleren  Einzelcurven  rsc  (40  — 20)  resp. 
r«(it— 49)  bei  der  Intensität  JF=300  mit  £'«377.  Denn  die 
Corve  der  höheren  Reizgrösse  E=^  377  hat  schon  ganz  die  Form 
der  rückläufigen  Bewegung  angenommen,  ist  auch  viel  tiefer 
gesHnken,  wie  die  der  kleineren  Intensität  angehörige  Gurve. 
Aach  die  Grenzcurven  sind  wieder  nahezu  identisch,  obgleich 
sie  Dicht  den  nämlichen  Reizzahlen  entsprechen,  da  die  eine 
die  mittlere  Einzelcur>'e  von  r  =  (41  —401),  die  andere  von 
r«  (49  —  204)  vorstellt.   Die  wahren  Grenzcurven  müssen  also 
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einander  noch  viel  näher  stehen,  als  es  hier  zum  Ausdruck 
kommt.  Jedenfalls  geht  aber  aus  dieser  Gruppe  hervor,  dass 
die  Einzelcurven  der  verschiedenen  Intensitäten  in  ihrer  Ent- 
v^icklung  sich  wieder  an  einer  bestimmten  Stelle  kreuzen,  und 
zwar  liegt  in  diesem  Beispiele  der  Kreuzungspunkt  um  Vieles 
höher  wie  vorher,  d.  h.  ganz  an  dem  Anfange  der  rückläufigen 
Bewegung  zwischen  r  as  4  0  und  r  as  20. 

Ich  habe  noch  ein  weiteresBeispielinFigurS4,  Tafel  III  einge- 
schaltet, mit  zweiHeihen  von  Einzelcurven  bei  den  schonbiiberen 
Intensitäten  J?=s  S73  und£s=  300,  für  welche  ich  die  Summations- 
curven  weggelassen,  weil  an  ihnen  nichts  Weiteres  zu  sehen  ist. 
Die  Reihen  sind  dem  Versuche  X  entnommen  und  sind  mit  dem 
Intervalle  von  0.20  See.  ausgeführt.  Ich  wähle  gerade  dieses  Bei- 
spiel, weil  hier  an  der  wichtigsten  Stelle  der  Curvenentwicklung 
eine  weitere  mittlere  Einzelcurve  eingeschoben  ist,  so  dass  gerade 
diese  Reihen  ein  schönes  Bild  von  der  ungleichen  Entwicklung 
der  Curven  bei  den  einzelnen  Intensitäten  gewähren.  Die  Einzel- 
curven der  Reihe  E  =s  273  nehmen  bis  zur  Gurve  r  s  49,  die 
der  Reihe  E  s=  300  bis  r  s  4S  zu.  Auch  hier  ist  also  die  Ent^ 
Wicklung  bei  der  höheren  Intensität  eine  viel  raschere ,  wes- 
halb auch  anfangs  der  Unterschied  zwischen  den  Curven  beider 
Reihen  mit  der  Reizzahl  zunimmt.  Dafür  tritt  die  rückläufige 
Bewegung  bei  ihr  früher  auf,  so  dass  die  Difierenz  der  Curven 
immer  mehr  verschwindet,  und  sogar  negativ  wird,  wenn  die 
mittlere  Einzelcurve  r  s=  (20 — 44)  bei  der  höheren  Intensität 
unter  die  der  niederen  herabsinkt. 

Fügen  wir  nun  die  bei  den  verschiedenen  Intervallen  er- 
haltenen Resultate  zu  einem  Ganzen  zusammen,  so  erhalten  wir 
als  Ausdruck  für  die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 
Reizintensität  folgendes  Gesetz : 

Die  Einzelcurven  nehmen  mit  der  Intensität  des  Reizes  im 
Allgemeinen  zu.  Doch  bezieht  sich  diese  Zunahme  hauptsächlich  auf 
die  Einzelcurven  der  niederen  Reizzahlefi,  während  die  Grenzcurven 
der  verschiedenen  Intensitäten  nahezu  identisch  sind.  Dadurch 
ändert  sich  mit  der  Reizgrösse  die  Entwicklung  der  Einzelcurve 
nach  der  Reizzahl  in  der  Weise,  da^s  sie  mit  steigender  Reizzahl 
um  so  mehr  zunimmt,  aber  auch  um  so  tiefer  wieder  sinkt,  je  höher 
die  Intensität  ist. 

Mit  der  Reizgrösse  ändert  sich  aber  auch  der  Gang  der  Eni- 
Wicklung,  indem  die  Einzdcurven  mit  zunehmender  Intensität  ihr 
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Mammum  früher  erreichen,  und  mit  grösserer  Geschwindigkeit 
ihrer  Grenzcurve  sich  nähern. 

Während  also  bei  mittlereo  Reizgrössen  die  Einzelcurven 
der  grosseren  Intensität  in  ihrem  ganzen  Umfange  die  der  klei- 
neren ttberragen,  tritt  durch  diese  Verschiebung  in  der  Gurven- 
entwicklung  bei  stärkeren  Reizen  der  Fall  ein,  dass  die  Curven 
der  höheren  Intensitäten  unter  die  der  kleineren  herabsinken, 
und  zwar  um  so  früher,  je  grtSsser  der  angewendete  Reiz  ist. 

Es  ist  demnach,  was  wir  schon  aus  den  Summationscurven 
geschlossen ,  die  Einzelcurve  eine  Function  der  Intensität,  aber 
aach  die  Veränderung  der  Einzelcurven  nach  der  Reizzahl  in 
Benig  auf  die  Intensität  variabel ,  und  lässt  sich  aus  ihr  schon 
erkennen,  ob  die  bei  einer  Reizung  angewandte  Intensität  hoch 
oder  niedrig  gewesen  ist. 

Mit  Hülfe  des  obigen  Gesetzes  lassen  sich  die  Aenderungen, 
welche  die  Summationscurven  mit  zunehmender  Intensität  er- 
leiden, leicht  erklären.  Da  die  von  der  Reizintensität  bedingten 
Differenzen  der  Einzelcurven  mit  wachsender  Reizzahl  abneh- 
men, müssen  auch  die  Unterschiede  der  Summationscurv'^en  mit 
letzterer  sich  verringern,  und  zwar  um  so  rascher,  je  grösser  die 
Intensitäten  sind,  bei  denen  sie  gewonnen  wurden,  indem  in. 
diesem  Falle  auch  die  raschere  Annäherung  an  die  Grenzcurve 
Ihren  Einfluss  ausübt. 

Ebenso  lässt  sich  die  Entwicklung,  welche  Curven  maxi- 
maler Reizanzahl  mit  der  Intensität  erleiden ,  auf  die  bei  den 
verschiedenen  Reizgrössen  ungleich  verlaufende  Veränderung 
der  Einzelcurven  zurückführen.    So  lange  die  Einzelcurven. 
wie  dies  bei  den  niederen  Reizgrössen  der  Fall  ist,  mit  der 
Reizzahl  nahezu  gleichmässig  sich  ändern,   müssen  dies  auch 
die  Summationscurven  maximaler  Reizanzahl  thun.  Sobald  aber 
die  Einzelcurven   der  niederen  Reizzahlen  verhältnissmässig 
höher  steigen,  und  rascher  wieder  fallen,  nimmt  bei  der  Sum- 
mationscurve  die  Steilheit  des  Anstiegs  gegenüber  der  Gipfel- 
höhe zu,  so  dass  die  Haximalhöhe  auch  früher  erreicht  wird. 
Nähert  sich  aber  die  Intensität  dem  Maximum,  bei  dem  die  den 
höheren  Reizzahlen  angehörigen  Einzelcurven  unter  die  der 
geringeren  Intensität  herabsinken,  und  sich  zuletzt  nur  mehr 
durch  ihre  ungleiche  Länge  auszeichnen,  muss  auch  der  Abfall 
der  Summationscurve  bei  ungefähr  gleicher  Maximalhöhe  an 
Steilheit  abnehmen. 
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e]  Der  Einfluss  der  Intensität  aaf  die  Gesamnitwirkung 

einer  Reizung. 

Wir  haben  schon  kennen  gelernt,  in  welcher  Weise  sich  bei 
maximaler Reizansahl  dieGesammtwirkung  mit  derReizintensitdt 
ändert.  Nachdem  wir  aber  wissen,  dass  dieser  Einfluss  je  nach 
der  Reizdauer  ein  wechselnder  ist,  wäre  noch  zu  untersuchen, 
ob  das  Nämliche  auch  für  die  Gesammtwirkung  Geltung  hat.  Da 
die  Einzelcnrven  mit  der  Reizzahl  sich  ändern,  so  wäre  es,  um 
vergleichbare  Resultate  zu  erhalten^  nothwendig,  die  Gesantimt- 
Wirkung  der  einzelnen  Reizungen  bei  gleicher  Reizdauer  zu 
kennen,  was  durch  den  Versuch  dii-eot  nicht  gegebe«  war.  Ich 
half  mir  aber  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  schon  früher,  indem 
ich  die  Gesammtmenge  der  überzähligen  Pulse  von  den  durch 
das  Experiment  gewonnenen  Curven  auf  ein  Millimeterpapier 
übertrug,  und  zwar  die  Reizzahlen  als  Abscissen,  die  dazu  ge- 
hörigen überzähligen  Pulse  als  Ordinalen ,  und  die  so  erhaltenen 
fixen  Punkte  durch  eine  Gurve  verband.  Solche  Curven  finden 
sich  z.  R.  in  Figur  34,  Tafel  IV,  und  kann  man  aus  ihnen  die 
wahrscheinlichen  Werthe  für  Summationen  gleich  langer  Reiz- 
dauer direct  entnehmen.  Auf  diese  Weise  sind  die  Curven  auf 
Figur  28 — ^30,  Tafel  IV  entstanden.  Die  ReizgrOssen  sind  hier 
als  Abscissen  aufgetragen.  Die  dazu  gehiirigen  Ordinalen  be- 
deuten die  den  entsprechenden  Summationen  zukommende  Ge^ 
sammtwirkung,  ausgedrückt  durch  den  auf  einen  Reiz  trefi*en- 
den  mittleren  Werth.  Die  in  gleicher  Art  gezeichneten  Linien 
gehören  Summationscurven  gleicher  Reizanzahl  an. 

Was  uns  ap  diesen  Curven  vor  Allem  interessirt,  ist  ihre 
Veränderung  mit  zunehmender  Reizdauer.  Da  in  Figur  29  die 
Curven  nicht  bis  zur  Maximalintensität  fortgeführt  sind,  in 
Figur  28  aber  eine  Curvenentwicklung  bis  zu  dieser  sich  vor- 
findet, so  wollen  wir  uns  beide  Reihen  zusammengefügt  denken. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  nach  der  Intensität  des  Reizes 
sich  richtende  Veränderung  der  Summationscurven  bei  jeder 
Reizanzahl  eine  ganz  ähnliche  Curve  beschreibt,  wie  sie  für  die 
maximale  Reizanzahl  aufgestellt  wurde,  d.  h.  sie  wächst  anfangs 
mit  zunehmender,  dann  abnehmender  Geschwindigkeit,  bis  sie 
bei  dem  Maximalreiz  auch  ihren  MaximalweHh  erreicht  hat. 
Die  Form  der  Cui*ve  ist  aber  doch  je  nach  der  Reizanzahl  ver- 
schieden.   Je  grösser  die  letztere  ist,  desto  eher  nimmt  die  Ge- 
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schwindigkeit  des  Anstiegs  ab,  und  desto  früher  nähert  sich  die 
Garve  dem  Maximalwerthe,  bis  sie  endlich  die  Form  annimmt, 
wie  v^ir  sie  fttr  die  maximale  Reizanzahl  schon  kennen  geLernt 
haben. 

Ganz  das  ntfmliche  Resultat  erhält  man  fttr  den  kleineren 
Abschnitt  auf  der  Fig.  30  zwischen  den  Intensitäten  J&»S73 
und  JS«  300. 

Man  sieht  daraus,  dass  der  ganze  Umfang  der  Summations* 
eurve  d.  h.  die  Gesammtwirkung  der  Reizung  nach  dem  näm- 
lichen Gesetz,  wie  die  Höhe  der  Summationscurven  sich  ändert. 
Bei  gleicher  Differenz  in  der  Reizstärke  ist  der  Unterschied 
zwischen  den  Summationscurven  von  kürzerer  Reizdauer  ver-» 
hälinissmässig  viel  bedeutender,  als  die  von  längerer.  Es  lässt 
sich  also  an  ihnen  auch  genauer  feststellen,  ob  ein  Reiz  maximal 
ist  oder  nicht. 

Ans  den  vorliegenden  Gurven  Hesse  sich  zugleich  die  Aen- 
dening  erkennen,  weiche  der  Umfang  der  Einzelcurve  d.  h.  die 
Gesammtwirkung  der  Einzeireizung  mit  zunehmender  Reizzahl 
erleidet,  und  zwar  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Reizinten* 
sität.  Dies  tritt  aber  noch  viel  deutlicher  hervor,  wenn  wir 
aus  den  auf  Fig.  34,  Tafel  IV  angeftlhrten  Gurven  die  Gesammt- 
wirkung der  Einzelreize  ausrechnen,  und  die  so  erhaltenen 
Zahlen,  ganz  ähnlich,  wie  es  bei  den  Gurven  auf  Fig.  44 — 43, 
Tafel  III  geschehen  ist,  in  Gurvenform  auftragen. 

In  den  Fig.  25 — 27  der  Tafel  III  sind  solche  Gurven  wieder- 
gegeben. Sie  entsprechen,  wie  aus  der  Bezeichnung  ersicht- 
lich ist,  den  Einzelcurven  auf  Fig.  24 — 23  der  gleichen  Tafel. 
Die  Reihen  einer  Figur  sind  bei  gleichem  Intervalle  gewonnen. 
Die  über  einander  liegenden  Gurven  unterscheiden  sich  also 
nur  durch  ihre  Reizintensität. 

Was  allen  Gurven  gemeinsam  ist  und  was  wir  schon  bei 
der  Besprechung  der  Einzelcurven  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
der  Reizzahl  hervorgehoben  haben ,  ist ,  dass  dieselben  rasch  in 
die  Höhe  steigend  ebenso  rasch  auch  wieder  fallen,  um  von 
einem  bestimmten  Punkte  an,  dem  Wendepunkte,  ihrem  Grenz- 
werthe  sich  zu  nähern. 

Vergleichen  wir  die  Gurven  verschiedener  Intensitäten,  so 
ergiebt  sich,  dass  dieselben  mit  steigender  Reizgrösse  an  einem 
immer  höheren  Punkte  beginnen,  und  nach  einem  viel  kürzeren 
Anstieg  etwas  früher  den  Gipfel  erreichen.     Der  absteigende 
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Theil  biegt  um  so  später  in  die  AnBährungsliDie  zum  Grenzwerlh 
um,  je  grösser  die  Intensität  ist,  während  die  Grenzwerthe  selbst 
beinahe  zusammenfallen.  Dadurch  muss  der  erste  Scheut el  des 
Abfalls  bei  ungefähr  gleicher  Neigung  mit  der  Reizgrösse  an 
Länge  zunehmen,  der  zweite  Schenkel  dagegen  sich  ver- 
kürzen. 

Die  Curven  kleiner  und  mittlerer  Intensitäten  wachsen  so 
ziemlich  gleichmässig;  je  höher  aber  die  Intensität  steigt,  desto 
mehr  ändern  sie  ihre  Form,  sowohl  weil  der  Gipfel  früher  ein- 
tritt, wodurch  die  schon  sinkende  Curve  eine  noch  emporsteigende 
berührt ;  als  auch  deshalb^  weil  der  Wendepunkt  des  abfallenden 
Curventheiles  neben  seiner  seitlichen  Verschiebung  immer  tiefer 
und  tiefer  zu  liegen  kommt,  so  dass  Curven  höherer  Intensitäten 
unter  die  der  niederen  herabsteigen.  Weiter  auf  die  Curven- 
änderung  jetzt  schon  einzugehen,  hat  keinen  Zweck,  indem  ein 
Theil  derselben  auch  von  dem  verschiedenen  Intervalle  herrührt. 
Dieselbe  wird  also  erst  dann  vollkommen  verständlich  werden, 
wenn  der  Einflnss  des  Intervalles  auf  die  Summationscurve  be- 
sprochen ist. 

Dagegen  lässt  sich  jetzt  schon  aus  diesen  Curven  die  Folger- 
ung ziehen,  dass  die  Gesammtwirkung  des  Einzelreizes  sich  nach 
einem  ganz  ähnlichen  Gesetze  mit  der  Reizintensität  ändert,  wie 
der  Gipfel  der  Evnzekurve. 

3.  Der  Einflnss  des  Intervalles  auf  die  Schlagzahl  des  Herzens. 

Das  Intervall  muss,  auch  wenn  es  die  Einzelcurve  nicht 
beeinflusst,  die  Summationscurven  ändern ,  indem  deren  Ordi- 
naten,  gleiche  Reizanzahl  und  Intensität  angenommen,  je  nach  der 
Grösse  des  Intervalles  aus  ganz  ungleichen  Stücken  der  Einzel- 
curve  sich  zusammensetzen.  Es  wird  dies  deutlich  werden, 
wenn  ich  für  zwei  verschiedene  Intervalle  nochmals  eine  Sum- 
mation  durchführe. 

Es  liege  eine  Einzelcurve  vor  mit  den  Ordinaten : 

a^  a^  a^  a,, 
entsprechend  den  Abscissen : 

■         •         •         • 

*o  *i   ^  ^j? 
wobei  das  Intervall  zwischen  je  zwei  Abscissen  selbstverständlich 
als  gleich  angenommen  ist. 
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Wird  mit  dieser  Einzelcurve  eine  aus  vier  Reizen  t>esteheDde 
Summationscurve  bei  dem  Intervalle  i^  gebildet,  dann  wird 
folgende  Reibe  erhalten: 


Oo  o,  a,  a, 
^0  ^^  ö«  «3 

^0  ^1  ^«  ^J 
^0  ^4  ^t  öj- 

Um  aus  der  nämlichen  Einzelcurve  wiederum  mit  vier 
Reizen  eine  Summationscurve  bei  einem  andern  Intervalle  ent- 
stehen zu  lassen,  ist  es  nothwendig,  die  Ordinaten  der  Einzel- 
curve auch  fttr  das  neue  Intervall  zu  kennen. 

Es  sei  das  neue  Intervall  n-mal  kleiner,  als  das  vorher- 
gehende. Dann  sind  die  dem  Intervalle  entsprechenden  Ab- 
scissen : 

wobei  i/  =  «0»  ^^  =  «i»  ^t**  = '«  "öd  /,'» =  t,. 

Die  den  neuen  Abscissen  entsprechenden  Ordinaten  der 
Einzelcurve  sind: 

Wenn  wir  also  im  neuen  Intervalle  t^*  eine  Summations- 
curve aus  vier  Reizen  bilden,  so  erhalten  wir  folgende  Reihe : 

00*  a^*  a,'  a^*  . . .  a^       ...  a,*      a,*      ...  o,** 

«•'  «0*  öo'  •  •  •  »•'*"'*  ...«»**     Os*      •  •  •  «3**""*  «8** 

a/  . . .  a^^""' . . .  a^*»-*  a,*»"*  . . .  a,*»-»  a,*»"*  Oj,*»"*  a,»». 

Die  Ordinaten  dieser  Summationscurve  sind  also  aus  ganz  an- 
deren Ordinaten  der  Einzelcurve  zusammengesetzt,  wie  bei  der 
vorhergehenden  Gurve,  da  die  Einzelcurven  nach  dem  jeweiligen 
Intervalle  verschoben  zu  der  Summationscurve  sich  summiren. 

MitRttcksichtaufdieEntstehungsweisederSummationscurve 
ergeben  sich  bestimmte  Folgerungen :  Die  Summationscurve  ist 
bei  unveränderter  Reizanzahl  um  so  höher,  steiler  im  Anstieg  und 
Abfall,  aber  auch  um  so  kürzer,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  und 
wird  bei  letzterem  der  Gipfel  auch  früher  erreicht. 

Das  Gleiche  hat  für  die  Summationscurve  maximaler  Reiz- 
anzahl Geltung,  nur  dass  hier  der  Anfang  des  Gipfels  unbedingt 
auf  die  nämliche  Abscisse  fällt,  so  dass  die  Maximalhöhe  einer 
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SummatioQ  auch  bei  einer  um  so  kleineren  Reizanzabl  eintritt, 
je  grösser  das  Intervall  ist. 

Dies  ist  aus  dem  Vergleiche  der  bei(}en  obigen  Summations- 
curven  leicht  zu  ersehen.  Da  die  Einzelcurve  nur  allmählich  sich 
ändert;  so  muss  die  Summationscurve,  die  sich  aus  den  einzelnen 
Ordinalen  dieser  Einzelcurve  zusammensetzt,  um  so  höher 
v(^erden,  je  näher  die  Ordinalen  bei  einander  liegen,  d.  h.  je 
kleiner  das  Intervall  ist.  Ist  z.  B.a^^  =  a^  die  höchste  Ordinate 
der  Einzelcurve,  so  wird  a,""**  >  a^""**  >  a^**"*^  grösser  seio 
als  a^,  da  jede  einzelne  davon  der  höchsten  Ordinate  a^  viel 
näher  liegt.  Es  muss  also  auch  die  Summe  dieser  Ordinalen 
die  der  anderen  übertreffen,  das  heisst  mit  anderen  Worten: 
Die  Ordinalen  der  Summationscurven  sind  um  so  höher,  je  klei- 
ner das  Intervall  ist,  bei  dem  sie  entstanden  sind.  Da  aber  dieser 
Beweis  auch  allgemein  für  jede  Ordinate  gültig  ist,  so  muss  mit 
der  Höhe  des  Intervalles  auch  die  Steilheit  des  Anstiegs  und  Ab- 
falls der  Summationscurven  zunehmen.  Und  da  dieSummations- 
curve  bei  Vermehrung  der  Reizanzahl  jedesmal  um  das  Intervall 
selbst  sich  verlängert,  so  muss  bei  constanter  Reizzahl  die  Curve 
um  so  länger  sein,  je  grösser  das  Intervall  ist.  Bezeichnen  wir 
die  Länge  der  Einzelcurve  mit  Z,  so  ist  bei  dem  Intervalle  t  und 
der  Reizanzahl  n  die  Länge  der  Summationscurve  Lszl^ni. 

L  wird  also  bei  constantem  n  um  so  grösser,  je  grösseres 
Werth  i  annimmt.  Ich  habe  schon  bei  Besprechung  der  Sum- 
mation  im  Allgemeinen  erwähnt,  dass  eine  Summation  ihre 
maximale  Höhe  erreicht ,  wenn  ein  neuer  Reiz  mit  dem  Ende 
der  Einzelcurve  zusammenfällt,  d.  h.  wenn  die  Ordinate  der 
Summationscurve  aus  allen  im  Reizintervalle  eiTichlelen  Ordi- 
nalen der  Einzelcurve  zusammengesetzt  ist.  Daraus  folgt,  dass 
der  maximale  Gipfel  unabhängig  vom  Intervalle  stets  auf  die 
gleiche  Abscisse  fällt,  dass  aber  dieser  Gipfel  um  so  höher  wird, 
und  einer  um  so  grösseren  Reizanzahl  entspricht,  je  kleiner  das 
Intervall  ist. 

Es  ist  also  mit  einem  Wechsel  im  Intervalle,  auch  wenn 
die  Einzelcurve  keine  Function  desselben  ist,  eine  Aenderung 
der  Summationscurve  nothwendig  verbunden ,  und  wo  ein 
Summationsvorgang  vorliegt,  muss  auch  diese  Abhängigkeit  zu 
constaliren  sein .  Ausserdem  erwächst  uns  aber  noch  die  weitere 
Frage,  ob  nicht  unter  dem  Einflüsse  des  Intervalles  die  Einzel- 
curve selbst  eine  Aenderung  erfährt. 
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a)  Einfluss  des  latervalles  auf  SummatioQscurvejQ 

maximaler  Reizanzahl. 

a)  Bei  gleicher  Keizintensität. 

Wie  aus  den  obigen  SdUen  hervorgeht,  ist  die  Aenderung, 
welche  die  Grenzcurven,  d.h.  die  Summationscurveo  maximaler 
Reizantahl,  mit  dem  Intervalle  erleiden,  lelohtzu  erkennen,  wes- 
halb gerade  sie  sehr  gut  zur  Orientirung  in  den  aufgeworfenen 
Fragen  zu  bentltzen  sind.  Dabei  muss  jedoch  vorausgesetzt 
werden,  dass  die  Reizintensitttt  bei  dem  Wechsel  des  Intervalles 
gleich  gehalten  wird. 

Auf  Figur  32,  Tafel  IV  habe  ich  eine  Reihe  von  solchen 
Samoiaiionscurven  bei  verschiedenem  Intervalle  wiedergegeben. 
Die  Curven  sind  dem  Versuche  0  entnommen  und  ohne  Correctur 
abgebildet  Dieselbe  Farbe  bedeutet  hier  das  gleiche  Intervall, 
die  gleiche  Art  der  Zeichnung  die  nflmliche  lotensitdt.  Die  Reiz- 
dauer ist  selbstverstfindlich  bei  allen  gleichlang,  und  ist  das 
Ende  der  Reizung  durch  eine  Senkrechte  angezeigt. 

Vergleichen  wir  die  zusammengehörigen  Curven,  so  finden 
wir  zwischen  ihnen  Unterschiede,  wie  es  die  Verschiedenheit 
des  Intervalles  verlangt.    Der  Gipfel  der  Curven  wird  ungefähr 
zu  gleicher  Zeit  erreicht,  und  entspricht  deshalb  auch  einer  ver- 
schiedenen Reizanzahl.  Desgleichen  nimmt  die  Höhe  des  Gipfels 
und  die  Steilheit  des  Anstieges  mit  dem  Intervalle  zu.    Es  ist 
also   unleugbar,    dass   gewisse   Forderungen   der   Summation 
erfüllt  sind,   aber  doch  nicht  alle.    Die  Curven  bei  gleicher 
IntensiUlt  sollten  nämlich,  vom  Ende  der  Reizung  an  gerech- 
net, gleich  lang  bleiben,  und  zwar  gleich  der  Länge  der  Einzel- 
enrve;  demnach  mttsste  auch  das  abfallende  Curvenstück  bei 
gleicher  Reizdauer  mit  Erhöhung  des  Intervalles  an  Steilheit 
zunehmen,  was  aber  beides  durchaus  nicht  der  Fall  ist.    Die 
Curvenlänge  nimmt  im  Gegeotheil   vom  Ende  der  Reizung  an 
gerechnet  mit  der  Grösse  des  Intervalles  ab,  die  Steilheit  des 
Abfalls  mit  ihr  zu. 

Dieser  Unterschied  Hesse  sich  von  der  ungleichen  Reiz- 
anzahl ableiten,  der  die  Curven  ihr  Zustandekommen  verdan- 
ken, indem  dieselben  bei  gleicher  Reizdauer,  und  deshalb  bei 
verschiedener  Reizanzahl  gewonnen  sind,  die  Curven  des  grös- 
seren Intervalles  bei  201,  die  des  kleineren  bei  666  Reizen. 
Es  wäre  also  wohl  denkbar,  dass  die  Abweichung  beider  Reihen 
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von  dieser  Differenz  in  der  Reizanzahl  herrühre,  zumal  ja  fest- 
steht, dass  die  Einzelcurve  eine  Function  der  Heizzahl  ist.  Ich 
habe  schon  angegeben,  dass  diese  Function  einer  bestimmten 
Grenze  sich  nähert,  und  dass  von  der  sogenannten  Grenzcurve 
an  die  Aenderungen  nur  mehr  sehr  klein  sind.  Es  muss  sich 
deshalb  auch  beweisen  lassen,  dass  jener  Unterschied  nicht 
von  der  ungleichen  Reizanzahl  herrührt.  Dazu  ISsst  sich  Figur 
33  auf  Tafel  IV  benutzen.  Die  betreffenden  Curven  sind  aus 
Versuch  L  bei  maximaler  Intensität  gewonnen .  Zwei  dieser  Cur- 
ven besitzen  bei  maximaler  Reizanzahl  gleiche  Reizdauer.  Die 
höhere  von  beiden  entspricht  dem  Intervalle  0.49,  ist  also  eine 
Summationscurve  aus  457  Einzelreizen,  die  andere  dagegen  ist 
bei  dem  Intervalle  0.39  aus  78  Einzelreizen  zusammengesetzt 
Vergleichen  wir  beide  Curven,  so  ergeben  sich  die  nämlichen 
Resultate  wie  aus  Figur  32.  Um  nun  beurtheilen  zu  können, 
inwieweit  die  ungleiche  Reizanzahl  an  dieser  Abweichung  von 
einer  einfachen  Summation  Schuld  ist,  habe  ich  noch  eine  wei- 
tere Curve  hinzugefügt,  die  bei  dem  Intervall  0.49  52  Reizen 
entspricht,  und  ebenfalls  bei  maximaler  Intensität  gewonnen  ist. 
Ich  muss  erwähnen,  dass  r  =s  52  noch  keine  maximale  Reiz- 
anzahl ist,  dass  diese  erst  bei  r  =s  65  erreicht  wird.  Dennoch 
ist  der  Unterschied  in  der  Form  der  Curven  r  as  52  und 
r  =  457  nicht  besonders  gross,  und  würde  noch  kleiner  sein, 
wenn  beide  maximaler  Reizanzahl  angehören  würden. 

Ein  Vergleich  zwischen  den  Curren  r  =  52  bei  dem  Inter- 
vall 0.49  und  r=:78  bei  Intervall  0.39  ergiebt  aber,  dass 
zwischen  beiden  ganz  ähnliche  Differenzen  vorhanden  sind,  wie 
wir  sie  vorher  zwischen  Curven  maximaler  Reizanzahl  erhalten 
haben.  Die  Länge  der  Curven  vom  Ende  der  Reizungen  an  isl 
auch  hier  ganz  verschieden,  und  ebenso  ist  die  Geschwindigkeit 
des  Abfalles  nicht  wie  es  sein  sollte  bei  dem  kleineren,  son- 
dern bei  dem  grösseren  Intervalle  bedeutender. 

Dies  beweist,  dass  auch  eine  durch  das  Intervall  bedingte 
Differenz  vorhatiden  ist,  welche  nicht  auf  dem  Summattons- 
vorgange  allein  beruht.  Diese  Abweichung  kommt  noch  deut- 
licher zum  Ausdruck,  wenn  wir  Curven  höherer  Intensität  ver- 
gleichen, wie  dies  in  Figur  34,  Tafel  IV,  geschehen  ist.  Dieselben 
sind,  aus  dem  Versuche  U  stammend,  wieder  bei  gleicher  Reiz- 
dauer ausgeführt.  Wie  bei  den  früheren  Curven  sind  die  glei- 
chen Intervalle  mit  derselben  Farbe ,  und  die  gleichen  Inten- 


Die  Schlagzahl  des  Herzens  etc.  255 

sitäten  mit  derselben  Art  der  Zeichnung  wiedergegeben.  Wir 
sehen  aus  ihnen,  dass bei  höherer  Reizintensität  die  Unterschiede, 
wie  sie  das  Intervall  erfordert,  immer  mehr  verschwinden,  wo- 
gegen sich  gerade  die  eben  besprochenen  Abweichungen  von 
dem  einfachen  Summationsvorgange  immer  mehr  ausbilden, 
d.  h.  die  mit  der  Verkürzung  des  Intervalls  einhergehende  Ver- 
längerung der  Curve  und  die  Verflachung  des  Abfalls. 

Ich  glaube  daraus  den  Schluss  ziehen  zu  müssen,  dass  eine 
Sommation  wirklich  stattfindet,  da  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
die  Forderungen  einer  solchen  erfüllt  sind ;  dass  aber  auch  wegen 
der  verschiedenen  Abweichungen  von  den  Anforderungen  einer 
einfachen  Sumroation  eine  Beeinflussung  der  Einzelcurve  durch 
die  Grosse  des  Intervalles,  d.  h.  durch  die  Schnelligkeit,  mit  der 
die  einzelnen  Reize  auf  einander  folgen,  anzunehmen  ist. 
Wie  ist  nun  dieser  Einfluss  zu  denken? 
Es  könnte  die  durch  die  Reizzahl  bedingte  Aenderung  der 
Einzelcurve  bei  den  verschiedenen  Intervallen  anders  verlaufen. 
Es  konnte  aber  auch  die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 
Intensität  je  nach  dem  Intervalle  verschieden  sein. 

Für  beide  Annahmen  haben  wir  bestimmte  Anhaltspunkte. 
Wir  haben  gesehen ,  dass  die  Einzelcurve  unter  dem  Einflüsse 
der  Reizzahl  sich  ändert,  dass  aber  diese  Aenderung  einer  Grenze 
sich  nähert,  zu  einer  Zeit,  wo  die  Maximalhöhe  der  Summations- 
cur\'e  erreicht  wird.   Da  aber  dieser  Punkt  bei  kleineren  Inter- 
vallen auf  eine  viel  höhere  Reizzahl  fällt,  so  ist  es  auch  wahr- 
scheinlich, dass  diese  Aenderung  der  Einzelcurve  bei  kleinerem 
Intervalle  viel  weiter  fortschreitet,  als  bei  grösserem  Intervalle. 
Andererseits  beweisen  uns  die  mit  der  Reizintensität  zuneh- 
menden Abweichungen  von  den  Resultaten,  wie  sie  einfache 
Sammationen  ergeben  würden ,  dass  das  Intervall  auch  auf  die 
Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der  Intensität  von  Einfluss 
sein  muss. 

Auf  letztere  möchte  ich  zuerst  näher  eingehen,  und  zwar 
an  der  Hand  von  Summationscurven  von  maximaler  Reizanzahl. 

ß]  Einfluss  des  Interralles  auf  die  EntwickluDg  der  Summationscurven  von 
maximaler  Reizanzabl  nach  der  Reizintensität. 

Ich  möchte,  bevor  ich  auf  die  Curvenentwicklung  nach  der 
Beizintensität  eingehe,  eine  Zusammenstellung  von  Curven  maxi- 
nuiler  Intensität  aber  verschiedenen  Intervalles  vorftlhren,  weil 
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sie  die  schon  besprochenen  Abweichungen  sehr  deuliich  erken- 
nen lassen. 

In  Figur  35,  Tafel  V  sehen  wir  solche  Curven  aus  dem  Ver- 
suche Uy  die  alle  bei  gleicher  Reizdauer  erhalten  sind.  Auch  sie 
sind  uncorrigirt,  nicht  einmal  bei  gleicher  normaler  Pulszahl 
gewonnen,  so  dass  auf  kleine  Abweichungen  kein  Gewicht  za 
legen  ist.  Mir  kommt  es  nur  darauf  an ,  an  ihnen  die  Gesetz- 
mässigkeit der  Curvenentwicklung  bei  Wechsel  des  Intervalles 
vorzufuhren. 

Was  zunächst  in  die  Augen  fällt,  ist,  dass  mit  dem  klei- 
neren Intervalle  die  maximale  Intensität  stets  früher  erreicht 
wird.   Sie  ist  bei  : 

Intervall  =  0.035"  =  100  Einheiten 
O.H      =s900  » 

0.$0      ==400  » 

0.67      =  400 

Die  betreffenden  Intensitäten  sind  nicht  genau  maximal, 
sie  können  auch  ttbermaximal  sein,  da  es  aus  schon  frtlher 
erwähnten  Gründen  sehr  schwer  ist,  während  eines  Versuches 
genau  die  maximale  Intensität  zu  bestimmen.  Deshalb  lässt 
sich  auch  aus  der  Reihe  kein  weiterer  gesetzmässiger  Zusam- 
menhang zwischen  Intervall  und  maximalem  Reiz  erkennen. 
Dass  die  Intensitäten  aber  gewiss  nicht  submaximal  sind, 
davon  habe  ich  mich  durch  Vergleich  der  Curven  überzeugt. 
Und  da  sich  vollständig  deckende  Curven  nicht  vorführen  lassen, 
will  ich  den  Beweis  dafür  in  der  Weise  führen,  dass  ich  die 
Gesammtmenge  der  überzähligen  Pulse  für  die  einzelnen  In- 
tensitäten angebe.  Die  Zahlen  unterliegen  den  nämlichen  Un- 
genauigkeiten,  wie  die  früher  schon  angeführten  Werthe  für 
die  Gesamnitwirkung  einer  Reizung,  und  habe  ich  die  Ursache 
davon  damals  schon  klar  gelegt.  Auch  hier  sind  die  Zahlen  auf 
die  mittlere  Wirkung  eines  einzigen  Reizes  umgerechnet. 


Beizgrösse 

IntenrsU  =r  0.11" 

IntervaU  =r  0.20" 

InterraU  =  0.67* 

in  Einheiten 

der 
SchlittenBcala 

IrÄ 

MaximM- 

intensitat 

=  100 

lr  = 

Maximal- 

intenait&t 

=  100 

lr  = 

Kaxinal- 

lAtenntät 

=  100 

hOO  E 
300  E 
200  E 
100  J? 

0.421 
0.421 
0.S63 

100 

100 

87 

0.532 
0.501 
0.481 
0.893 

400 
94 

90 
74 

0.941 
0.834 
0.690 
0.575 

100 
92 
76 
61 
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Dies  heisst  also:  Bei  dem  Intervalle  O.ii  stimmen  die 
Werthe  für  4  r  schon  von  200  E  an  vollständig  miteinander 
aberein,  bei  Int.  O.SO  ist  £=s  300  schon  nahe  maximal,  wäh- 
rend bei  Int.  0.67  die  Differenz  zwischen  300  und  400  Einhei- 
ten noch  ziemlich  bedeutend  ist.  Die  Verschiedenheit  der  Maxi- « 
malintensität  tritt  noch  deutlicher  hervor,  wenn  wir  die  bei  ihr 
erhaltene  Gesammtmenge  der  überzähligen  Pulse  =  100  setzen, 
and  das  Yerhaltniss  des  Totaieffectes  der  übrigen  Intensitäten 
dazu  berechnen. 

E$  ist  somit  der  Maximalreiz  von  der  Grösse  des  Intervalles 
abhängig. 

Rehren  wir  nun  zu  den  Curven  auf  unserer  Figur  zurück, 
so  ergibt  sich  folgendes.    Die  Maximalcurven  steigen  bei  klei- 
nerem Intervalle  steiler  empor  und  erreichen  ihr  höheres  Maxi- 
mum früher,  die  Gipfelbreite  und  die  Länge  der  Curven  nimmt 
zu,  während  der  Abfall  flacher  wird.  Wir  erhalten  also  dasselbe 
Bild,  welches  wir  schon  an  einigen  Reihen  bei  der  Gurven- 
entwickelung  nach  der  Reizintensität  kennen  gelernt  haben. 
(Figur  H — 16,  Tafel  Il.J   Wie  dort  erreichen  wir  auch  hier  eine 
Grenze,  bei  der  durch  weitere  Verkleinerung  des  Intervalles 
die  Steilheit  des  Anstiegs  und  die  Hohe  der  Curven  nicht  mehr 
geändert  wird,  sondern  nur  die  Länge  derselben  und  die  Ver- 
flachung des  Abfalls.    Dagegen  existirt  hier  keine  Grenze ,  an 
der  die  Curven  vollständig  sich  decken,  wenigstens  nicht  bis 
zudem  von  mir  untersuchten  Intervalle  von  0.035  Sccunden. 
Das  Gleiche  scheint  auch  der  grosse  Unterschied  in  den  Curven 
des  Intervalles  0.035  und  0.14  zu  beweisen. 

Ehe  wir  auf  die  Ursachen  dieser  Verschiedenheit  eingehen, 
müssen  wir  zuerst  klar  gelegt  haben ,  in  welcher  Weise  die- 
selbe mit  wachsender  Intensität  sich  ausbildet.  Wir  haben  also 
die  Entwicklung  der  Summationscurven  nach  der  Reizintensität 
bei  den  einzelnen  Intervallen  näher  zu  betrachten.  Ich  habe 
dafür  den  Versuch  U  gewählt,  mit  den  Intervallen  0.11,  0.20 
und  0.67  See.  Die  betreffenden  Reihen  finden  sich  auf  den 
Figuren  14,  Tafel  II,  36  und  37,  Tafel  V.  Zum  besseren  Ver- 
gleich derselben  habe  ich  die  Curven  bei  gleicher  Intensität  in 
der  nämlichen  Weise  gezeichnet. 

Jede  Reihe  lässt  für  sich  die  Veränderungen  erkennen,  die 
bei  einem  Wechsel  der  Intensität  des  Reizes  eintreten,  und  doch 
ist  zwischen  denselben  ein  grosser  Unterschied.    Beim  Inter- 


258  Erwin  Voit, 

valle  0.67  nehmen  die  Curven  mit  der  Stärke  des  Reizes 
ganz  allmählich  zu,  zuerst  etwas  schneller,  dann  langsamer; 
aber  überall  ist  noch  an  allen  Stücken  der  Curve  eine  Zu- 
nahme bemerkbar.  Die  Curven  sehen  sich  alle  ähnlich,  und 
ist  eine  grosse  Gleichmässigkeit  in  ihrer  Entwicklung  bis  zur 
maximalen  Intensität  erkennbar.  Die  Veränderung  bleibt  also 
auf  einer  frühen  Stufe  stehen,  die  ungefähr  dem  entspricht,  was 
wir  früher  das  erste  Stadium  der  Entwicklung  genannt  haben. 

Bei  dem  Intervalle  0.20  (Figur  36)  verändern  sich  die  Cur- 
ven ganz  ähnlich,  wie  im  vorhergehenden  Beispiele ,  bis  unge- 
fähr zur  Intensität  E  s=  50.  Von  hier  ab  werden  an  den  Cur- 
ven deutlich  die  Veränderungen  sichtbar,  die  für  das  sogenannte 
zweite  Stadium  als  charakteristisch  aufgestellt  wurden,  das 
heisst,  es  rückt  der  Wendepunkt  des  Anstiegs  zum  Gipfel  be- 
trächtlich nach  aussen,  wodurch  die  Steilheit  des  Anstiegs  und 
die  Breite  des  Gipfels  selbst  zunimmt.  Desgleichen  verQacht  sich 
der  Abfall  und  der  Wendepunkt  zwischen  beiden  Abfallschen- 
keln rückt  weit  mehr  nach  oben  als  nach  aussen. 

Noch  früher  beginnt  diese  ungleichmässige  Entwicklung 
der  einzelnen  Curvenstücke  bei  dem  noch  kleineren  Intervalle 
auf  Figur  44,  jedenfalls  schon  bei  der  Intensität  £  =  25.  Die 
Verbreiterung  des  Gipfels  in  dieser  Curve  weist  aber  darauf 
hin,  dass  der  Beginn  dieser  Ungleichmässigkeit  wahrscheinlich 
auf  eine  noch  kleinere  Intensität  fällt.  Deshalb  bildet  sie  sich 
hier  auch  weiter  aus,  so  dass  wir  mit  der  Intensität  £*=  100 
schon  das  dritte  Stadium  der  Entwickelung  vor  uns  haben,  wo 
die  Curven  fast  nur  durch  die  Verbreiterung  des  Gipfels,  Ver- 
flachung des  Abfalls,  und  ihre  Längenzunahme  von  einander 
sich  unterscheiden. 

Wir  kommen  also  zu  dem  SchltisSy  dass  die  Summationscur- 
ven  maximaler  Reizanzahl  bei  kleinen  Intensitäten  ganz  allmälig 
und  regelmässig  zunehmen ,  dass  aber  mit  der  höheren  Intensität 
die  AehnlicKkeit  der  Curven  um  so  rascher  verschwindet^  die  Cur- 
ven um  so  bedeutendere  Umformungen  erleiden ,  und  um  so  eher 
die  Maodmalintensität  erreicht  wird,  je  kleiner  das  Intervall  ist. 

Da  also  bei  kleinerem  Intervalle  die  Curven  viel  rascher 
ihre  Maximalintensität  erreichen ,  und  bei  den  höheren  Inten- 
sitäten mxv  eine  ganz  einseitige  Formveränderung  durchmachen, 
muss  auch  der  Unterschied,  den  das  Intervall  zwischen  Curven 
gleicher  Intensität  bedingt,  und  der  anfangs  den  Gesetzen  ein- 
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facher  Summation  zu  folgen  scheint,  davon  mit  wachsender 
Reizgrösse  immer  grössere  Abweichungen  erfahren.  Es  ist  uns 
nun  gelungen,  die  ganze  Entwicklung  der  Curven  nach  der 
Reizintensität  auf  eine  eigenthttmliche  Veränderung  der  Einzel- 
corve  zurttckzuführen,  und  wird  es  dadurch  sehr  wahrschein- 
lich, dass  diese  Abweichungen  ebenfalls  darin  ihre  Begründung 
finden. 

Ehe  ich  aber  darauf  eingehe,  möchte  ich  noch  darlegen, 
welche  Aenderung  die  Summationscurven  submaximaler  Reiz- 
anzahl durch  den  Wechsel  des  Intervalles  erleiden. 

b^,  Die  Summationscurven  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
derReizanzahl  und  ihre  Aenderung  durch  den  Wechsel 

des  Intervalles. 

Ich  habe  in  Figur  4  und  5,  Tafel  I  Entwicklungen  der  Sum- 
mationscurven nach  der  Reizanzahl  gegeben,   die  unter  sonst 
gleichen  Bedingungen,  und  nur  bei  ungleichem  Intervalle  aus- 
geführt sind,  habe  aber  damals  noch  nicht  auf  die  Unterschiede 
der  beiden  Reihen  aufmerksam  gemacht.    Es  lassen  sich  nun 
leicht  bei  einem  Vergleich  beider  Reihen  grössere  Differenzen 
zwischen  den  einzelnen  Curven  nachweisen ,  welche  sich  zum 
grossen  Theil  auf  den  Wechsel  des  Intervalles  direct  zurück- 
flihren  lassen;  so  z.  B.  dass  bei  gleicher  Reizanzahl  der  Gipfel 
tnit  wachsendem  Intervalle  niederer  wii*d  und  zeitlich  später 
fsllt,  dass  der  Anstieg  und  Abfall  sich  abflacht  und  dass  die 
Maximalhohe  einer  geringeren  Reizanzahl  entspricht,  bei  dem 
Intervalle  0.42"  ungefähr  40  Reizen  und  dem  Intervalle  0.10" 
100  Reizen.     Gleichwohl  lassen   sich  auch  an  diesen  Reihen 
Abweichungen  vom  Summationsgesetze  erkennen.    So  nimmt 
die  Länge  der  Summationscurve  bei  gleicher  Reizanzahl  mit  der 
Grösse  des  Intervalles  ab  statt  zu,  und  fällt  die  Maximalhöhe 
nicht  auf  die  gleiche  Abscisse ,  sondern  tritt  bei  dem  Intervalle 
0.10"  in  42.8  und  bei  0.42"  in  ungefähr  18  Secunden  ein.  Wei- 
tere Differenzen  ergeben  sich,  wenn  wir  bei  beiden  Intervallen 
auf  die  Entwicklung  der  Summationscurven  nach  der  Reizanzahl 
näher  eingehen.    Bei  dem  grösseren  Intervalle  0.42"  lässt  sich 
anfänglich  eine  Zunahme,  dann  allerdings  auch  eine  Abnahme 
in  dem  von  der  Reizanzahl  abhängigen  Wachsthum  der  Summa- 
tionscurven erkennen,  aber  nur  in  geringem  Maasse.    Bei  dem 
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kleinen  Intervalle  0.10"  verkleinert  sich  die  Zunahme  der  Sam- 
mationscurve  schon  von  rss  10  an,  zuerst  langsam  dann  schnel- 
ler, wie  dies  aus  einem  Vergleich  der  Curven  von  r  ==  44  und 
r  s  404  hervorgeht. 

Ein  ähnlicher  Unterschied  findet  sich  im  Anstieg  und  Abfall 
der  Curven  beider  Intervalle,  besonders  bei  einer  grösseren 
Reizanzahl.  Für  das  grössere  Inter\'all  ist  der  Anstieg  kaum 
steiler  wie  der  Abfall,  und  wird  die  Differenz  mit.  steigender 
Reizanzahl  zu  Gunsten  des  Abfalls  immer  kleiner,  bei  dem 
kleinen  Intervall  dagegen  ist  der  Abfall  schon  anfangs  viel 
flacher  als  der  Anstieg,  welcher  Unterschied  mit  der  Reizanzab) 
noch  bedeutend  zunimmt. 

Zu  besserem  Vergleiche  habe  ich  in  Figur  38  u.  39,  Tafel  V 
je  zwei  Curvenreihen  gleicher  Intensität  aber  ungleichen  Inter- 
valles  über  einander  aufgetragen.  Dieselben  sind  wieder  unter 
sonst  gleichen  Bedingungen  an  dem  nämlichen  Hunde  Y  ge- 
wonnen und  in  ganz  analoger  Weise  wie  die  früheren  Summa- 
tionscurven  gezeichnet.  Gleiche  Farben  beziehen  sich  wieder 
auf  gleiches  Intervall. 

In  Figur  38  sind  die  Intervalle  0.20"  und  0.40"  nicht  viel 
verschieden,  weshalb  sich  auch  die  Curven  leicht  vergleichen 
lassen.  Einige  Forderungen  regelmässiger  Summation  sind 
auch  hier  erfüllt,  wie  die  mit  dem  Intervalle  abnehmende  Steil- 
heit des  Anstiegs  und  Höhe  des  Gipfels.  Dagegen  finden  sich 
wieder  die  nämlichen  Abweichungen  davon,  wie  in  den  schon 
besprochenen  Reihen.  Aus  diesem  Beispiele  ergibt  sich,  dass 
die  Unregelmässigkeit  um  so  bedeutender  ist,  und  um  so  früher 
eintritt,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  welches  zur  Reizung  ver- 
wendet wurde.  Wir  haben  aber  schon  kennen  gelernt,  dass 
der  Unterschied  zwischen  Curven  gleichen  Intervalles  mit  zu- 
nehmender Reizanzahl  kleiner  wird  dadurch ,  dass  das  Gipfel- 
wachsthum  und  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls  sich  vermin- 
dert. Deshalb  differiren  auch  Curven  gleicher  Reizanzahl  aber 
ungleichen  Intervalles  verhältnissmässig  um  so  weniger,  je  grös- 
ser die  Anzahl  der  Einzelreize  gewählt  wurde.  Noch  prägnanter 
drückt  sich  dies  in  den  Curven  der  Figur  39  aus,  welche  aller- 
dings nicht  bei  gleicher,  aber  beide  bei  maximaler  Intensität 
gewonnen  sind. 

W^ir  kommen  also  auch  hier  zu  dem  Schluss,  dass  nicht 
alle  Forderungen  einer  regelmässigen  Summation  erfüllt  siod, 
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und  dass  die  Summation  bei  den  verschiedeneD  Intervallen  in 
ODgleicher  Weise  verläuft. 

Die  DifTerenz,  welche  sich  für  Gurven  maximaler  Reiz- 
anzahl  bei  Aenderung  des  Intervalles  ergibt,  ist  demnach  nicht 
gültig  filr  eine  submaximale  Reizanzahl,  sondern  bildet  sich 
erst  mit  wachsender  Reizanzahl  aus,  ein  Zeichen,  dass  die  Ent- 
wicklung der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl  auch  von  der 
Grösse  des  Intervalles  abhängig  ist. 

c)  Einfluss  des  Intervalles  auf  die  Einzelcurve. 

a)  Bei  gleicher  Reizintensität. 

Ich  habe  in  den  Figuren  9  und  40,  Tafel  I  und  II  Beispiele 
fdr  die  Entwicklung  der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl  gegeben, 
habe  aber  noch  keine  Rücksicht  auf  die  Verschiedenheit  des  Inter- 
valles genommen.  Da  diese  Reihen  an  dem  nämlichen  Hunde 
be\  gleicher  Reizintensität  und  überhaupt  unter  ganz  gleichen 
Bedingungen,  nur  bei  verschiedenem  Intervalle  gewonnen  sind, 
so  lässt  sich  an  ihnen  der  durch  das  Intervall  bedingte  Unter- 
schied in  der  Entwicklung  der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl 
sehr  gut  nachweisen. 

Auf  eine  Ungleichheit  der  Gurven  habe  ich  schon  aufmerk*- 
sam  gemacht.    Da  nämlich  die  Einzelcurven  mit  der  Reizzahl 
allmählich  einer  Grenzcurve  sich  nähern,  d.  h.  von  einer  bestimm- 
ten Form  an  nur  mehr  minimale  Aenderutigen  durchmachen,  so 
wird  sich  die  ganze  Entwicklung  nach  dieser  Grenzcurve  rich- 
ten müssen.    Ich  habe  auch  sehr  wahrscheinlich  getinacht,  dass 
die  Grenzcurve  mit  der  Reizzahl  ungefähr  zusammenfällt,  bei 
welcher  die  Summationscurve  ihre  maximale  Höhe  erreicht.  Da 
nun  aber  aus  den  Summationscurven   maximaler  Reizanzahl 
direct  hervorgeht,  dass  diese  maximale  Höhe  nahezu  bei  glei- 
cher Reizdauer  eintritt,  das  heisst  also  bei  grossem  .Intervalle 
bei  einer  kleineren  Reizzahl,  so  ist  daraus  schon  der  Schluss 
berechtigt,  dass  die  Einzelcurve  mit  zunehmendem  Intervalle 
ihre  Grenzcurve  früher  erreicht,  und  früher  constante  Form 
annimmt. 

Dies  finden  wir  auch  bei  Retrachtung  unserer  Curvenreihen 
^stätigt.  Rei  dem  Intervalle  0.42  ändert  sich  die  mittlere 
Einzelcurve  zwischen  20  bis  30  und  30  bis  40  r  nur  mehr  sehr 
^enig,  was  uns  beweist,  dass  die  Grenzcurve  nicht  viel  davon 
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abweichen  kann,  und  wohl  der  Reizzahl  r  s  40  entspricht.  Es 
drückt  sich  dies  auch  in  der  Form  der  entsprechenden  Summa- 
tionscurve  auS;  und  findet  seine  Bestätigung  in  der  Grenzcurve, 
die  ich  aus  der  Abfallsgeschwindigkeit  der  Summationscurve 
r  SS  40  construirt  und  den  anderen  Gurven  dieser  Reihe  bei- 
gefügt habe. 

Bei  dem  Intervalle  0.40"  wäre  die  maximale  Höhe  ungefähr 
bei  lOOr  erreicht.  Es  lässt  sich  also  aus  der  Geschwindigkeit 
des  Abfalles  der  Summationscurve  von  100  r  die  Grenzcurve  ab- 
leiten. Wir  sehen  auch,  dass  bis  zu  dieser  Grenzcurve  die 
Einzelcurven  mit  wachsender  Reizzahl  zuerst  schneller,  dann 
allmälig  immer  langsamer  abnehmen. 

Je  kleiner  also  das  Intervall  ist,  desto  später  geht  die  Einzel" 
curve  mit  steigender  Reizzahl  in  die  Grenzcurve  über. 

Ich  habe  schon  früher  hervorgehoben,  dass  die  Einzelcur- 
ven anfänglich  mit  der  Reizzahl  zunehmen,  ohne  ihre  Form  zu 
ändern,  und  dass  erst  die  rückläufige  Bewegung  mit  einer  Aen- 
derung  in  der  Gurvengestalt  verbunden  ist,  deren  Endresultat 
die  Grenzcurve  darstellt.  Es  gewährt  uns  also  letztere  einen 
Anhaltspunkt  über  die  Grösse  dieser  ganzen  Umwandlung. 

Aus  dem  Vergleich  der  beiden  Curvenreihen  in  den  oben 
genannten  Figuren  ergibt  sich  wieder,  dass  mit  der  Zunahme 
des  Intervalles  die  Grenzcurve  nicht  allein  eine  Abnahme  in 
ihrer  Höhe,  sondern  auch  eine  Verbreiterung  ihres  Gipfels  auf- 
weist, und  zwar  allein  auf  Kosten  des  Wendepunktes  zum  ab- 
steigenden Theile  der  Curve,  während  die  Zeit,  in  welcher  der 
Gipfel  erreicht  wird ,  nahezu  constant  bleibt.  Fügen  wir  noch 
hinzu,  dass  mit  der  Verkürzung  des  Intervalles  der  erste  Schen- 
kel des  Abfalles  nur  wenig,  dagegen  der  zweite  bedeutend  zu- 
nimmt, so  ist  dadurch  die  Verschiedenheit  in  den  Grenzcurven 
charakterisirt. 

Die  Grenzcurve  nimmt  also  bei  kleinerem  Intervalle  an  Höhe 
constant  ab,  an  Länge  zu.  Mit  der  Verbreiterung  des  Gipfels 
sinkt  auch  die  Steüheü  des  Anstiegs  und  Abfalls, 

Die  mit  der  Reizzahl  Hand  in  Hand  gehende  Formveräo- 
derung  der  EinzeIcurve  ist  bei  den  Intervallen  nicht  etwa  des- 
halb nur  verschieden,  weil  dieselbe  bei  dem  grösseren  Inter- 
valle wegen  des  früheren  Auftretens  der  Grenzcurve  auf  einem 
früheren  Stadium  der  Veränderung  stehen  bleibt,  sondern  es 
prägt  sich  die  dem  Intervalle  charakteristische  Form  der  Um- 
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gestaltuQg  schon  viel  früher  aus,  wie  siöh  aus  dem  Vergleich 
der  Curven  r=  20  bis  41  in  dem  Intervalle  0.10"  und  r  =  30 
bis  40  in  dem  Intervalle  0.42"  ergibt.  Ja  wir  können  bei  dem 
Intervalle  O.iO"  in  der  mittleren  Einzelcurve  r  «  (10 — 20)  schon 
eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  der  späteren  Grenzcurve  er- 
kennen. 

Es  vertätet  also  die  ganze  rückläufige  Bewegung  je  nach 
der  Grösse  des  Intervalles  in  einer  anderen  Weise. 

Zur  weiteren  Betrachtung  des  Einflusses  von  der  Grösse 
des  IntervaUes  auf  die  Veränderung  der  Einzelcurve  habe  ich 
wieder  in  Figur  40  und  41,  Tafel  V  je  zwei  Curvenreihön  über 
einander  gelegt;  welche  nur  durch  das  Intervall  sich  unter- 
scheiden. 

In  Figur  41  finden  sich  Cui'venreihen  des  Intervalles  0.10'' 
und  0.20",  und  in  Figur  40  von  0.20  und  0.42  mit  einander 
verglichen.  Die  Curven  gleichen  Intervalles  haben  auch  hier 
gleiche  Farbe,  und  die  gleicher  Reizzahl  die  nämliche  Art  der 
Zeichnung. 

Daraus  lässt  sich,  ausser  den  schon  erwähnten  Verschieden- 
heiten, erkennen,  dass  auch  die  Curven  niederer  Reizzahlen  sich 
nicht  decken.  Sie  sind  allerdings  in  der  Form  einander  ähnlich, 
nehmen  aber  bei  gleicher  Reizzahl  mit  der  Höhe  des  Intervalles 
in  ihrem  ganzen  Umfange  zu.  Da  die  Einzelcurven  des  ersten 
Reizes  als  unabhängig  vom  Intervalle  bei  gleicher  Reizintensität 
identisch  sein  müssen,  so  ergibt  sich  die  Schlussfolgerung, 
dass  bei  kleinem  Intervalle  die  Einzelcurven  mit  der  Reizzahl 
zuerst  rascher  anwachsen,  aber  auch,  was  aus  dem  früher  schon 
Besprochenen  hervorgeht,  wieder  rascher  sinken.  Es  muss 
sich  also  beim  Vergleich  der  Curvenreihen  zweier  Intervalle  ein 
Einzelreiz  finden  lassen,  für  den  die  Curven  gleiche  Höhe  be- 
sitzen. In  dem  Intervalle  0.20"  ist  z.  B.  die  mittlere  Einzelcurve 
r=(41— 51)  so  hoch  wie  r  =  (20  — 40)  bei  Intervall  0.10" 
und  bei  0.42  hat  die  mittlere  Einzelcurve  r  =  (30  —  40)  gleiche 
Gipfelhöhe  wie  r=  (19  — 30)  des  Intervalles  0.20".  Man  sieht 
auch  an  diesen  Reihen,  und  besonders  an  Figur  40,  dass  die 
rückläufige  Bewegung  in  der  Entwicklung  der  Einzelcurven  um 
so  rascher  beginnt,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  denn  bei  Inter- 
vall 0.42  wächst  die  Einzelcurve  noch  bis  r«(9  — 20),  und 
diese  Curve  hat  noch  die  Gestalt  wie  bei  r=s  (1  —9)  beibehalten. 
Dagegen  ist  die  mittlere  Einzelcurve  r  =  (9  —  1 9)  bei  dem  Inter- 
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valle  0.20  schon  gesuBken,  und  weist  gegenüber  der  Einzel- 
curve  rÄ(1— 9)  schon  eine  bedeutende  Formveränderung  auf- 

Wir  kommen  also  zu  dem  Schluss,  dass  mit  der  Verkürzung 
des  Intervalles  die  Veränderung^  welche  die  Einzelcurve  mit  stei- 
gender ReizzM  erleidet^  nicht  nur  entsprechend  der  Form,  der 
Grenzcurve  grösser  wird,  sondern  auch  rascher  sich  vollzieht, 
da>ss  also  die  Umformung  in  einer  jedem  Intervalle  charakteris- 
tischen Weise  auftritt. 

Es  wäre  eine  interessante  Frage,  diese  Verhältnisse  nach 
beiden  Seiten,  das  heisst  bei  ganz  grossen  und  ganz  kleinen 
Intervallen  weiter  zu  verfolgen.  Wir  haben  gesehen,  dass  die 
Differenz  zwischen  den  mittleren  Einzelcurven  der  einzelnen 
Reizzahlen  mit  der  Grösse  des  Intervalles  immer  kleiner  wird. 
Es  konnte  also  von  einem  bestimmten  Intervalle  an  dieser 
Unterschied  vollständig  verschvnnden.  Nun  kann  ich  darüber 
einen  gewissen  Aufschluss  wohl  geben.  Ich  habe  nämlich  eine 
Summationscurve  maximaler  Reizanzahl  aufzeichnen  lassen  bei 
dem  Intervalle  4.00"  und  einer  Reizintensität  J?  s=  339.  Die- 
selbe ist  allerdings  nicht  an  dem  gleichen  Hunde  gewonnen, 
wie  die  andern  hier  angeführten  Gurven ;  dennoch  lassen  sich 
die  Resultate,  weil  auch  die  übrigen  Curven  vollständig  über- 
einstimmen, verallgemeinern. 

Es  ergibt  sich  von  selbst,  dass  die  Einzelcurven  gleich  sein 
müssen,  wenn  der  zweite  Reiz  den  nervösen  Apparat  erst  trifft, 
sobald  die  Wirkung  des  ersten  Reizes  abgelaufen  ist.  Die  Curve, 
welche  ich  in  Figur  42  abgebildet  habe,  soll  darüber  Auf- 
schluss geben,  in  wie  weit  die  Einzelcurven  jedes  kleineren 
Inter\'alles  sich  mit  der  Reizzahl  ändern. 

In  unserer  Summationscui*ve  entspricht  die  maximale  Höhe 
ungefähr  46  Reizen,  es  fällt  also  jeder  folgende  Reiz  noch  weit 
innerhalb  der  Wirkung  des  vorhergehenden.  Aus  der  Gestalt 
der  Curve  und  besonders  aus  dem  Vergleiche  des  Anstiegs  und 
Abfalls  lässt  sich  nun  ohne  Weiteres  der  Schluss  ziehen ,  dass 
wenigstens  bis  zu  dem  Intervall  \  .00  See.  eine  Veränderung  der 
Einzelcui*ve  mit  steigender  Reizzahl  stattfindet,  und  zwar  muss 
die  Grenzcurve,  da  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls  grösser  wie 
die  des  Anstiegs  ist,  höber  sein,  wie  die  Einzelcurve  des  ersten 
Reizes.  Auch  die  trotz  der  maximalen  Reizanzahl  noch  fort- 
schreitende Erhöhung  des  Gipfels  weist  darauf  hin,  dass  eine 
Veränderung  der  Einzelcurve  erfolgen  muss,  indem  bei  ein- 
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facher  Summation  der  Gipfel  parallel  zur  Abscisse  verlaufen 
würde. 

Die  Grösse  der  Veränderung  der  Einzelcurve  lasst  sich  be- 
urüieilen,  wenn  wir  bei  jener  Curve  aus  der  Geschwindigkeit 
des  Anstiegs  eine  für  \  6  Reize  mittlere  Einzelcurve  und  aus  der 
Geschwindigkeit  des  Abfalls  wieder  die  Grenzcurve  construiren. 
In  Figur  43  habe  ich  beide  Curven  über  einander  gezeichnet  in 
dem  nämlichen  Massstabe  wie  die  übrigen  Einzelcurven,  wobei 
die  ausgezogene  Linie  die  Grenzcurve  darstellt.  Der  Vergleich 
dieser  Curven  berechtigt  uns  zu  dem  nämlichen  Schluss,  den 
wir  schon  aus  der  Gestalt  der  Summationscurve  gezogen ,  dass 
auch  bei  dem  Intervalle  4.00"  die  Einzelcurve  noch  mit  der 
Reizzahl  sich  ändert;  die  Form  unserer  Grenzcurve  lehrt  uns 
aber  noch  weiter,  dass  die  rückläufige  Bewegung  in  der  Ent- 
wicklung der  Einzelcur\'e  noch  nicht  vorhanden  ist,  oder  wenig- 
stens nicht  weit  fortgeschritten  sein  kann,  indem  dieselbe  noch 
keine  Verbreiterung  des  Gipfels  und  Verflachung  des  Abfalles 
aufweist.  Es  ist  dadurch  wahrscheinlich  gemacht,  dass  bei 
grossen  Intervallen  die  Einzelcurven  mit  der  Reizzahl  bis  zur 
Grenzcurve  wachsen,  ohne  ihre  Form  wesentlich  zu  ändern. 

Ich  möchte  noch  kurz  auf  die  mittlere  Einzelcurve  eingehen, 
welche  aus  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs  der  Summations- 
curve gewonnen  wurde,  um  den  Grund  anzugeben,  warum  sie 
eine  von  der  Grenzcurve  so  abweichende  Form  besitzt.  V^ir  haben 
bei  ihrer  Construction  vorausgesetzt,  dass  an  ihrem  Zustande- 
kommen sich  die  einzelnen  Reize  gleichmfissig  betheiligen.  Nun 
wissen  wir  aber  aus  früheren  Reihen,  dass  die  Einzelcurven 
mit  der  Beizzahl  sowohl  an  Höhe  wie  an  Länge  zunehmen ,  so 
dass  in  diesem  Falle  die  mittlere  Höhe  aus  allen  Einzelcurven 
nie  so  gross  sein  kann,  als  die  der  Grenzcurve.  Es  kommt  aber 
noch  etwas  Weiteres  in  Betracht,  was  hauptsächlich  auch  zur 
Erklärung  des  breiteren  Gipfels  und  des  späteren  Abfalls  un- 
serer Einzelcurve  gegenüber  der  Grenzcurve  dienen  kann. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  in  unserem  Beispiele  die  Einzelcurve 
des  ersten  Reizes  mit  10  Secunden  schon  die  Abscisse  erreicht 
hat,  80  bestehen  die  Ordinaten  der  Summationscurve,  die  auf 

den  Abscissen  40,  \\ 16  See.  errichtet  sind,  nicht  mehr, 

wie  vorausgesetzt,  aus  einzelnen  Stücken  von  10,  41  ....  1 6  Ein- 
zelreizen, sondern  aus  einer  entsprechend  geringeren  Anzahl, 
d.h.  dieser  ganzeTheil  der  mittleren  Einzelcurve  gehört  gar  nicht 
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mehr  zur  Curve  des  ersten  EiDzelreizes,  sondern  baut  sich  aus 
Sttlcken  der  Gui*ven  spaterer  Reizzahlen  auf.  Es  kommt  also 
diese  Verbreiterung  des  Gipfels  dadurch  zu  Stande ,  dass  der 
maximale  Gipfel  der  Summationscurve  wegen  der  constantea 
Zunahme  der  Einzelcurve  mit  der  Reizzahl  später  erreicht  wird, 
als  dem  Ende  des  ersten  Einzelreizes  entspricht.  Zum  weiteren 
Verständnisse  habe  ich  in  Figur  44  eine  Summationscurve  aus 
einer  Einzelcurve  construirt  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Einzelcurve  sich  allmählich  bis  zur  Grenzcurve  ändert.  Die 
Einzelcurve  des  ersten  Reizes  ist  in  a  dargestellt,  die  betreffende 
Grenzcurve  in  b.  Ich  wollte  damit  zeigen,  wie  durch  eine  all- 
mähliche Aenderung  der  Einzelcurve  mit  der  Reizzahl  solche  Ab- 
weichungen von  einer  normalen  Summationscur\'e  zu  Stande 
kommen,  wie  wir  sie  bis  jetzt  kennen  gelernt  haben,  und  wie 
sie  auch  wieder  in  Figur  42  sichtbar  sind. 

Es  ist  nicht  schwierig,  die  grosse  Aehnlichkeit  in  der  Form 
beider  Curven  in  Figur  42  und  44  und  besonders  die  gleichen 
Abweichungen  von  einfachen  Summationscurven  daraus  zu  er- 
kennen. Bestimmen  wir  aus  Figur  44  die  Grenzcurve  und  die 
mittlere  Einzelcurve  aus  der  Geschwindigkeit  des  Abfalls  und 
Anstiegs,  so  erhalten  wir  die  Curven  a  und  ß.  Eben  weil  die 
Summationscurve  nach  dem  Punkte  M,  welcher  bei  einfacher 
Summation  den  maximalen  Gipfel  repräsentiren  würde,  weiter 
in  die  Höhe  steigt,  erscheint  die  mittlere  Einzelcurve  a  gegen- 
über der  Curve  a  so  sehr  verlängert,  indem  wir  annehmen,  dass 
die  Curve  des  ersten  Reizes  an  dem  ganzen  Aufbaue  der  Sum- 
mationscurve bis  zum  Gipfel  sich  betheiligt.  Deshalb  ist  auch 
der  Anfang  der  Grenzcurve,  die  ich  aus  dem  Abfalle  der  Sum- 
mationscurve Ml  construirte,  nicht  ganz  mit  dem  Werthe  von  6 
übereinstimmend.  Je  näher  aber  die  Summationscurve  ihrem 
Maximalwerthe  kommt,  d.  h.  je  geringer  durch  neue  Reize  die 
Curvenform  sich  ändert,  desto  mehr  muss  diese  Differenz  ver- 
schwinden. 

Es  scheint  demnach ,  als  ob  bei  grösseren  Intervallen  die 
Einzelcurven  mit  der  Reizzahl  bis  zur  Grenzcurve  anwachsen^ 
und  erst  bei  kleinen  Intervallen  die  schon  besprochene  rückläufige 
Bewegung  sich  ausbildet,  welche  dann  mit  abnehmendem  Inter- 
vall immer  grössere  Dimensionen  annimmt. 

Auf  diese ,  jedem  Intervalle  eigenthümliche  Entwicklung 
der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl  lassen  sich  die  Abweichun- 
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gen,  die  wir  an  den  Summationscurven  gegenüber  dem  ein- 
fachen Summationsgesetze  wahrgenommen  haben,  sehr  leicht 
zurückführen.  Bei  kleiner  Reizanzahl  müssen  die  Summations- 
curven mit  der  Verkürzung  des  Intervalles  unverhaltnissmässig 
wachsen,  und  zwar  im  ganzen  Umfange,  da  bei  dem  kleinen 
InterN'alle  die  Einzelcurven  selbst  rascher  zunehmen.  Diese 
Differenzen  werden  aber  nach  und  nach  sich  wieder  ausgleichen, 
indeni  bei  den  Gurven  kleiner  Intervalle  die  rücklaufige  Bewe- 
gung in  der  Entwicklung  der  Einzeicurve  viel  bedeutender  ist; 
wogegen  die  Länge  der  Summationscur\e  mit  dem  Intervalle 
weiter  wächst^  übereinstimmend  mit  der  fortdauernden  Ver- 
längerung der  Einzelcurven.  Weil  dieselben  bei  kurzem  Inter- 
valle UHt  zunehmender  Reizzahl  kleiner  werden,  muss  auch, 
gerade  entgegengesetzt  dem  Beispiele  in  Figur  44,  die  maximale 
Hdhe  der  Summationscurve  etwas  früher  erreicht  werden,  als 
der  Länge  der  ersten  Einzeicurve  entsprechen  würde.  Darauf, 
und  hauptsächlich  auf  der  V^erflachung  der  ganzen  Einzeicurve 
mit  Verkürzung  des  Intervalles,  beruht  auch  die  Verflachung 
des  Abstieges  der  entsprechenden  Summationscurve. 

ß)  Einfluss  des  Intervalles  auf  die  Einzeicurve  bei  verschiedenen 

Reizintensitttten. 

Weil  die  Veränderungen,  welche  Summationscurven  maxi* 
maier  Reizanzahl  mit  der  Reizintensität  erleiden,  mit  den  Inter* 
Valien  wechseln,  habe  ich  daraus  geschlossen,  dass  die  Einzei- 
curve, als  Function  der  Reizintensität  aufgefasst,  auch  variabel 
nach  dem  Intervalle  sein  müsse.  Es  erwächst  dadurch  die 
Aufgabe,  das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  zu  finden. 

Unter  dem  Einflüsse  der  Reizintensität  vergrössert  sich  die 
Einzeicurve,  aber  nicht  für  alle  Reizzahlen  gleichmässig ;  die 
Entwicklung  der  Einzeicurve  nach  der  Reizzahl  ist  also  auch 
von  der  Reizintensität  abhängig,  und  vollzieht  sich  um  so  rascher 
sowohl  in  Bezug  auf  die  Zunahme  der  Einzeicurve  wie  auf  deren 
Annäherung  zur  Grenzcurve,  je  grösser  die  letztere  ist.  Ich 
habe  dieses  Gesetz  nur  mit  Hilfe  verschiedener  Intervalle  auf- 
stellen können,  was  insofern  unstatthaft  ist,  als  ja  das  Inter- 
vall selbst  wieder  die  Veränderung  der  Einzeicurve  durch  die 
Intensität  beeinflusst.  Trotzdem  wird  es  sich  beweisen  lassen, 
dass  dasselbe  allgemeine  Gültigkeit  hat. 
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Zunächst  ist  es  nothwendig,  die  Veränderung  der  Einzel- 
curve  nach  der  Reizintensität  bei  den  verschiedenen  Intervallen 
gesondert  zu  betrachten,  und  zwar  mit  Htllfe  der  Figuren  21 — 23, 
Tafel  III.  Ich  muss  dabei  nochmals  hervorheben,  dass  diese 
Reihen  an  dem  nämlichen  Hunde  und  unter  sonst  gleichen  Be- 
dingungen gewonnen  wurden,  dass  sie  also  alle  unter  einander 
vergleichbar  sind.  Ich  habe  nur  noch  hinzuzusetzen,  dass  für 
das  Intervall  0.42  die  Intensität  £'=464  beinahe  maximal  ist, 
während  für  das  Intervall  0.20  ^=464  und  für  Int.  0.10 
£  =  377  ttbermaximale  Reizgrössen  darstellen. 

Aus  den  Curvenreihen  geht  zunächst  hervor,  dass  die  Ent- 
wicklung der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl  bei  den  verschie- 
denen Intensitäten  des  gleichen  Intervalles  sehr  ähnlich  verläuft, 
was  sich  am  Besten  aus  den  Grenzcurven  beurtheilen  lässt, 
deren  Höhe  und  Gestalt  beinahe  unabhängig  von  der  Reizinten- 
sität für  jedes  Intervall  charakteristisch  ist.  Wir  können  also 
den  Satz,  den  wir  fUr  grössere  Intensitäten  schon  ausgesprochen 
haben,  dass  die  Formveränderung,  welche  die  Einzelcurve  mit 
zunehmender  Reizzahl  erfährt,  nur  eine  Function  des  Intervalles 
ist,  auch  auf  alle  Intensitäten,  soweit  sie  hier  vorliegen,  aus- 
dehnen. 

Durch  die  Reizintensität  dagegen  wird  die  Grösse  der  Ein- 
zelcurve geändert  sowie  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sie  die 
Formveränderung  durchläuft ,  wpftlr  wir  schon  früher  den  Be- 
weis bei  einzelnen  Intervallen  liefern  konnten.  Aber  auch  in 
dieser  Hinsicht  ist  die  Grösse  des  Intervalles  nicht  gleichgültig. 

Die  Veränderung  der  Einzelcurve  nach  der  Intensität  lässt 
sich,  wie  bei  den  Summationscurven,  in  drei  Stadien  zerlegen. 
Aus  den  Figuren  21 — 23  ergibt  sich  aber  auch,  dass  diese  Ein- 
theilung  mit  verschiedenen  Intervallen  zusammenfällt.  Denn 
die  Entwicklung  der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl  geht  bei 
dem  Intervalle  0.42  auch  für  die  beinahe  maximale  Intensität 
£s=  464  nicht  über  das  erste  Stadium  hinaus;  das  heisst,  die 
Einzelcurven  der  höheren  Intensitäten  sind  in  ihrem  ganzen 
Umfange  grösser  als  die  entsprechenden  der  kleineren  Reiz- 
intensität. Das  zweite  Stadium  ist  dadurch  charakterisirt,  dass 
die  den  höheren  Reizzahlen  angehörigen  Einzelcurven  durch 
ihre  raschere  Annäherung  an  die  Grenzcurve  unter  die  kleinere 
Intensität  herabsinken.  Dieses  Stadium  wird  von  der  Curven- 
reihe  0.20  bei  der  höchsten  Reizinlensität  noch  erreicht;  da- 
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gegen  gehört  das  dritte  Stadium,  wo  die  £iDzelcurven  schon 
verhallnissmdssig  niederer  Reizzahlen  unter  die  der  kleineren 
Intensitäten  sinken,  allein  den  höheren  Intervallen  von  0.10 
and  darüber  an. 

Ich  habe  beim  Vergleich  der  Curven  gleicher  Reizintensi- 
täl  aber  verschiedenen  Intervalles  (Figur  40  und  41,  Tafel  V) 
gefunden,  dass  bei  eioer  Intensität  mittlerer  Stärke  E  s  300 
die  Einzelcurven  kleineren  Intervalles  mit  der  Reizzahl  mehr 
mnehmen,  aber  sich  auch  entsprechend  wieder  verkleinero,  so 
dass  sie  bei  einer  bestimmten  Reizzahl  unter  die  bei  grösserem 
Intervalle  gewonnenen  Curven  herabsinken.  Nach  den  Resul- 
taten, welche  aus  den  Gurvenreihen  Figur  i\ — 23  erhalten  wur- 
den, lässt  sich  ferner  schliessen ,  dass  mit  zunehmender  Reiz- 
intensität dieser  Punkt  immer  früher  eintritt,  was  sich  auch 
bestätigt  findet. 

In  den  Figuren  45,  46,  47,  Tafel  VI  finden  sich  Gurven- 
reihen höherer  Intensität  zusammengelegt,  die  in  der  nämlichen 
Weise  ausgeführt  sind,  wie  die  früheren  Figuren.  Eine  directe 
Fortsetzung  der  beiden  Gurvenreihen  auf  Fig.  41,  Tafel  V 
bildet  die  Fig.  45,  indem  auf  ihr  Gurven  des  nämlichen  Inter- 
valles, nur  bei  einer  grösseren  Intensität  i?  =  377,  verglichen 
sind.  Was  dabei  vor  Allem  auffällt,  ist,  dass  der  Höhenunter- 
schied schon  zwischen  den  Einzelcurven  der  erslen  Reizzahlen 
(4  ^40}  verschwunden  ist,  und  dass  die  folgenden  Gurven  wegen 
ihrer  rascheren  Annäherung  an  die  Grenzcurve  bei  dem  kleineren 
Intervalle  durchwegs  niederer  sind.  Dies  drückt  sich  auch  in 
den  Beispielen  Fig.  46  und  47  deutlich  aus,  wo  Gurvenreihen 
maximaler  Intensität  über  einander  gelegt  sind.  Die  Gurven 
der  verschiedenen  Intervalle  weisen  für  die  ersten  Reize  eben- 
falls keine  Höhendifferenz  mehr  auf,  während  die  Einzelcurven 
aller  folgenden  Reize  bei  dem  grösseren  Intervalle  durchwegs 
grösser  sind.  Die  Gurvenreihen  maximaler  Intensität  bean- 
spruchen also  ein  grosses  Interesse,  weil  sie  zeigen,  dass  die 
Einzelcurven  nur  bis  zu  einem  gewissen  Grade  wachsen  kön- 
nen, und  dass  diese  Höhe  von  jedem  Intervalle  erreicht  wird, 
allerdings  bei  dem  grösseren  Intervalle  auch  erst  mit  grösserer 
Reizintensität. 

Für  die  Intervalle  von  0.05  See.  sind  F^  300 

0.40     -  377 

0.20    -  464 
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schon  ttbermaximale  Reizgrössen,  wahrend  für  Int.  0.42  £=  464 
beinahe  maximal  ist. 

Ich  bin  leider  nicht  im  Stande,  auch  für  niedere  Reiz- 
grössen  die  gesetzmassige  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 
Intensität  bei  den  einzelnen  Intervallen  in  gleicher  Weise  wie 
fttr  die  höheren  Intensitäten  darzuthun.  Es  lassen  sich  aber 
doch  mit  Hülfe  der  Grenzcurven  und  aus  den  Veränderungen , 
welche  die  Summationscurven  maximaler  Reizanzahl  bei  den 
einzelnen  Intervallen  mit  der  Intensität  erleiden,  Schlüsse  ziehen, 
die  uns  berechtigen,  die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 
Reizintensität  überhaupt  festzustellen ;  und  so  werden  sich  die 
Sätze,  die  ich  früher  nur  aus  Curven  von  verschiedenen  Inter- 
vallen ableiten  konnte«  im  Allgemeinen  als  wahr  erweisen. 

Ich  habe  schon  vielfach  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
gerade  die  Grenzcurve  zu  mancherlei  Schlussfolgerungen  be- 
rechtigt, indem  sich  in  ihr  die  Maximalveränderung  darstellt, 
welche  die  Einzelcurve  mit  steigender  Reizzahl  erjeiden  kann. 
Wenn  wir  also  aus  der  Summationscurve  von  maximaler  Reiz- 
anzahl die  jeweilige  Grenzcurve  bilden,  so  muss  uns  der  Ver- 
gleich dieser  Grenzcurven  einen  Anhaltspunkt  geben  über  die 
Veränderung,  welche  die  Einzelcurven  unter  den  vorliegenden 
Reizbedingungen  überhaupt  durchmachen,  besonders  wenn  wir 
sie  mit  der  aus  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs  gebildeten 
mittleren  Einzelcurve  vergleichen. 

Ich  habe  nun  in  dem  Versuche  Uf  den  ich  schon  als  Bei- 
spiel für  die  Abhängigkeit  der  Summationscurven  bei  maxi- 
maler Reizanzahl  von  der  Reizintensität  und  zwar  bei  den  ein- 
zelnen Intervallen  benutzte,  aus  den  in  Fig.  14,  Tafel  II,  und 
36,  37,  Tafel  V  angeführten  Curvenreihen  die  Grenzcurven  und 
die  mittleren  Einzelcurven  gebildet,  und  auf  Fig.  48,  Tafel  VII 
wiedergegeben,  in  dem  Massstabe  wie  die  übrigen  Einzelcurven, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  die  Ordinaten  die  überzäh- 
ligen Pulse  in  der  Einheit  von  2  Secunden  darstellen. 

Neben  jeder  Figur  ist  angegeben,  welche  Curven  Grenzcur- 
ven und  welche  die  aus  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs  gebil- 
deten mittleren  Einzelcun^en  vorstellen.  Ebenso  ist  die  Inten- 
sität angegeben,  bei  welcher  die  Curven  gewonnen  wurden. 
Die  zu  oberst  stehenden  Reizintensitäten  sind  durchwegs  maxi- 
male. Ich  möchte  noch  hinzufügen,  was  ich  schon  bei  den 
Summationscurven  erwähnte,  dass  auch  die  Grenzcurven  ohne 
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Correctur  des  Reizanfanges  wiedergegeben  sind,  dass  also  die 
kleinen  Differenzen  in  der  Form  der  Cnrven  wahrscheinlich 
davon  herrühren.  Ich  habe  die  Correotur  deshalb  unterlassen, 
weil  diese  kleinen  Unregelmässigkeiten,  die  mir  erst  bei  der 
Construction  der  Einzelcurve  auffielen,  die  Gesetzmässigkeit  der 
ganzen  Veränderung  nicht  beeinträchtigen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Grenzcurven,  so  finden  wir 
bei  allen  Intervallen  gemeinsam,  dass  dieselben  anfangs  mit 
der  Intensität  zunehmen ,  bis  sie  eine  maximale  Steilheit  und 
Hohe  erreicht  haben.  Bei  weiterer  Vergrösserung  der  Intensität 
verschiebt  sich  der  Wendepunkt  zum  Gipfel  etwas  nach  rechts, 
wodurch  der  Anstieg  sich  verflacht,  es  verbreitert  sich  der 
Gipfel  und  bei  ungefähr  gleicher  Geschwindigkeit  des  Abfalls 
die  Länge  der  Curve  selbst.  Durch  immer  weiteres  Hinaus- 
rQcken  des  Wendepunktes  zum  Gipfel,  und  immer  grössere 
Verflachung  des  Anstiegs  nimmt  die  Curve  bei  nahezu  gleicher 
Gipfelbreite  und  gleichem  Abfalle  bis  zur  maximalen  Intensität 
an  Länge  zu. 

Die  Entwiekelung  der  Grenzcurve  nach  der  Intensität 
verläuft  bei  den  einzelnen  Intervallen  mit  verschiedener  Ge- 
schwindigkeit. Während  bei  dem  grossen  Intervalle  0.67  die 
Grenzcurve  erst  ganz  nahe  derMaximalintensität  bei  SOO  E  nicht 
mehr  weiter  sich  erh&ht,  wird  diese  Maximalhöhe  bei  dem  Inter- 
valle 0.20  schon  bei  50  E  erreicht,  und  bei  dem  noch  kleineren 
Intervalle  0.12  bei  ^ss  15.  Es  entspricht  also  dieser  Punkt, 
wie  die  maximale  Intensität  selbst,  ganz  verschiedenen  Reiz- 
grössen. 

Durch  diese  Grenzcurven  wird  weiter  bestätigt,  was  schon 
fQrdie  höheren  Intensitäten  festgestellt  ist,  dass  die  Grenzcurve 
mn  so  höher  ist ,  und  um  so  weniger  von  der  Form  der  Einzel- 
corve  niedriger  Reizzahl  sich  unterscheidet,  sowohl  in  Bezug 
auf  Steilheit  des  Abfalles  und  Anstfegs  wie  Breite  des  Gipfels, 
je  grösser  das  Intervall  ist,  mit  Ausnahme  der  kleinsten  Inten- 
sitäten. Es  muss  also  auch  die  ganze  Formveränderung,  der 
die  Grenzcurve  mit  steigender  Intensität  unterliegt,  mit  der 
Verkürzung  des  Intervalles  zunehmen. 

Damach  ergibt  sich  folgende  Entwiekelung  der  Grenzcurve 
nach  der  Reizintensität  : 

Sie  wächst  anfangs  mit  der  Reizgrösse,  verändert  sich  aber 
von  einer  bestimmten  Intensität  an  nur  mehr  durch  Verschie- 
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buDg  und  Verbreiterung  des  Gipfels,  und  die  dadurch  bediogte 
Verlängerung  der  ganzen  Curve.  Die  Umformung  vollzieht  sich 
um  so  rascher,  und  wir.d  um  so  bedeutender,  je  kürzer  das 
Intervall  ist,  so  dass  mit  Ausnahme  der  kleinen  IntensiUlten 
die  Grenzcurve  sich  um  so  mehr  in  Höhe  und  Form  von  den 
Einzelcurven  niederer  Reizzahlen  unterscheidet,  je  kleiner  das 
Intervall  ist. 

Wie  ich  schon  früher  auseinandergesetzt  habe,  lassen  sieh 
aus  einer  mittleren  £inzelcurve ,  die  aus  der  Geschwindigkeit 
des  Anstiegs  der  Summationscurve  gebildet  ist,  nur  unter  Vor- 
behalt Schlüsse  ziehen.   Je  kleiner  die  VerHnderung  ist,  welche 
die  Einzelcurve  mit  steigender  Reizzahl  erfährt,  desto  einfacher 
muss  die  Form  der  mittleren  Einzelcurve  sein,  und  desto  ähn- 
licher ihrer  Grenzcurve ,  so  dass  die  hier  erhaltenen  Resultate 
sehr  gut  mit  den  früheren  übereinstimmen,  da  die  Gurven  ufli 
so  zusammengesetztere  Form  annehmen  und  um  so  mehr  von 
ihrer  Grenzcurve  abweichen,  je  kleiner  das  Intervall  ist.   Das 
Nämliche  lässt  sich  für  die  Intensität  behaupten.   Wir  kommeii 
also  zu  demselben  Schlüsse,   den  wir  schon  aus  den  CurveD 
höherer  Intensitäten  gezogen,  dass  die  Aenderung,  weldiedie 
Einzelcurve  mit  steigender  Reizzahl  erfährt,  je  nach  der  Grösse 
der  Intensität  zunehmen  muss.  Es  wäre  dabei  nur  noch  hervor- 
zuheben, dass  bei  einer  bestimmten  Reizgrösse  der  Unterschied 
zwischen  den  mittleren  Einzelcurven  und  ihren  Grenzcurven 
nahezu  verschwindet,  welcher  Punkt  aber  für  jedes  Intervall 
einen  anderen  Werth  besitzt.    So  sind  z.  B.  für  das  Intervall 
0.67  bei  i? SS  45  die  mittlere  Einzelcurve  und  ihre  Grenzcurve 
nahezu  identisch.    Das  nämliche  findet  sich  bei  Int.  0.20  für 
if  s  40.    Was  die  form  der  mittleren  Einzelcurve  beUiffl,  so 
lassen  sich  auch  aus  ihr  gewisse  Folgerungen  auf  die  Verän- 
derungen der  Einzelcun'C  mit  steigender  Beizeahl  machen,  be* 
sonders  wenn  wir  dazu  die  Summationscurven  zu  Hülfe  nehmen. 
Ich  habe  in  einem  Beispiele*)  klar  gelegt,   dass  die  mittlere 
Einzelcurve  länger  als  die  Grenzcurve  ist,  wenn  die  Einzelcur- 
ven constant  zunehmen,  d.  h.  wenn  die  maximale  Höhe  der 
Summationscurve  später  eintritt,  als  dem  Ende  der  ersten  Ein- 
zelcurven entspricht.   In  ähnlicher  Weise  wird  die  mittlere  Ein- 
zelcurve kürzer  als  die  Grenzcurve  ausfallen,  wenn  die  Einiel- 
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curven  auch  nur  theilweise  bis  zur  Grenzoun'e  sidtk  verklei- 
nern^ so  dass  die  maximale  Ebbe  der  Summationseurve  vor  das 
Eode  der  ersten  fiinzelcurven  fallen  muss.  Je  grösser  also  der 
Unterschied  zwischen  den  Einzelcurven  der  ersten  Reize  und 
der  Grenzcurve  ist,  desto  kleiner  muss  die  Länge  der  mittlereo 
Einzricurve  werden.  Wenn  nun  diese  Länge  mit  der  Verkür- 
zung des  Intervalles  abnimmt,  und  innerhalb  des  Intervalles 
wieder  mit  der  Intensität,  so  zeigt  dies  wieder,  dass  die  Gesetze, 
welche  mrir  für  die  hohen  Intensitäten  aufgestellt  haben,  allge* 
mein  gültig  sind.  Das  Nämliche  beweist  auch  die  Vergrösserung 
der  Einzelcurve  mit  der  Intensität,  sowohl  in  Bezug  auf  die 
H^tbe,  wie  die  Geschwindigkeit  des  Anstiegs. 

Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig ,  auf  die  Geschwindigkeit, 
mit  der  die  Entwiokelung  der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl  sich 
bei  den  verschiedenen  Intensitäten  vollzieht,  näher  einzugehen. 
Ich  habe  nämlich  früher  den  Satz  aufgestellt,  dasß  dieselbe  für 
niedere  und  mittlere  Intensitäten  nahezu  gleiohmässig  verläuft, 
dass  also  der  Anfang  der  rückläufigen  Bewegung  ungefähr  auf 
den  nämlichen  Reiz  fällt ,  da  die  Einzelcurven  .niedejrer  Inten- 
sitäten in  ihrem  ganzen  Umfange  kleiner  sind,  wie  die  der 
höheren.    Iqh  schloss  dies,  weil  bei  dem  grösseren  Intervalle 
0.42  die  rückläufige  Bewegung  mit  Zunahme  der  Intensität  an- 
fangs nur  unbedeutend  früher  eintritt,  und  erst  bei  den  stärkeren 
Intensitäten  die  Entwickelung  rascher  verläuft.  Mit  Htüfe  der 
angeftlhrten  Summationscnrven  lässt  sich  dies  vollständig  sicher- 
stellen, wenn  wir  ihre  Formveränderung  bei  Zunahme  der  In- 
tensität berücksichtigen. 

Wenn  die  Einzelcurven  gleich  bleiben,  muss  die  Summations- 
eurve maximaler  Reizanzahl  eine  regelmässige  Form  annehmen, 
indem  die  Geschwindigkeitscurve  des  An-  und  Abstiegs  zu- 
sammenfällt, und  der  Gipfel  parallel  zur  Abscisse  verläuft.   So- 
bald die  Einzelcurven  mit  der  Reizzahl  zunehmen,  oder  wenig- 
stens die  spätere  Abnahme  noch  zurücktritt,   muss  die  Ge- 
sdiwindigkeit  des  Abfalles  gegenüber  des  Anstieges  in  rascherem 
Maasse  wachsen,  und  der  Anfang  des  Gipfels  später  erreicht 
werden.     Die  Difierenz  in  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs 
und  Abfalles  gleicht  sich  aus,  sobald  die  Abnahme  der  Einzel- 
curve mit  den  späteren  Reizen  weiter  fortschreitet.   So  lange 
die  Entwickelung  der  Einzelcurve  gleiohmässig  vor  sich  geht, 
i&üssen  auch  die  einzelnen  Theile  der  Summationseurve  propor- 
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tional  wachsen,  d.  h.  die  Zunahme  der  Curve  mit  der  Reizmten- 
sität  darf  die  Gestalt  derselben  nicht  wesentlich  andern.  Sobald 
aber  einmal  die  rückläufige  Bewegung  und  die  AnnäheniDg  an 
die  Grenzcurve  rascher  sich  vollzieht,  muss  auch  die  maxiosale 
Höhe  frflher  beginnen,  der  Anstieg  steiler  werden,  und  zuletzt 
mit  Verflachung  der  Einzelcurve,  audi  die  Geschwindigkeit  des 
Abfalles  zurückgehen. 

Analysiren  wir  unsere  Summationscurven  auf  Figur  36,  37, 
Tafel  V  und  44—46,  Tafel  II  in  dieser  Richtung,  so  finden  sieb 
bei  jedem  Intervalle  diese  Formen  vertreten,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  bei  den  grösseren  Intervallen  die  Stadien 
langsamer  durchlaufen,  und  zum  Theil  die  spatesten  gar  nicht 
erreicht  werden. 

Wir  kommen  also  zu  dem  Schluss,  dass  die  bei  den  grossen 
Intervallen  gefundenen  Umänderungen  auch  für  die  kleinen 
Geltung  haben,  aber  nur  für  kleinere  Intensitäten. 

Fassen  wir  die  gewonnenen  Resultate  zusammen ,  so  lässt 
sich  ungefähr  folgendes  Bild  von  der  Entwickelung  der  Einzel- 
curve nach  der  Reizzahl  machen : 

Die  Einzelcurve  ändert  eich  mit  der  Reizsahl  bei  kleinen 
Reixintensitäten  nur  sehr  wenig  bis  zur  Grenzcurve.    Mit  zu- 
nehmender Intensität  wachsen  die  Einzelcurven  der  ersten  Reize 
viel  rascher  an^  als  die  Grenzcurven,  wodurch  in  der  Curvenr 
Veränderung  sich  wieder  eine  rücklät^ige  Bewegung  ausbüdetj 
der  Artj  dass  die  Ourven  von  einem  bestimmten  Putzte  an  eil" 
mählich  bis  zur  Grenzcurve  sieh  wieder  verkleinem  zitgleieh  mit 
einer  geringen  Verschiebung  des  Gipfels^  wodurch  Anstieg  und  Ab- 
fall ebenfalls  sich  abflachen.    Während  die  Vergrösserung  der 
Grenzcurve  außisrty  und  sie  sich  nur  mehr  durdi  eine  seitlidte 
Verschiebung  und  Verbreiterung  des  Gipfels  ändert,  verbtmdenmä 
einer  weiteren  Verfluchung  des  Anstiegs  und  Abfalles,  nehmen  die 
den  ersten  Reizen  entsprechenden  Einzelcurven  eonstant  zu,   so 
dass  die  Formveränderung  der  Einzelcurven  durch  die  Reizzahl 
mit  der  Grösse  der  Intensität  fortwährend  wächst.    Mit  zuneh" 
mender  Intensität  bildet  sich  noch  eine  weitere  Veränderung  in  der 
Entwickelung  der  Einzelcurve  aus,  in  der  Weise,  da^s  die  rück- 
läufige Bewegung  immer  früher  beginnt,  und  die  Curven  immer 
rascher  der  Grenzcurve  sich  nähejm,  was  um  so  mehr  in  den 
Vordergrund  tritt,  wenn  einmal  die  Einzelcurve  ihre  Maximal- 
hohe  erreicht  hat.   Bei  den  stärksten  Intensitäten  unterscheiden  si(A 
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also  die  Curven  nun  mehr  dcuiurch  von  einander,  dass  diese  ihre 
MaximcUhöhe  früher  erreichen,  und  der  Grenzcurve  immer 
sdineUer  sich  nähern. 

Von  dem  Intervalle  hängt  die  Gestalt  der  Grenzcurve  ab,  das 
heisst  die  Grösse  der  Formveränderung  ^  welche  die  Einxelcurve 
mit  der  Reizzahl  zu  durchlaufen  hat.  Im  Uebrigen  ändert  sich 
die  Einselcurve  mit  der  Verkürzung  des  Intervalles  ganz  ähnlich 
wie  mit  der  Reizintensität, ' 

Aaf  diese  Abbängigkeit  der  £mzelcurve  von  der  Reizzabl 
sowobl,  wie  von  der  Grösse  der  Intensität  und  des  Intervalles 
lassen  sieb  alle  Abweicbungen  von  den  anfangs  angeführten 
Gesetzen  der  Summation  zurttckftthren. 

d)  Einfluss  des  Intervalles  auf  die  Gesammtwirkung 

einer  Reizung. 

Ich  habe  schon  bei  Besprechung  der  Sumniationserschei- 
nongen  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Reizanzahl  und  der  Reiz- 
intensität Einiges  über  die  Gesammtmenge  der  überzähligen 
Pulse  erwähnt,  habe  aber  dabei  die  Abhängigkeit  derselben 
von  dem  Intervalle  unberücksichtigt  gelassen.  Ehe  ich  darauf 
eingehe,  möchte  ich  Doch  einmal  darauf  zurückkommen,  wie 
die  Curve  der  Gesammtwirkung  erhalten  werden  kann. 

Zeichnet  man  die  aus  den  Summationscurven  verschiede- 
ner Reizanzahl  erhaltenen  Werthe  für  die  Gesammtmenge  der 
überzähligen  Pulse  auf  ein  Millimeterpapier  auf,  so  lässt  sich 
mit  Hülfe  dieser  Puokte  die  Curve  selbst  construiren,  wobei 
sich  zum  Vergleiche  die  bei  andern  Intensitäten  und  Intervallen 
gewonnenen  Punkte  mit  grossem  Vortheile  verwerthen  lassen, 
unter  der  Annahme,  dass  diese  Gurren  nur  allmählich  in  gesetz- 
massiger  Weise  sich  ändern.  Um  den  wahren  Nullpunkt  der 
Curve  zu  bestimmen,  sind  die  Gurven  von  gleicher  Intensität 
aber  verschiedenem  Intervalle  besonders  geeignet,  indem  der- 
selbe bei  diesen  Curven  identisch  sein  muss,  da  der  Erfolg  eines 
einzigen  Reizes  nicht  mehr  von  dem  Intervalle  abhängig  sein 
kann.  Wir  haben  also  solche  Curven  nur  nach  unten  zu  ver- 
längern, um  in  dem  gemeinsamen  Schnittpunkte  auch  den  Aus- 
gangspunkt für  die  Curven  aller  Intervalle  gleicher  Intensität 
zu  erhalten.  Nimmt  man  also  Summationscurven  von  verschie- 
dener Intensität  und  verschiedenem  Inter\'alle  zu  Hülfe,  so  lässt 
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sich  die  Gurve  der  Abhängigkeit  der  GesammtwirkuDg  von  der 
Reizanzahl  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  feststellen. 

In  Figur  49,  Tafel  VII  sind  solche  Curven  aus  dem  Versuche 
Y  wiedergegeben. 

Aus  ihnen  lässt  sich  leicht  die  jeder  Einzelcurve  zukom- 
mende überzählige  Pulsmenge  ableiten,  und  zwar  durch  Sub- 
traction  der  den  einzelnen  Summationscurven  zugehörigen  Or- 
dinaten.  Ich  habe  der  Bequemlichkeit  halber  die  Differenzen 
von  Ordinaten  der  Abscissenabschnitte  genommen,  die  2,5  Rei- 
zen entsprechen,  und  aus  diesen  die  Überzähligen  Pulsmengen 
einer  mittleren  Einzelcurve  gerechnet.  Ueberti^gt  man  diese 
Zahlen  wieder  in  derselben  Weise  auf  ein  Millimeterpapier,  so 
erhält  man  eine  Gurve,  welche  uns  die  Gesammtmenge  der 
überzähligen  Pulse  des  Einzelreizes  abhängig  von  der  Reiz£ahl 
darstellt. 

Zur  Beurtheilung  der  Abhängigkeit  dieser  Gurve  von  dem 
Intervalle  ist  es  zunächst  nothwendig,  die  Entwicklung  dersel- 
ben nach  der  Reizintensität  bei  jedem  einzelnen  Intervall  zu 
verfolgen. 

Auf  Tafel  III,  Figur  2B,  26,  «7  finden  sich  solche  Curven- 
reihen,   über  deren  Bedeutung  ich  schon  früher*)   das  Nolh- 
wendige  gesagt  habe.  Ich  mochte  diesen  ErOrterangen  nur  noch 
Einiges  hinzufügen.   Aus  der  Veränderung,  welche  die  Einzel- 
curve mit  der  Reizzahl  bei  niederen  Intensitäten  erfährt,  lässl 
sich  leicht  die  Gurvenform  für  die  Gesammtwirkung  der  Rei- 
zung ableiten.    Wenn  die  Einzelcurve  ihre  Gestalt  nur  wenig 
ändert,  muss  dieselbe  nahezu  eine  Gerade  darstellen ;  und  erst 
wenn  einmal  die  Einzelcurven  der  ersten  Reize  höher  werden 
als  die  Grenzcurven,  tritt  die  Gurvengestalt  auf,  wie  wir  sie  in 
unseren   Beispielen  vertreten   finden.     Mit  der  Reizintensität 
steigt  zugleich  mit  dem  Ausgangspunkte  der  Gipfel  der  Curve 
constant  und  zwar  so,  dass  die  Entfernung  der  beiden  zuerst  zu-, 
dann  wiedw  abnimmt,  während  der  Gipfel  selbst  allmählieb 
gegen  den  Anfang  zu  rückt.   Ob  es  eine  Intensität  gibt,  wo  der 
Gipfel  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfällt,  darüber  werden 
wir  noch  später  zu  sprechen  haben.    Mit  der  Intensität  rückt 
auch  der  Wendepunkt  der  abfallenden  Gurventheile  weiter  nach 
unten  und  aussen.   Und  da  die  Grenzcurve  von  einer  bestimm- 

4)  S.  2<9. 
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ten  ReizgrOsse  an  nur  mehr  sehr  wenig  sich  ändert,  so  müs- 
sen auch  die  Gurven  an  einem  bestimmten  Punkte  ihres  ab- 
fallenden Theiles  sehr  nahe  zusammentreten,  um  dann  allmäh- 
lich in  ihren  Grenzwerth  überzugehen. 

Für  das  grossere  Intervall  [Fig.  25]  ist  charakteristisch,  dass 
die  maximale  Curve  nnr  mehr  eine  geringe  Entfernung  ihres 
Gipfels  vom  Ausgangspunkte  aufweist,  und  dass  die  Curven 
der  einzelnen  Intensitäten  sich  wahrscheinlich  nie  wirklich 
kreuzen,  indem  die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Cnrven  dem 
Grenzwerthe  zustreben,  nahezu  gleich  ist.  Bei  dem  kleineren 
Intervalle  wird  die  Curvenentwicklung  für  die  niederen  Inten- 
sitäten eine  ganz  ähnliche  sein,  und  wird  nur  in  Uebereinstim- 
mung  mit  der  Einzelcurve  schneller  mit  der  Reizgrösse  zuneh- 
men. Auch  hier  werden  an  einem  Punkte  des  abfallenden 
Sehenkels  die  Curven  nahe  zusammentreten,  um  dann  den 
Werth  für  ihre  Grenzcurve  anzunehmen.  Wenn  einmal  mit  der 
höheren  Intensität  die  Einzelcurven  der  Grenzcurve  rascher  sich 
zu  nähern  beginnen,  so  dass  ihre  Gipfel  unter  die  der  kleineren 
Intensitäten  fallen,  sinkt  auch  der  Wendepunkt  des  abfallenden 
Theiles  unserer  Gurve,  so  dass  diese  mit  den  Gurven  niederer 
Intensität  einen  Kreuzungspunkt  besitzt  (Fig.  27  und  26). 

Bei  dem  kleinen  Intervalle  0.10"  kommt  noch  eine  weitere 
Unregelmässigkeit  zum  Ausdruck,  die  damit  zusammenhängt, 
dass  die  Einzelcurven  sehr  kleiner  Intervalle  ihre  höchste  Ent- 
wicklung viel  rascher  erreichen,  weshalb  die  beiden  Gurven  auf 
Figur  27  schon  zu  Anfang  des  abfallenden  Gurventheiles  ein- 
ander sehr  nahe  treten.  Dass  in  diesem  Beispiele  die  Differenz 
der  absinkenden  Curventheile  nicht  mehr  so  bedeutend  ist,  wie 
in  Fig.  26,  liegt  wohl  daran,  dass  für  das  Intervall  0.40"  die  In- 
tensität Ess  377  schon  übermaximal  ist. 

Diese  Aenderungen  der  Gurven  beweisen  uns,  dass  die 
Curven  des  Totaleffiectes  nach  der  Hohe  der  Einzelcurven  sich 
richten,  und  mit  ihr  steigen  und  fallen. 

Vergleichen  wir  nun  die  Gurven  der  verschiedenen  Inter- 
valle bei  gleicher  Reizintensität.  Beispiele  dafür  habe  ich  in  Figur 
50, 54 ,  52,  Tafel  VII  aus  dem  Versuch  Y  gegeben.  Für  jede  Reiz- 
Intensität  wächst  die  Gurve  mit  der  Verkürzung  des  Intervalles, 
erreicht  aber  ungefähr  zur  nämlichen  Zeit  ihr  Maximum.  Ebenso 
teilt,  wenigstens  für  kleinere  und  mittlere  Intensitäten,  der 
Wendepunkt  des  Abfalles  zeitlich  nahe  zusammen.    Da  nun, 
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nach  den  Einzelcurven  zu  schliessen,  die  Grenzwerthe  um  so 
niederer  sind,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  so  müssen  auch  beide 
Schenkel  des  abfallenden  Theiles  mit  dem  Intervalle  zunehmen, 
so  dass  die  Curven  gleicher  Intensität  an  bestimmten  Punkten 
sich  schneiden.  Diese  Schnittpunkte  fallen  hinter  den  Wende- 
punkt, auf  den  zweiten  Schenkel  des  abfallenden  Curven  theiles; 
sie  sind  um  so  weiter  vom  Wendepunkte  entfernt,  je  grösser 
die  Differenz  zwischen  den  beiden  Intervallen  ist.  Ein  Beispiel 
dafür  gibt  der  Vergleich  des  Intervalles  0.42  und  0.20  bei 
£=  300. 

Für  das  Intervall  0.10"  derselben  Reizgrösse  E^  300  findet 
sich  schon  eine  Unregelmässigkeit,  weil  die  Einzelcurven  dieses 
Intervalles  viel  rascher  der  Grenzcurve  sich  nähern,  als  dies  bei 
den  grösseren  Intervallen  z.  B.  Int.  O.SIO  der  Fall  ist.  In  Folge 
davon  sinkt  auch  der  absteigende  Curvenast  viel  tiefer  und 
kommt  dessen  Wendepunkt  unter  den  des  Intervalles  0.20  zu 
liegen,  so  dass  der  Kreuzungspunkt  beider  Curven  früher  ein- 
tritt. Das  Gleiche  ist  der  Fall  bei  der  Intensität  377,  nur 
mit  dem  Unterschiede  ^  dass  hier  auch  der  Wendepunkt  des 
Intervalles  0.20  auffallend  tiefer  liegt,  weshalb  die  Curven 
des  Intervalles  0.20  und  0.10,  unter  sich  wieder  viel  ähn- 
licher, vor  ihrem  Wendepunkte  mit  dem  Intervalle  0.42  sich 
kreuzen. 

Auf  Figur  52  habe  ich  Curven  von  maximaler  Intensität  bei 
den  Intervallen  0.42  und  0.10  aufgezeichnet.  Beide  stehen  sich 
deswegen  in  ihrer  Form  viel  näher.  Da  die  Maximalintensität 
für  das  Intervall  0.42  E  ^  464  für  0.10 J?  =  377  darstellt,  so 
müssen  auch  die  Ausgangspunkte  der  Curven  verschoben  sein, 
desgleichen  wird  für  das  grössere  Intervall  0.42  wegen  der 
höheren  Reizintensität  die  Entfernung  des  Ausgangspunktes 
vom  Gipfel  kleiner.  Strenge  genommen  sollten  alle  Intervalle 
die  gleiche  Maximalintensität  haben,  da  die  Summationscurven 
nicht  vollständig  gleich  sein  können,  so  lange  nicht  auch  die 
erste  Einzelcurve  ihre  maximale  Reizgrösse  erreicht  hat.  Dass 
also  die  Maximalintensität  für  das  kleinere  Intervall  früher  ein- 
tritt, als  für  das  grössere,  liegt  nur  an  der  ungleichen  Entwick- 
lung der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl,  bei  den  verschiedenen 
Intervallen;  weshalb  die  geringe  Differenz,  welche  für  die  höch- 
sten Intensitäten  zu  Anfang  der  Summationscurve  noch  vorhan- 
den ist,  nicht  mehr  unterschieden  werden  kann.    Ob  wirklich 
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der  Gipfel  der  Curve  bei  dem  grösseren  Intervalle  niederer  ist, 
wie  bei  dem  kleineren,  mag  dahin  gestellt  bleiben,  da  ich  gerade 
dafür  keinen  zweiten  vergleichbaren  Fall  unter  meinen  Ver- 
suchen babe.  Wahrscheinlich  wird  es  aber  durch  die  ganze 
Form  der  Curven. 

Kehren  wir  nun  nochmals  zu  den  Curven  zurück,  welche 

fUr  die  Summationscurve  die  Gesammtmenge  der  überzähligen 

Pulse  in  ihrer  Aenderung  mit  der  Reizanzahl  wiedergeben«  Auf 

ihnen  bedeuten  die  Ordinalen  die  überzähligen  Pulsmengen, 

die  Abscissen  die  Anzahl  der  Reize.   In  Figur  34,  Tafel  IV  sind 

solche  Curven  gleichen  Intervalles  aber  verschiedener  Intensität 

dargestellt.   Es  lässt  sich  aus  ihnen  der  Einiluss  der  Intensität 

entnehmen,  indem  mit  ihr  die  Geschwindigkeit  des  Anstieges 

wächst.   Während  aber  bei  kleinen  und  mittleren  Intensitäten 

die  Geschwindigkeitszunahme  hauptsächlich  auf  den  mittleren 

Curventheil  beschränkt  bleibt,  rückt  sie  mit  wachsender  Reiz- 

grt^sse  immer  mehr  gegen  den  Anfang  der  Curve  vor,  und  wird 

gegen  den  Grenzwerth  zu  früher  constant.    Für  die  maximale 

Intensität  erhalten  wir  eine  Curve,  die  schon  nahezu  mit  gröss- 

ter  Geschwindigkeit  anhebt,  und  allmählich  mit  abnehmender 

Geschwindigkeit  in  eine  Gerade  übergeht. 

Bei  grösseren  Intervallen  nimmt  die  Geschwindigkeit  glei- 
cher Curvenabschnitte  mit  der  Intensität  beständig  zu,  wenn 
auch  in  ungleichem  Maasse.  Das  Gleiche  muss  für  die  kleineren 
Intervalle  mittlerer  Intensität  zutreffen.  Bei  hohen  Intensitäten 
dagegen  zeigt  sich  in  so  ferne  ein  Unterschied,  als  die  Ge- 
schwindigkeit der  Curve  von  höherer  Intensität  theilweise  unter 
die  der  niederen  herabsinkt.  Die  Curven  hoher  Intensität  diver- 
giren  also  nicht  während  ihres  ganzen  Verlaufes,  sondern  nur 
im  Anfangstheily  um  dann  nach  einer  kurzen  Convergenz  nahezu 
parallel  der  Geraden  sich  zu  nähern. 

Bei  Betrachtung  der  Curven  gleicher  Intensität  aber  ver- 
schiedenen Intervalles  (Figur  49,  Tafel  VII)  ist  zunächst  zu  be- 
achten, dass  die  Curven  um  so  später  der  Geraden  sich  nähern, 
je  kleiner  das  Intervall  ist^  d.  h.  je  später  die  Einzelcurve  in  die 
Grenzcurve  übergeht.  Da  die  Grenzcurve  mit  dem  Intervalle, 
wenn  letzteres  nicht  sehr  gross  ist,  zunimmt,  so  ist  der  Winkel, 
den  diese  Gerade  mit  der  Abscisse  einschliesst,  um  so  spitzer, 
je  kleiner  das  Intervall  ist.  Es  müssen  sich  also  die  Curven 
von  verschiedenen   Intervallen  in   einem  bestimmten  Punkte 
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kreazen.  Dieser  Kreuzungspunkt  ist  aber  um  so  weiter  entfemt, 
je  grösser  die  Diflferenz  der  beiden  Intervalle,  und  um  so  grös- 
ser die  Reizintensität  selbst  ist,  wie  wir  sogleich  aus  der  Ge- 
stalt der  Curven  entnehmen  werden.  Die  Curven  wachsen 
nämlich  anfangs  um  so  rascher,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  d.h. 
sie  divergiren  bis  zu  dem  Punkte,  wo  die  Wirkungscurven  der 
Einzelreize  für  das  grössere  Intervall  die  grösseren  werden. 
Von  hier  an  müssen  sie  convergiren,  zuerst  schnell,  dann  lang- 
sam bis  zum  Kreuzungspunkte.  Da  nun  aber  die  Einzelcurven 
des  kleinen  Intervalles  mit  zunehmender  Intensität  viel  rascher 
sich  vergrössern,  wodurch  auch  die  anfängliche  Divergenz  in 
den  Curven  der  Gesammtwirkung  anwächst,  während  die  Nei- 
gung der  Geraden,  der  sie  sich  allmählich  nähern,  bei  den  ver- 
schiedenen Intensitäten  nahezu  gleich  bleibt,  so  muss  mit 
wachsender  Reizgrösse  auch  der  Kreuzungspunkt  hinausgescho- 
ben werden.  Eine  Ausnahme  hievon  machen  wieder  die  Cur^ 
ven  bei  hohen  Intensitäten,  sobald  die  von  der  Intensität  be- 
dingte Zunahme  der  Einzelcurve  ftlr  das  grössere  Intervall  be- 
deutender wie  ftlr  das  kleinere  wird,  d.  h.  wenn  in  der  Curve 
der  Gesammtwirkung  die  Geschwindigkeit  des  Anstiegs  gegen- 
über einer  Curve  grösseren  Intervalles  abnimmt,  wodurch  auch 
ihr  Kreuzungspunkt  früher  eintreten  muss.  Ein  solcher  Unter- 
schied kommt  auf  Figur  49,  beim  Vergleich  des  Intervalles  0.20 
und  0.42  bei  £=300  oder  377  zur  Geltung.  Noch  deutlicher 
tritt  es  zu  Tage  bei  maximaler  Intensität,  weil  dabei  die  anfangs 
nahezu  gleich  grosse  Einzelcurve  um  so  rascher  ihrer  Grenz- 
curve  sich  nähert,  je  kleiner  das  Intervall  ist. 

Es  ist  also  der  Einfluss  der  Reizintensität  auf  die  Summa- 
tionscurven  bei  den  einzelnen  Intervallen  mit  der  Reizanzahl 
wechselnd,  und  lässt  sich  nur  dann  ein  richtiges  Bild  von  der 
Aenderung  der  Summationscurve  nach  der  Reizstärke  für  die 
verschiedenen  Intervalle  erhalten,  wenn  die  Curven  von  verschie- 
dener Reizanzahl  bestimmt  werden.  Aus  den  Curven  der  Ge- 
sammtwirkung ist  auch  leicht  zu  ersehen ,  welchen  Nutzeffect 
die  Reizung  bei  verschiedenen  Intervallen  hat,  und  lässt  sich  auch 
leicht  beweisen,  dass  für  nicht  zu  lange  Einwirkung  die  kleinen 
Intervalle  den  Vorzug  verdienen.  Die  Curven  kleiner  Intervalle 
wachsen  ja,  wie  wir  gesehen ,  rascher  an,  und  sinken  erst  bei 
längerer  Reizdauer  unter  die  des  grösseren  Intervalles  herab, 
diese  Differenz  ist  für  mittlere  und  kleine  Intensitäten  am  be- 
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dentendsten.  Ausserdem  gestattet  nur  das  kleine  Intervall  eine 
bedeutende  Veränderung  von  kurzer  Dauer. 

Bekanntlich  liegt  das  Intervall  der  physiologischen  Reizung, 
wenigstens  fClr  die  Muskeln,  unterhalb  0.05".  Ich  glaube  es  spricht 
nichts  dagegen,  das  physiologische  hitervall  im  Allgemeinen  als 
sehr  klein  anzunehmen,  da  die  Erregungen  von  einander  sehr 
nahe  stehenden  Apparaten  ausgehen.  Ein  solches  Intervall  würde 
wenigstens  in  diesem  Falle  den  grössten  Nutzeffect  haben,  sodass 
dabei  der  Organismus  mit  dem  geringsten  Kraftaufwand  arbeiten 
würde. 

V.  Die  ürsachea  der  Veränderung  der  Einzelcurve. 

Ich  hoffe  dargethan  zu  haben,  dass  die  Resultate,  welche 
ich  durch  Einwirkung  einer  Accelerans-Beizung  auf  die  Ver* 
mehrong  der  Schlagzahl  des  Herzens  erhalten  habe,  sich  aus 
dem  Summafionsgesetze  erklären  lassen,  unter  der  Annahme, 
dass  die  Einzelcurve  nicht  allein  eine  Function  der  Reizintensität, 
sondern  auch  der  Reizzahl  ist,  welche  Function  aber  wieder  nach 
der  Reizgrdsse  selbst  und  nach  dem  Intervalle  variabel  gedacht 
werden  muss. 

Es  fragt  sich  also,  auf  welche  Ursache  eine  solche  Ver- 
änderung der  Einzelcurve  zurückzuführen  ist. 

Bei  einer  Erklärung  vonSummationsvorgängenim  lebenden 
Organismus  haben  wir  immer  damit  zu  rechnen,  dass  die  Reizung 
selbst  eine  Zuslandsänderung  im  nervösen  Apparate  hervor- 
bringt, vermöge  deren  die  Bedingungen  für  den  Erfolg  des  nach- 
folgenden Reizes  geändert  werden.  Es  muss  also  die  Einzel- 
curve mit  der  Reizzahl  sich  ändern,  und  zwar  entsprechend  der 
Grösse  der  Zustandsänderung,  welche  zur  Zeit  der  Reizung  be- 
steht; das  heisst  also,  analog  der  Ordinate  der  durch  die  vorher- 
gehende Reizung  bedingten  Summationscurve.  Da  der  Grund 
dieser  Aenderung  der  Einzelcurve  schon  bei  Beginn  derselben 
besteht,  so  ändert  sich  die  Form  der  Curve  wohl  im  Ganzen,  muss 
sich  aber  immer  ähnlich  bleiben. 

Nun  kann  die  Grösse  der  möglichen  Zustandsänderung  im 
nervösen  Apparate  nur  eine  beschränkte  sein,  und  darf  ein  ge- 
wisses Maass  nicht  überschreiten.  Da  aber  dieser  Einfluss  mit 
der  Höhe  der  Summationscurve  allmählich  erst  sich  ausbildet, 
ondum  so  mehr  sich  geltend  macht,  je  mehr  die  Summationscurve 
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dieser  Grenze  sich  nähert,  so  wird  dadurch  nicht  die  Einzelcun  e 
als  solche  geändert,  sondern  eigentlich  nur  die  einzelnen  Ordi- 
nalen der  Summationscurve,  was  sich  bei  der  Coostruction  der 
Einzeicurv'en  aus  dieser  durch  eine  mehr  oder  weniger  grosse 
Umwandlung  ihrer  Form  ausdrücken  muss. 

Wenn  eine  Summation  eine  zweite  hervorbringt,  so  richtet 
sich  letztere  nicht  mehr  nach  den  Einzelcurven  der  ersten  Sum- 
mation, sondern  nur  nach  den  Ordinalen  derselben.  So  lange 
aber  die  erste  noch  aus  regelmässig  sich  ändernden  Einzel- 
curven zusammengesetzt  ist,  wird  dies  auch  bei  den  Einzel- 
curven der  Fall  sein,  welche  wir  aus  der  zweiten  construireo 
können,  vorausgesetzt,  dass  wir  nicht  bei  dieser  früher  an  die 
obere  Grenze  gelangen.  Die  Aehnlichkeit  in  der  Form  der  Ein- 
zelcurven hdrt  alsbald  auf,  wenn  einmal  irgend  ein  Theil  des 
nervösen  Apparates  an  die  Grenze  seiner  Zustandsänderung  an- 
gekommen ist.  Das  schliessliche  Resultat  fällt  also  ganz  ver- 
schieden aus,  je  nachdem  die  mögliche  Zustandsänderung  an 
einem  Theile  des  nervösen  Apparates  grösser  oder  kleiner  wie 
die  des  anderen  ist. 

Kommen  wir  nun  auf  unsern  speciellen  Fall  zurück,  so  ist 
zunächst  im  Auge  zu  behalten,  dass  die  Ursache  der  Herzbe- 
wegung im  Herzen  selbst  zu  suchen  ist;  die  Erregung  des 
Nervus  accelerans  überträgt  sich  also  nicht  direct  auf  die  Herz- 
musculatur,  sondern  durch  verschiedene  Zwischenglieder,  und 
haben  wir  es  nicht  mit  einer  einfachen  Summation,  sondern  mit 
.verschiedenen  Summationsvorgängen  zu  thun.  Der  Zusammen- 
hang zwischen  der  Accelerans-Reizung  und  der  Pulsvermehrung 
ist  also  sehr  complicirter  Natur.  Ausserdem  kommt  noch  in  Be- 
tracht, dass  wir  durch  Veränderung  der  Schlagzahl  des  Herzens 
indirect  den  ganzen  hier  in  Betracht  kommenden  ner>'ö$ea 
Apparat  unter  andere  Bedingungen  setzen.  Ich  will  dabei  nur 
auf  eine  Möglichkeit  aufmerksam  machen,  weil  sie  mir  zum 
Theil  ander  Aenderung der Einzelcurve  betheiligt  zu  sein  scheint. 
Mit  der  Veränderung  der  Schlagzahl  des  Herzens  wird  die  Lei- 
stung der  Herzmusculatur  ebenfalls  eine  andere,  und  zwar  ao- 
nähernd  proportional,  da  die  Stärke  der  einzelnen  Contractioneo 
für  gewöhnlich  wenigstens  gleich  bleibt.  Da  dies  die  Bildung 
einer  grösseren  Menge  von  Zersetzungsproducten  bedingt,  so 
wird  dadurch  der  chemische  Zustand  der  Herzmusculatur  ein 
anderer,  und  desgleichen  auch  die  Erregbarkeit  derselben,  wenn 
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nicht  mit  der  Leistung  der  Musculatur  die  Durcbspttlung  der- 
selben in  gleichem  Maasse  zunimmt. 

EriiOht  sich  die  Schlagzahl  des  Herzens ,  so  vermehrt  sich 
auch  die  Blutmenge,  welche  in  der  Zeiteinheit  in  das  Gefäss- 
System  geworfeu  wird,  wenigstens  so  lange  die  Herzcontraction 
gleich  gross  bleibt.    Da  nun  der  Austausch  zwischen  Zelle  und 
Umgebungsflttssigkeit  um  so   rascher  und  intensiver  vor  sich 
geht,  je  grösser  der  Unterschied  in  der  Zusammensetzung  der 
Innen-  und  Aussen-Plüssigkeit  ist,  so  wird  der  Austausch  bei 
dem  häufigeren  Blutwechsel  ^  der  bei  Gleichbleiben  des  Blut- 
druckes eintreten  muss,  auch  leichter  und  besser  sich  vollziehen 
können.   Wir  haben  also  auf  der  einen  Seite  eine  Anhäufung 
von  Zersetzungsproducten  fm  Herzmuskel,  hervorgerufen  durch 
seine  grössere  Leistung,  auf  der  andern  Seite  eine  bessere  Aus- 
spülung solcher  Zersetzungsproducte  durch  den  häufigeren  Blut- 
wecbsel.    Es  wird  deshalb  allein  auf  die  Lage  der  einzelnen 
Theile  des  nervösen  Apparates  und  auf  die  Blutvertheilung  in 
ihm  ankommen,  welcher  Erregbarkeitsänderung  jeder  derselben 
durch  den  Wechsel  in  der  Schlagzahl  des  Herzens  ausgesetzt  ist. 
Die  gleiche  Betrachtung  gilt  auch  für  die  Zufuhr  des  nothwen- 
digen  Ernährungsmaterials  etc. 

Bei  diriscter  Reizung  eines  nervösen  Apparates  muss  die 
schon  besprochene  Grenze  der  möglichen  Zustandsänderung  so- 
wohl duroh  einen  maximalen  Reiz ,  wie  durch  eine  Sunimation 
submaximaler  Reize  hervorgebracht  werden  können.  Anders  ist 
es  bei  indirecter  Reizung,  wo  die  Höhe  der  möglichen  Zustands- 
änderung des  direct  gereizten  Theiles  eine  andere  ist,  wie  die 
des  zweiten,  auf  den  sich  die  Erregung  überträgt.  Wir  dürfen, 
glaube  ich,  annehmen,  dass  histologisch  und  physiologisch  gleich 
geartete  Organe  bei  ihrer  Reizung  auch  eine  ähnliche  Einzel- 
curve  geben,  so  lange  wenigstens  nicht  das  Gegentheil  erwiesen 
ist.  Nun  zeigen  aber  die  Untersachungen  von  Kries  und  Se- 
wa  11*),  dass  elneVerstärkung  des  Reizes,  das  heisst  eine  Sum- 
mining  der  Reize  im  Nerven  selbst  nur  bei  einem  Intervalle 
unter  0.006"  eintritt,  so  dass  dieses  Intervall  ungefähr  die  Länge 
der  Einzelcurve  des  gereizten  Nerven  repräsentiren  würde. 
Es  ist,  glaube  ich ,  daraus  der  Schluss  zu  ziehen ,  dass  in 


1]  Ueber  die  Summirung  untermaximaler  Reize  in  Muskeln  und  Ner- 
ven. Archiv  für  Physiologie  von  Du  Bois-Reymond.   Bd.  4884. 
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meinen  Versuchen  bei  einem  Minimalintervall  von  0.035"  eine 
Summation  im  Nerven  überhaupt  nicht  eingetreten  ist,  sondern 
erst  in  den  folgenden  Theilen  des  nervösen  Apparates,  und  dass 
die  auffallende  Länge  meiner  Einzelcurven  wohl  erst  von  dem 
motorischen  Theile  des  ganzen  Apparates  herrührt,  wie  ja  auch 
der  willkürlich  bewegliche  Muskel  eine  verhältnissmassig  lange 
Contractionscurve  aufweist.  Damit  erklärt  sich  auch,  warum 
trotz  maximaler  Reizung  noch  eine  weitere  Summation  zustande 
kommt ,  indem  diese  nur  der  maximalen  Zustandsänderung  im 
Nerven  entspricht,  wo  wegen  der  Grösse  des  von  mir  ange- 
wendeten Reizintervalles  überhaupt  keine  Summation  stattfin- 
den kann,  während  die  übrigen  Theile  des  nervösen  Apparates, 
deren  Zustandsänderung  viel  später  ihre  oberste  Grenze  erreicht, 
eine  solche  noch  gestatten. 

Was  nun  die  Veränderung  betrifft,  welche  die  Einzelcune 
unter  dem  Einflüsse  der  Reizzahl  erleidet^  so  ist  dieselbe  zweier- 
lei Art,  die  eine  zu  Gunsten,  die  andere  zu  Ungunsten  ihrer 
Grösse  und  ihres  Umfanges.  Die  anfängliche  Zunahme  der  Eix^ 
zelcurve  mit  der  Reizzahl  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  die 
Curven  alle  einander  ähnlich  bleiben,  das  heisst  ihre  Form  nur 
wenig  ändern.  Es  ist  dies  ein  Zeichen,  dass  die  Ursache  dafOr 
auf  das  Zustandekommen  der  Einzeicurve  selbst  von  Einfluss 
ist,  und  sich  nicht  erst  im  Laufe  der  Summation  entwickeln 
kann.  Daher  liegt  es  sehr  nahe,  die  Zustandsänderung  des  ner- 
vösen Apparates  durch  die  vorhergehende  Reizung  dafür  in 
Anspruch  zu  nehmen.  Principiell  lässt  sich,  glaube  ich,  dagegen 
nichts  einwenden ,  ja  es  ist  sogar  sehr  wahrscheinlich ,  dass, 
wenn  einmal  ein  System  in  eine  bestimmte  Schwingungsrich- 
tung versetzt  ist,  der  gleiche  Anstoss  eine  grössere  Wirkung 
erzielt. 

Eine  grosse  Unterstützung  findet  diese  Annahme  femer 
darin,  dass  die  nämliche  Modification  der  Curve  durch  eine  Er« 
höhung  der  Reizintensität  erzielt  werden  kann.  Da  es  feststeht, 
dass  ein  grösserer  Reiz  auch  eine  grössere  Erregung,  oder,  was 
dasselbe  ist,  eine  grössere  Zustandsänderung  im  nervösen  Ap- 
parat hervorbringt,  wodurch  auch  der  sichtbare  Erfolg  ein  grös- 
serer sein  muss ,  so  dürfen  wir  die  gleiche  Wirkung  bei  dem 
nachfolgenden  Reize  voraussetzen,  in  Folge  der  durch  die  vor- 
hergegangene Reizung  hervorgebrachten  Zustandsänderung.  Wir 
müssen  also  annehmen,   dass  die  Grösse  der  Einzeicurve  von 
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der  Höhe  des  Summaiionsabschaittes  abbfingt,  der  der  voraus- 
gegangenen  Reizung  entspricht. 

Es  liesse  sich  überhaupt  die  ganze  Abhängigkeit  der  Einzel- 
eurve  von  der  Keimzahl,  der  Intensität  und  dem  Intervalle  er* 
klären,  unter  der  Annahme,  dass  die  Grenze  der  Zustandsänder- 
ung  eines  nervösen  Apparates  um  so  später  erreicht  wird,  je 
länger  seine  Einzelcurve  ist,  und  dass  letztere  bei  dem  hier  in 
Frage  kommenden  Apparate  von  dem  Nerven  gegen  den  End<- 
apparat  zunimmt. 

Dadurch  wird  verständlich,  warum  eine  Erhöbung  einer 
Einteleurve  sehen  eintreten  kann,  wenn  deren  Reiz  noch  in  das 
Lalensstadium  fällt,  zu  einer  Zeit,  wo  ein  sichtbarer  Erfolg 
noch  nicht  vorhanden  ist,  indem  in  einem  Theile  des  nervösen 
Apparates  ganz  gut  der  Erregungsvorgang  schon  abgelaufen  sein 
kann,  ehe  derselbe  im  Endapparate  beginnt. 

Die  Einzelcurve  wächst  unter  dem  Einflüsse  der  Reizzahl 
anfangs  mit  zunehmender,  dann  abnehmender  Geschwindigkeit. 
Ob  das  Gleiche  für  die  Reizstärke  gilt,  ist  wenigstens  nach  Fig. 
^9,  Tafel  IV  sehr  wahrscheinlich.  Jedenfalls  nimmt  aber  die  Ge^ 
schwindigkeitszunahme  nach  einigen  Reizen  ab^  bis  die  maxi- 
male Einzelcurve  erreicht  wird.    Diese  Gescbwindigkeitsänder- 
nng  in  dem  Waohsthum  der  Einzelcurve  liesse  sich  schon  aus 
einem  einzigen  Summationsvorgange  ableiten,  unter  der  von  mir 
schon  gemachten  Annahme,  dass  die  Grösse  der  Einzelcurve  von 
der  Zustandsänderung  abhängt,  welche  die  vorausgehende  Reiz- 
ung hervorgerufen  haL  Dieselbe  wird,  als  Susnmation  aufgefasst, 
anfangs  rascher,  dann  aber  langsamer  ansteigen.  Es  findet  da- 
mit auch  die  Thatsache  ihre  Erklärung,  dass  die  Geschwindigkeit 
der  Zunahme  mit  der  Reizgrösse  wächst,  indem  dabei  die  Einzel- 
curve des  ersten  Reizes  im  ganzen  Umfange  grösser  ist,  so  dass 
die  Summationscurve  ebenfalls  rascher  anstdgt. 

Vollständig  reicht  aber  eine  einzige  Summation  zur  Er- 
klärung nicht  aus,  indem  die  Zunahme  der  Einzelcurve  eine 
Grenze  hat,  die  nicht  überschritten  werden  kann,  und  die  um 
so  rascher  erreicht  wird,  je  höher  die  Intensität  ist.  Rei  einer 
einzigen  Summation  dagegen  mUsste  die  Einzelcurve  constant 
wachsen,  allerdings  mit  abnehmender  Geschwindigkeit,  und 
zwar  mttsste  die  Zunahme  um  so  beträchtlicher  sein,  je  höher  die 
Reizintensität  gewählt  ist.  Dies  trifil  nun  allerdings  bei  niederen 
Reizgrössen  zu,  aber  wie  gesagt,  nicht  mehr  bei  den  höheren. 
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Wir  haben  also  hiefür  eine  weitere  Summation  eu  Hülfe  zu 
nehmen,  und  zwar  der  Art,  dass  die  erste  aus  verhältnissmassig 
kurzen  Einzelcurven  zusammengesetzt  ist,  wobei  deren  maxi- 
male ZustandsSnderung  bald  erreicht  wird.  Damit  heben  sich 
die  angegebenen  Schwierigkeiten;  bei  untermaximalen  Reizen 
wird  wegen  der  kurzen  Einzelcurve  die  Grenzhöhe  der  ersten 
Summation  bald  erreicht  werden,  so  dass  nun  bei  weiteren 
Reizen  die  Einzelcurven  alle  gleich  ausfallen,  wahrend,  wenn 
einmal  die  Grenze  der  möglichen  Zustandsänderung  überhaupt 
erreicht  ist,  weder  durch  Erhöhung  der  Reizintensität,  noch 
durch  weitere  Summation  eine  höhere  Wirkung  für  einen  Ein- 
zelreiz  erzielt  werden  kann.  Es  muss  also  mit  der  Vermehrung 
der  Reizintensitat  die  höchste  Wirkungscurve  des  Einzelreizes 
immer  früher  auftreten. 

Wegen  der  längeren  Einzelcurve  und  der  weiteren  Ent- 
fernung der  maximalen  Zustandsänderung  im  zweiten  Theile 
des  nervösen  Apparates  kann  aber  auch  dann  noch  eine  Summa* 
tion  eintreten,  wenn  für  den  ersten  Summationsvorgang  die  maxi- 
male Höhe  oder  die  Grenze  der  möglichen  Zustandsänderung 
eingetreten  ist,  wie  wir  ja  auch  bei  einmaligem  maximalen  Reize 
noch  eine  Summation  zu  Stande  kommen  sehen. 

Wenn  einmal  die  maximale  Zustandsänderung  in  einem 
Theile  des  Apparates  eingetreten  ist,  wird  allerdings  die  Wir- 
kungscurve des  Einzelreizes  auch  ihre  Form  ändern  müssen. 
Deshalb  tritt  aber  auch  bei  unserer  Summation  die  Formver- 
änderung um  so  früher  ein,  je  grösser  die  Intensität  ist,  d.  h.  je 
schneller  wir  uns  der  Grenze  der  möglichen  Zustandsändenins 
des  einen  Theiles  nähern. 

Auf  die  nämliche  Weise  lässt  sich  auch  die  Abhängigkeit 
der  Einzelcurve  von  dem  Intervalle  erklären.  Dieselbe  wird  bei 
dem  grösseren  Intervalle  mit  steigender  Reizzahl  nur  langsam 
wachsen,  einmal  da  das  Intervall  grösser  sein  kann  als  die  Er- 
regungscurve  eines  Theiles  des  in  Frage  kommenden  Appa- 
rates, dann  weil  die  Zustandsänderung  als  Summation  auf- 
gefasst  selbst  langsamer  zunimmt,  und  ihre  Curve  eine  viel 
niederere  Grenzhöhe  besitzt,  so  dass  die  bei  jedem  Intervalle 
zu  erreichende  höchste  Einzelcurve  mit  der  Grösse  des  Inter- 
valles  kleiner  wird. 

Deswegen  muss  auch  die  Curvenentwickelung  nach  der 
Reizzahl  bei  dem  grösseren  Intervalle  eine  gleichmässigere  sein. 
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da  die  Grenze  der  mtiglicben  Zustandsändening  des  nervösen 
Apparates  gar  nicht  oder  bei  Tiel  höherer  Intensität  erst  erreicht 
wird. 

Zwischen  dem  Einflüsse  der  Intensität  wie  des  IntervaUes 
auf  die  GrOsaeder  Binzelennre  ist  desbaib  eine  so  grosse  Ueber- 
einstimmung ,  weil  durch  beide  die  SnmmationscnrVe  erhöht 
werden  kann,  nnd  damit  auch  dto  Efnzeleurve  des  näebsten 
Reises.    Mit  Erh<Jbnng  beider  trftt  aoch  die  sogenannte  rück** 
btafige  Bewegung  der  Einzeleurve,  d.  h.  derm  Verkleinerung 
und  Umforaiiing  frttlier  efn,  weil  sowohl  durch  das  eine  Wie 
das  andere  die  maxioiaie  Znatandsänderang  eines  Theilea  des 
nervösen  Apparates  früher  hergestellt*  werden  kann,  und  da- 
durch notfawendiger  Weise  au^  die  Utn^estäknng  der  Ein*- 
zelcurve.  Es  beruht  daher  auch  die  rückläufige  Bewegung  wohl 
zum  grössten  Theile  auf  den  Summationen  allein;  und  muss 
dieselbe  um  so  grösser  sein,  je  mehr  Theile  des  nervösen  Ap- 
parates in  ihre  maximale  Zustandsänderung  eingetreten  sind. 
Auch  warum  die  Gr^se  der  auftretenden  FarmvefHaderung  von 
den  IntervaU  üUein  abhängjb,  toat  sfch  wobl  «jrklären;  deni^ 
wenn  an  irgend  einem  Theile  des  in  Erregung  ver^ßt^tfeoi  Appa- 
rates die  Grenze  der  möglichen  Zustandaänderuxig  erreicht  ^t^ 
wird  die  betreffende  Summationscurve  nicht,  mehr  in  ihrer  Höbe^ 
aondem  nur  mehr  im  Abfalle  mit  dem  Int^vaile  und  der  In- 
teiusität  sich  ändern. .  Die  von  der  ersten  abhäUjgijge  zweite  ßum- 
mation  wird  dadurch  in  gleicher  Weis^  von  dem  Intervalle  und 
der  Intensität  unabhängig.  .Und  wie  die  erste  Summationscurve 
sich  in  der  Zeiteinheit  um  nahezu  gleiche. Stücke  vergrössert, 
wenn  einmal  die  Grenze  der  möglichen  itustaiidsänderung  er- 
reicht ist,  so  muss  auch  der  Zuwachs  für  die  isweite  Summa- 
lionscurvOj  von  Intervall  und  Intensität  unbeeinflüsst^  nahezu 
gleidi  sein.   D!e  aus  dem  ganzen Törgänge  reäultirendei  Einzel- 
curve  wird  also  um  s6  niederer  sein,  je  grösser  dfe 'Reizanzahl 
m  der  Zelteinheft  gewesen  ist.  Vollstlänrffg  etMärt  rfch  daraus 
die  gesetzraässige  Aenderung  der  Einzeteurve  tnit  detii  lnt«6rvalle 
noch'  nicht,  und  hauptsächlich  nicht  die  förtdauerttde  Verlän- 
gerung der  Einzelcurve  mtt  dfem  InferVälle  und  der  tntensftät; 
wir  mttssten  nur  annehmen,   dass  tnit  wachsender  Zustands- 
ändernng  in  dem  letzten  Theile  des  nervösen  Appahites  die 
EincelcurTe  viel  weniger  in  Ihrer  Höhe  als  ibror  Länge  aJti- 
nimmt.  ■    i",  rf  ■ 
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W.  Hi«)  Ueber  embryonale  GanglienzeUm. 

Bei  menschlichen  Embryonen  voa  6'chl«iss  des  *erstoi  und 
Yon  Anfang  des  zweiten  Entwickelungamonates  sind  die  Zelleo 
der  Spiualganglien  bipolar.  Von  den  beiden  Ausläufern  derselben, 
tritt  der  dorsal  gelegen^B  in  dejn  Hmterstrang  des  RUckeomarlyes 
ein,  während  der  vejatral  gerichtete  den  motorischen  Wur^dh 
fasern  sich  zuwendet,  um  in  d^or^n  Begleitung  peripheriew^ru 
weiter  zu  gehen.  Die  Ausläufer  beginnen  mit  einem  fionisqfaen  Ann 
satzstücke,  verschmälern  sich  aber  weiterhin  zu  dUnne^  Easem 
vom  Charakter  von  Axency lindern.  Ihre  Verbindung  mit  dem 
Zellenleib  ist  keine  mittel-  sondern  eine  ^itenständige^  Am  meis- 
ten excentrisch  liegt  der  KerU;  auf  diesen  folgt  eine  mehroder  min- 
der breite  Plasmazone^  von  deren  Randtheil  die  beiden  Ausläufer 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  abgehen.  Das  beschriebene 
Verhalten  der  Zellen  ist  als  einleitende  Vorstufe  für  die  Bildung 
T-förmiger  Fasern  aufzufassen.  Für  die  Beobachtung  ist  es  günstig, 
dass  in  diesen  frühen  Entwickelungsperioden  das  Ganglion  noch 
nicht  von  Bindegewebselementen  durchwachsen  ist  und  dass 
daher  die  Zellen  auch  noch  keine  besonderen  Scheiden  tragen. 
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Alfred  Fischer,  Neue  Beiträge  ztur  Kenntnisa  der  Subröhren . 
Vorgd6(;t  v,  d.  w.  Mitgliede  Sche/nk.    (Mit  2  Tafeln.) 

Durch  eine  geeignete  Methode;  weiche  ich  bereits  in  den 
Berichten  der  deutschen  botanischen  Gesellschaft*)  mitgetbeilt 
habe,  ist  es  mir  gelungen ,  die  Beschaffenheit  des  Siebröhren- 
Inhaltes  genauer  zu  bestimmen ,  als  es  bisher  geschehen  war. 
Schon  die  wenigen  Dicetylen,  welche  ich  untersucht  hatte, 
zeigten ,  dass  die  Siebröhren  der  Cucurbitaceen  einen  anders 
differenzirten  Inhalt  fttbrten,  als  die  von  Anchusa,  Goleus  etc.  Es 
lag  die  Yermuthung  nahe,  dass  alle  Siebröhren,  welche  Starke- 
lU(mer  enthalten,  die  gleiche  Beschaffenheit  des  Inhaltes  zeigen, 
dass  aber  bei  andern  die  VerhSiltnisse  der  Cucurbitaceen  sich 
wiederfinden  würden.  Von  diesen  Erwägungen  geleitet  habe 
ich  noch  eine  Anzahl  von  Dicotylen  untersucht.  Anderseits  habe 
ich  aber  das  abgebrühte  Material  dazu  verwendet,  die  Lebens- 
geschichte der  Siebröhren  ven  Cucurbita  von  Anfang  bis  zu 
Ende  eingebend  zu  studiren.  Anknüpfend  an  Cacuii>ita  werde 
ich  die  Siebröhren  der  Dieotylen  überhaupt  besprechen. 

Um  den  Inhalt  der  unverletzten  Siebröhren  kennen  zu  ler- 
nen, brühte  ich  anfangs  ganzC;  ausgetopfte  Pflanzen  in  heissem 
Wasser  ab.  Später  führte  ich  nur  einzelne  Theile  unverletzter 
Pflanzen  in  dasselbe  ein.  Man  kann  hierzu  die  Sprossenden 
benatzen,  man  kann  aber  mit  gleich  gutem  Erfolg  auch  Stücke 
mitten  am  Stengel  in  das  heisse  Wasser  hineinbringen.  Selbst- 
verständlich dürfen  die  abgebrühten  Stücke  erst  nach  einigen 
Hinttten ,  welche  zur  Gerinnung  und  Pixirung  des  Siebröhrin- 
baltes  genügen,  abgeschnitten  werden,  wenn  man  unverletztes 
Material  erhalten  will.  Die  ganze  Manipulation  ist  so  einfach, 
dass  ich  auf  eine  genaue  Beschreibung  verzichten  kann. 


4)  III.  Bd.    Ueber  den   Inhalt  der  Siebröhren  in  der  unverletzten 
Pflanze. 
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Um  WiederboluDgen  zu  vermeiden,  will  ich  mein  Unter- 
suchungsmaterial  gleich  hier  aufzählen  mit  Angabe  der  Art  und 
Weise,  in  welcher  es  gewonnen  wurde.  Ich  werde  später  nur 
noch  von  unverletzt  abgebrühtem  Material  oder  von  Kochmaterial 
reden. 

1 .  Cucurbita  Pepo  (ganze  Pflanze  und  einzelne  Theile  ab- 
gebrüht). 

S.  Ecbalüum  Elaterium  (ganze  Pflanze) . 

3.  Lagenaria  vulgaris  (oberster  Theil   einer  eingetopfteo 

Pflanze). 

4.  Humulus  Lupulus  {einzelne,  zweijährige  Aeste). 

5.  Urtica  dioYca  (einzelne  Stücken  mitten  am  Stengel). 

6.  Xanthium  Strumarium  (ganze  Pflanze). 

7.  Euphorbia  Lathyris  (ganze  Pflanze) . 

8.  Dahlia  variabilis  (einzelne  Stücke). 

9.  Praxinus  excelsior  (einjährige  Aeste). 

10.  Tropaeolum  majus  (einzelne  Stengelstücke). 
Ausserdem  wurden  frische  und  in  Alkohol  aufbewahrte  Stengel- 
Stücke,  weldie  also  partiell  entleerte  SiebrOhren  enthielten,  tod 
einer  grossen  Zahl  von  Dicotylen  untersucht.   Ein  Verzeichnis» 
derselben  findet  man  am  Ende  der  Abhandlung. 

I.  Die  active  Siebröhre. 

Nach  den  Beobachtungen,  welche  bisher  über  die  Functions- 
dauer  der  Siebröhren  angestellt  worden  sind,  unterliegt  es 
keinem  Zweifel,  dass  dieselben  bei  allen  Pflanzen  nur  eine  be- 
stimmte Zeit  lang  funotioniren  und  dann  zu  Grunde  gehen.  Man 
bezeichnet  diesen  Vorgang  als  Obliteration,  ein  Name,  welcher 
treffend  darauf  hinweist,  dass  die  Siebröhren  bis  auf  unkennt- 
liche Reste  verschwinden ;  ihr  Inhalt  wird  entleert ,  die  Röhre 
zusammengedrückt.  Bekanntlich  liegen  an  der  Peripherie  der 
Siebtheile,  in  der  secundären  Rinde  immer  Schichten  oder 
Gruppen  solcher  obliterirter  Röhren,  Welche  früherund  leider  zu- 
weilen auch  jetzt  noch  als  besonderes  Gewebe,  als  Hömprosen- 
chym,  bezeichnet  werden.  Die  offenen,  activeh  Siebröhren  können 
aber,  wie  de  Bary  zuerst  erkannte,  auch  vorübergehend  in  einen 
Ruhezustand  eintreten.  Diese  Veränderung  findet  jedenfalls  im 
Winter  bei  allen  unseren  perennirenden  Pflanzen  statt.  Man  be- 
zeichnet solche  transitorisch  geschlossene  Siebröhren  als  passiv. 
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Da  Untersuchungen  über  die  activen  Siebrohren  wohl  nur 
im  Sommer  angesleUi  werden,  so  ist  keine  Gefahr  vorhanden, 
dass  dieselben  mit  den  passiven  verwechselt  werden.  Dagegen 
hat  man  sorgfältig  zwischen  activen  und  obliterirenden  Sieb* 
rOhren  zu  unterscheiden ,  wenn  man  den  Bau  der  ersteren  er- 
forschen wilL  Die  bereits  obtiterirten  R^^hren  sind  ja  sicher  zu 
eii:ennen,  die  obliterirenden  dagegen  dürften  zu  mancher  Ver- 
wechslung geführt  haben.  Beobachtungen,  welche  man  an  diesen 
gemacht  hatte,  übertrug  man  auf  die  activen  Rtfhren,  deren 
eigentlicher  Bau  obendrein  bei  der  Untersuchung  verletzter 
Pflanzen  gar  nicht  zu  ermitteln  war. 

Das  Gesagte  wird  mein  Streben  rechtfertigen ,  den  Begriff 
»active  Siebröhre«  strenger  als  bisher  zu  fassen.   Bei  allen  An- 
giospermen ist  eine  SiebrOhre  erst  dann  und  nur  so  lange  als 
activ  zu  bezeichnen,    als  sie  beim  Zerschneiden  der  Pflanze 
SehlauehkOpfe  bildet.   Die  Entstehung  dieser  ist  aber  abhängig 
einmal  von  der  Beschaffenheit  der  Siebplatten  und  zweitens  von 
derjenigen  des  Inhaltes.  Die  ersteren  müssen  offen  sein,  gleich- 
viel wie  stark  das  sie  umsohliessende  Gallusgerttst  ist.     Der 
leidere  muss  noch  flüssig  und  fähig  sein,  Sehleim  vor  den 
Siebplatten    abzuscheiden.     Sobald  eine    dieser  beiden    Be- 
dingungen wegfällt,  die  Siebplatten  unwegsam  werden  oder 
der  Inhalt  in  später  zu  schildernder  Weise  sich  verändert  hat, 
ist  die  Siebrohre  nicht  mehr  activ,  sondern  in  Obliteration  be- 
griffen. 

I .  Der  Inhalt,  Nach  der  Beschaffenheit  des  Inhaltes  unter- 
scheide ich  drei  Arten  von  Siebröhren  bei  den  Dicotylen.  Es  ist 
nidit  unmöglich,  dass  eine  Ausdehnung  meiner  Untersuchung 
auf  eine  grössere  Zahl  von  Pflanzen  auch  eine  grössere  Mannig- 
faltigkeit ergeben  haben  würde;  berttdisichtigt  man  aber  die 
&fahrungen,  welche  andere  Forscher  in  dieser  Beziehtmg  mitr- 
getheilt  haben,  so  scheint  die  Annahme  gerechtfertigt,  dass  auch 
die  Siebröhren  der  noch  nicht  untersuchten  Dicotylen  einem  der 
drei  sogleich  zu  schildemden  Typen  angehören  werden.  Ich 
will  dieselben  zunächst  kurz  beschreiben  und  dann  einige  spe- 
ciellere  Bemerkungen  folgen  lassen. 

4.  Typus.  Siebröhren  mit  gerinnbarem  Saft.  Der 
Inhalt  besteht  aus  einem  schmächtigen,  protopIasmatischenWand- 
beleg  und  einem  klaren ,  in  der  Hitze  gerinnenden  Safte,  dem 
Siebröhrensaft.    Cttcurbitcu 
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2.  Typus.  Siebröhren  mit  Schleim.  Der  Inhalt  besteht 
aufl  einem  zarten,  mit  kleineren  und  grösseren  Schleimooeagen 
beladenen  Wandbelega  und  einer  klaren,  nicht  gerinaeDden, 
wässerigen  FKlsäigkeit.  Humulm. 

S.Typus.  Siebf  Obren  mit  Stäjkekörnern.  Der  In- 
halt besteht  aus  einem  zarten^  geringe  Sehleimmengen  fttbremden 
Wandbelege  und  einer  klaren,  nicht  gerinnenden  FHissigkeU  nui 
kleiOien  Störkekömern.  CoUus. 

Zu  dem  ersten  Typus  gehören  ausser  den  Siebröhren  von 
Cucurbita  noch  diejenigen  von  Scballium  (Taf.  I,  Fig.  4   u.  S) 
und  Lagenaria.   Nach  Beobachtungen,  welche  ich  früher  ao  AI- 
keholmaterial  gemacht  habe,  muss-ieh  annehmen,  dass  alle  Cu- 
üur&äocaengleiph gebaute  Siebröhren  besitzen,  welche  einen  be- 
sonderen Typus  reprttsentiren.  Ueber  denselben  habe  ich  bereits 
frttber  eine  auafohrlkhe  Mittheilung  veröffentUcbt.*)  Der  Inhalt 
der  aetiven  Siebröhren  besteht  au»  einem  Wandbrieg  und  ge> 
rinnbarem  Saft,  Siebröhrensaft.  Schlauohköpfe  kommen  in  der 
lebenden  Pflante  gar  nicht,  vor,  wie  ich  früher  gezeigt  habe. 
Sehleim  in  grösseren  Mengen  fehlt,  dagegen  findet  er  sich  in 
später  EU  besprechender  Weise  an  den  Siebplatten  fast  inuner 
vor,  aber  ohne  Schlauohköpfe  zu  bilden.  Auch  könnte  man  kleine, 
glänzende,  winzige  Tröpfchen  oder  Kügelchen,  welche  im  Wand- 
belege regelmässig  vorkommen,  für  Schleim  halten.    Dieselben 
könnten  aber  auch  als  Mikrosomen  betrachtet  werden,  jedenfalls 
bestehen  sie  aus  Eiweiss.  Sie  sind  nicht  mit  den  grossen  Schleim- 
tropfen zu  verwechseln,  welche  in  noch  geschlossenen  jungen 
Siebröbrengliedern  abgeschieden  werden.    Ihr  Schicksal  wird 
uns«  im  nächsten  K^tel  zu  beschäftigen  haben. 

Nach  Beobachtungen  an  abgebrohtem  Material  kommen  Sieb- 
röhren mit  Schleim  bei  Butnulus  Lupulus  (Taf«  I,  ^ig<  3 — 5)  und 
Urtica  dio'ica  (Taf.  I,  Fig.  6,  7,  9)  vor.  Wahrscheinlich  gehörea 
die  Siebröhren  einer  grösseren  Zahl  von  Dicotylen  hierher.  Icfa 
habe  bei  den  weiter  unten  genannten  Pflanzen,  welche  allerdings 
nur  frisch  oder  in  Alkohol  aufbewahrt  untersucht  wurden,  fest- 
stellen können,  dass  die  partiell  entleerten  Siebröhren  keine 
Stärkekörner  enthalten  und  gleiche  Beschaffenheit  ihres  Inhaltes 
zeigen,  wie  diejenigen  von  Humulus  (Taf.  I,  Fig.. 5)  und  Urlica 
(Taf.  I,  Fig.  6)  nach  der  Verletzung  der  Pflanze.    Es  ist  aber 


1)  Berichte  der  deutschen  botanischen  Gesellschaft  JII. 
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nieht  unmöglich,  das»  in  dem  einen  oder  dem  andern  Falle  Sieb^ 
rOhren  mit  gerinnbarem  Safte  vorgelegen  haben,  welche  ja  naeb 
einer  partiellen  Entleerung  dasselbe  Bild  gewähren,  wie  die  mit 
SehleuA  (Taf.  I,  Fig.  2} .  Da  aber  das  Siebröbrensystem  der  Cu- 
curbitaceen auch  in  anderer  BeKiekungsa  exceptionell  ausgebildet 
ist^  so  halte  ioh  es  für  wabrsobeinlieh,  daas  alle  andern  starke- 
freien  Siebri^hren  der  DicoCylen  dem  zweiten  Typiüs  angehören. 
Ich  möchte  deshalb  demselben  noch  folgende  Pflansen  ein^ 
ordnen: 

4.  Parielaria  offidnalis  6.  Oxalis  stricta 

* 

2.  Boehmeria  nivea  7.  Sedum  maximum 

ä.  Cannabis  sativa  8.  PotentiUa  anserina 

4.  Atriplex  nitens  9.  Rnbus  Idaeus 

5.  Chenopodium  murale  40.  Cytisus  Labu-rnum. 

Von  den  dicotylen  Wasserpflanzen  scheinen  folgende  hier- 
her zu  gehören :  Myriophyllum  spicatum,  Hottonia  palustris  und 
Hippuris  vulgcaris.  Bei  diesen  enthalt  der  Wandbeleg  der  Sieb- 
rühren  jedenfolls  nur  sehr  geringe  Scbleipimengen,  wie  mir  aus 
der  Kleinheit  der  Schlauehköpfe  zu  folgen  scheint  Nach  den 
Angaben  Aussow's^)  und  Jangzkwski's*)  werden  sieh  vermuthlich 
hier  anschliessen :  Tilia,  Rhamnus  und  Aristolochia.  Wahr- 
scheinlich werden  auch  die  Siebröhren  zahlreicher  Monocotylen 
diesem  Typus  angehören,  wie  ich  aus  Beobachtungen  an  Tra- 
desoanOa  virginica,  Phüodendr4>n  Selhivianutn^  Sparffontum  ra^- 
fnoünn  schliesse. 

Ke  activen  Siebröhren  in  abgebrühten,  unverletzten  Inter* 
nodien  von  HumtUus  und  Urtica  zeigen  die  in  den  Fig.  3,  4, 
7  u.  9,  Taf.  1  wiedergegebene  Beschaffenheit  ihres  Inhaltes. 
Berselbe  gliedert  sieh  in  einen  zarten  Wandbeleg  mit  Schleim 
und  eine  wässerige,  nicht  gerinnbare  Flüssigkeit.  Die  letztere 
bat  wahrscheinlich  dieselbe  Zusammensetzung  wie  der  Zellsaft, 
eine  Frage ,  welche  sich  vorlSlufig  jeder  Untersuchung  entzieht« 
Der  im  Wandbelege  abgelagerte  Schleim  verhMt  sich  gegen  Re- 
agentien  so,  wie  die  Substanz  der  Sohlauchköpfe  in  den  partiell 
entleerten  Röhren ,  woraus  folgt,  dass  er  aus  Ei  weiss  besteht« 
Er  findet  sich  seltener  in  Form  von  Tropfen,  gewöhnlich  bildet 

4)  Bau  und  Entwicklung  der  Siebröhren.  Sitzungsberichte  der  Dor- 
pater  Naturforscher-Gesellschaft.  VI.  Bd.  4  884.  pag.  800. 

2)  Etudes  compar^es  sur  les  tubes  cribreux.  Mömoires  de  la  sociötä 
nationale  des  scienses  naturelles  de  Cherbourg.  XXIIU  4880.  pag.  805. 
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er  längere  oder  kttrzere,  schmale  Ftfden,  weiche  aber  nicht  die 
wässerige  Flüssigkeil  durchsetzen,  sondern  dem  Wandbelege 
anhaften. 

Ein  ganz  anderes  Bild  gewahren  die  Siebröhren,  wenn  mm 
die  lebende  Pflanze  oder  gewöhnliches  Alkoholmaterial  unter- 
sucht. An  einer  Seite  der  Siebplatten  hat  sich  Schleim  in 
grössere  Menge  zu  ansehnlichen  Schlauchköpfen  ang^iüaft 
[Fig.  5  u.  6,  Taf.  I).  In  dem  Protoplasma,  welches  hie  und  da 
von  der  Wand  sich  zurückgezogen  hat,  findet  man  nur  noch 
wenig  Schleim,  dessen  Hauptmasse  bei  der  partiellen  Entleerung 
der  Siebröhren  von  der  ausströmenden  Flüssigkeit  fortgerissen 
wurde  und  an  der  Siebplatte  als  Schlauchkopf  sich  ansammelte. 
So  bestätigt  sich  abermals,  dass  der  Siebröhreninhalt  beim  Zer- 
schneiden der  Pflanzen  tief  eingreifende  Veränderungen  erfährt 
und  in  dem  unverletzten  Organismus  eine  durchaus  and^e  Glie- 
derung besitzt. 

Aus  den  Untersuchungen  Briosi's^)  ist  es  bekannt,   dass 
die  Siebröhren  der  meisten  Dieotylen  kleine  Stärkekömer  ent- 
halten, welche  gewöhnlich  an  den  Siebplatten  sich  anhäufen 
und  lebhafte  Wimmelbewegung  zeigen.  Wenn  auch  neuere  Be- 
obachtungen ergeben  haben,  dass  das  Vorkommen  der  Starke  in 
den  Siebröhren  keineswegs  ein  so  allgemeines  ist,  wie  Briosi 
annahm,  so  steht  es  doch  fest,  dass  die  Mehrzahl  der  unter- 
suchten Dieotylen  stärkehaltige  Siebröhren  besitzt.     Ich  habe 
eine  grössere  Zahl  dicotyler  Pflanzen  untersucht  und  werde  die- 
selben am  Schlüsse  der  Arbeit  aufzählen.    Besonders  wichtig 
erschien  es  mir,  alle  diese  Untersuchungen  zu  gleicher  Zeit  und 
während  des  Sommers,  an  lebhaft  wachsenden,  gesunden  Pflan- 
zen auszuführen.   Auf  diese  Weise  allein  war  es  möglich,  ver- 
gleichbare Resultate  zu  erlangen,  da  die  Jahreszeiten  nach  Rcs- 
sow  2)  auch  Einfluss  auf  den  Inhalt  der  Siebröhren  haben.  Nach 
Russow's')  und  meinen  Beobachtungen  unterliegt    es  keinem 
Zweifel,  dass  die  Mehrzahl  der  Dieotylen  während  der  Vegetation»- 
zeit  Stärke  in  den  Siebröhren  enthält.    Ueber  die  besonderen 
Eigenschaften  der  kleinen,  mit  Jod  meist  weinroth  sich  färbeD- 
den  Stäi'kfkömohen  wolle  man  Briosi's  oben  citirte  Abhand- 
lung Tergleichen. 

1)  Bot.  Zeit.  4873. 

3)  Dorpat  Sitzungsb.  1.  c.  pag.  84  2. 

3)  >.  c.  pag.  300. 
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Rvssow^)  hat  wohl  zuerst  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  in  den  sCSIrkehaitigen  Siebröhren  weniger  Schleim  (kleinere 
Sehlauchkopfe)  vorkommt,  als  in  den  starkefreien,  dass  die 
Menge  derselben  im  umgekehrten  Yerhaltniss  zum  Starkereich- 
thum  steht.  Hieraus  erklart  es  sich,  dass  die  Schlauchkopfe 
in  den  partiell  entleerten  SiebrOhren  des  dritten  Typus  gewöhn- 
lich einen  geringen  Umfang  haben.  Ich  habe  sie  aber  immer 
and  zuweilen  recht  kraftige  angetroflfen  (Fig.  44,  4  3  u.  4  5,  Taf .  I). 

Oeber  die  Gliederung  des  Inhaltes  in  abgebrtthten  Pflanzen 
habe  ich  schon  früher  ausführlich  beriditet.  Neue  Beobachtun- 
gen, welche  ich  an  Xanthium  Strumarium,  Euphorbia  IxMyris, 
Dahlia  variabäiSj  Fraxinus  excelsior  und  Tropaeolitm  mo^s  an- 
gestellt habe,  haben  meine  erste  Mittheilung  voll  bestätigt.  Die 
aetiven  SiebrOhren  des  abgebrühten  Materiales  enthalten  einen 
feinen  Wandbeleg  mit  geringen  Sdileimmengen  und  eine  nicht 
gerinnende,  wasserige  PItissigkeit  mit  Starkekörnem  (Fig.  40, 
4ÄU.  44,  Taf.  1). 

Beim  Zerschneiden  der  lebenden  Pflanze,  welches  eine 
partielle  Entleerung  der  in  starke  Strömung  versetzten  Flüssig- 
keit zur  Folge  hat,  bilden  sich  Schlauchköpfe.  Man  vergleiche 
die  Figuren  40—46,  Taf.  I. 

Die  Starkekömer,  welche  in  theilweise  entleerten  Sieb- 
röhren meist  an  einer  Seite  der  Siebplatte  zusammen  mit  dem 
Sehleim  angehäuft  sind ,  scheinen  in  der  lebenden  Pflanze  sehr 
oft  auf  beiden  Seiten  derselben  zu  liegen.  Ich  möchte  aber  be- 
zweifeln ,  dass  die  Starkekömer  überhaupt  eine  feste  Lage  län- 
gere Zeit  beibehalten ,  da  sie  ausserordentlich  leicht  beweglich 
sind  und  bei  jeder,  auch  noch  so  schwachen  Strömung  der  Sieb- 
röhrenflttssigkeit  ihren  Ort  verändern  werden. 

2.  Die  Siebplatte.  Aus  den  Arbeiten  Wilhblh's,  Jangzbwski's 
und  Russe w's  hatte  sich  ergeben,  dass  alle  aetiven,  partiell  ent- 
leerten Siebröhren,  denn  nur  solche  haben  die  Genannten  unter- 
sucht, stark  callöse  Siebplatten  besitzen.  Das  Callusgerüst  über- 
zieht das  ganze  Gellulosesieb,  hüllt  dasselbe  vollständig  ein  und 
verengt,  je  nach  seiner  eigenen  Entwickelung ,  die  Sieblöcher. 
Es  erhob  sich  die  Frage,  ob  die  Siebplatten,  welche  in  der  ver- 
letzten Pflanze  stets  starke  Callusgerüste  tragen,  auch  in  der  un- 
verletzten callös  sind. 


1)  1.  c.  pag.  SU. 
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Uaiersttobtman  abgebrühtes  Material  mit  den  bekannten  Cal- 
lusreagentien,  besonders  mit  Cblorzinkjod-JodkaliumjodlQsung  ^} 
oder  mit  Corallin,  so  hat  es  auch  noch  bei  starker  Vergrösserang 
dea  AnsebeiBy  als  ob  die  Siebplatten  callusfrei  wären.  Ich  habe 
lange  Zeit  diese  Ansicht  gehabt,  bis  es  mir  mit  Hilfe  der  Oel- 
immersion  gelang,  an  allen  Platten  der  activen  Siebi^hren  yon 
Cucurbita  Callus  nachzuweisen.  Allerdings  ist  derselbe  so 
ausserordentlieh  dünn ,  dass  er  leicht  Übersehen  werden  kann. 
Die  mit  starker  Corallinlösung  behandelten  Siebpletten  nehmen 
nur  einen  schwachen  rosaen  Hauch  an,  an  durchschnittenen 
Platten  siebt  man,  dass  eine  äusserst  dUnne  Lage  von  Callus  auf 
ihnen  sich  ausbreitet  (Fig.  23  u.  24,  Taf.  I). 

Von  einem  Callusgerttst  kann  man  nicht  mehr  reden,  dieses 
ist  dagegen  in  allen  partiell  entleerten  Röhren  neben  deutlichen 
Sohlauchköpfen  vorhanden.  Jetzt  werden  die  Siebplatten  durch 
Gorallin  augenblicklich  schön  hyaointhroth  gefärbt,  jetzt  hat  der 
Callus  die  oft  beschriebene  Mächtigkeit  erreicht.  Durch  seine 
Yergrösserung,  welche  infolge  der  Verletaung  eintritt,  sind  die 
Sieblöoher  stark  verengt,  kurz  alle  jene  Eigenthttmlichkeiten 
haben  sich  eingestellt,  welche  bisher  als  normal  für  die  active 
Siebröhre  beschrieben  worden  sind.  Richtig  ist,  dass  dieselbe 
stets  callöse  Platten  besitzt,  der  Callus  bildet  aber  nur  eine 
ausserordentlich  dünne  Schicht  und  so  bleibt  es  bis  zum  Be- 
ginne der  Obliteration.  Er  vergrössert  sich  aber,  sobald  die 
Pflanze  verletzt  wird.  Ausführlich  habe  ich  diese  Verhältnisse 
bei  Cucurbita  situdirt ;  bei  den  anderen  Dicotylen,  welche  ioh  in 
abgebrühtem  Material  untersuchte,  habe  ich  nur  festgestellt,  dass 
der  Callus  viel  schwächer  entwickelt  ist,  als  nach  partieller  Ent- 
leerung der  Siebröhre. 

Eine  andere  Eigenthümlichkeit,  welche  man  bisher  noth- 
wendig  übersehen  musste ,  wurde  an  den  genannten  Pflanzen, 
besonders  wiederum  an  Cucurbita  verfolgt.  Die  Siebplatten 
sind  meistens  mit  kleineren  Sohleimmengen  bedeckt,  gleichviel 
welchem  Typus  die  betrefi'ende  Siebröhre  angehört.  Es  handelt 
sich  aber  hier  nicht  um  Schlauchköpfe,  sondern  um  eine  Aus- 
scheidung oder  Anhäufung  von  Schleim  am  Rande  der  Sieblöoher 
und  auf  beiden  Seiten  der  Platte.     Ich  werde  Ciicurtfila  ge* 


4)  Vergl.  Russow,  1.  c.  pag.  860. 
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oaner  bespreohen ,  Ittr  die  a&dwen  Ptiansofi  ergeben  8ioh  dann 
die  betreffeBden  VerhäUnisse  von  selbst. 

Betrachtet  man  mit  Jedglyoerin ,  welches  nur  Aen  SoUeim 
und  awar  gelbbraun/ den  Galfass  aber  gar  nieht  fitt^bt,  behacMielte 
Längsschnitte  aus  abgebrühtem  Material,  so  sieht  man,  dass  die 
äiebplatteta  /ebenfalls  gelbbraun  und  meiat  dunUer  ak  der  ge- 
ronnene SielwMireaflttft  gefärbt  sind.  Bei  «tärkejner  VeDguttss»- 
rang  eifcemit  man,  dass  ^Mfidben  mnht  -gahE  «Ailein^ei  sind, 
Sendern  auf  beiden  Seifen  niedrige  Wärsehen  des  bekannten 
Sddeimes  in  tragen  scheioen.  Auf  der  Pläöbenansicht  ergiebt 
ttdi  aber,  dasa  dieser  nur  die  Ränder  der  Sieblächer  umeäiuavt. 
Die  fiaiben  4es  iQeOuioseaiebes  sind  scshleimfi»!  «nd  sind  (uar 
von  einettt  dttcmen  rSohleimring«  {s)  eingefasst  (Fig.  S3,  TaL  I). 

Nidit  selten  trifft  man  in  abgefailbten  Materüi^Siefaplatten, 
bei  denen  die  einadlnefli  ^hteimringe  fiber  die  felkOosefaalken 
hinweg  m  einer  «ontinuirfichen ,  .dttnoen  'Scfainhi  -verschmüiAen 
sind.  Jetzt  ist  das  Sieb  iiroJklaAäBdIig  in  eine  »Schleimfattlles  ein^ 
geaoUofiseft,  wielche  aubh  den  dttnaen  Galkisttbehsng  bedeckt 
und  unsichtbar  macht,  daher  leliaht  bu  Tätisdbutigen  fiibren  kann. 
Die  Sohieimhlllle  bildet  ^wiisermassen  eine  ztwelte ,  .SusBere 
ümhfiUung  der  Siebpiatte.  Diese  wird  von  dem  filslbrährensaft, 
welcher  den  ficUeim  am  Bande  der  SiebUkaber  abscheidet, 
darebselzt.  Zu  einer  moUständigen  Anafldlang  derselben  mit 
Sddeim  loonunt  es  in  der  lebenden  PfknBe  niekA,  der  ßchlein* 
beieg  besehränkit  sich  auf  die  Bänder  «der  Lachen 

Uidefli  abgebrühten  Material,  bei  dessen  flerstallnng  seflbst 
bei  gritsster  ¥orMoht  ge waltsamie  Bewegungen  des  Siebräiren-^ 
Saftes  nicht  zu  vehneiden  sind,  findet  sieh  sehr  eift  ein  kräl^ 
tigwrerSchleimbelegvor^  alsffir  die  lebende  Pflan&e  ammiebmeiii 
ist.  In  dieser  selbst  muss  die  Dicke  und  AAisbreitung  desselben 
aber  grossen  Schwankungen  unterworfen  sein,  da  auch  hier 
zeitweilig  stärkere  Strömungen  des  Inhaltes  kapm^  ausbleiben 
werden.  Diese  haben  aber  immer  eine  Abscheidung  von  Schleim 
aus  dem  Siebröhrepaaft  zur  Folge,  wie  in  überzeugendster 
Weise  die  Entstehung  der  ^chlauchkt^pfe  zeigt.  Es  ist  deshalb 
unmöglich ,  ein  Schema  für  eine  normale  acti ve  Siebröhre  in  Bezug 
auf  die  Grösse  des  Schleimbeleges,  wie  ich  die  besprochene 
Bildung  nennen  will,  aufzustellen.  Derselbe  wird  manchmal 
ganz  fehlen  j  bald  auf  Schleimringe  an  den  Porenrändern  be- 
schränkt, bald  als  vollständige  SchleimhUile  ausgebildet  sein. 
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Ja,  da  der  Schleim,  wie  dieEntwickeluDg  der  Siebröhren  zeigt, 
leicht  und  normaler  Weise  gelöst  wird,  so  ist  anzunehmen,  dass 
an  einer  und  derselben  Platte  der  Sohleimbeleg  je  nach  Um- 
ständen seine  Dicke  verändern,  vielleicht  zeitweilig  ganz  schwin- 
den wird. 

Diese  Fragen  Hessen  sich  natQrlieh  durch  meine  Unter- 
suchungen nicht  lösen ,  sie  werd^i  si^  einstweilen  auch  niobt 
lösen  lassen.  Als  ein  sicheres  Ergebniss  denselben  hebe  idi  aber 
hervor,  dass  der  klare  Siebröhrensaft,  ich  rede  immer  noch  von 
Cucurbita,  sehr  leicht  Sehleim  abzuscheiden  vermag  und  da» 
hierauf  die  Verschiedenheiten  in  der  Stärke  det  Schleimbeleges 
zurttckzuftthren  sind.  An  den  Balken  des  GeUulosesiebes  staut 
und  verdichtet  sich  der  in  Bewegung  begriffene  Siebrohrensaft, 
es  erfolgt  Schleimabsonderung,  wie  bei  der  Schlaucfakopf- 
bilduag,  aber  in  viel  geringerem  Maasse.  Ich  habe  auch  viele 
Platten  ohne  Schleimbeleg  gesehen.  Die  Löcher  waren  nur  mit 
dem  geronnenen  Siebröhrensafte  erClIlU. 

Da  die  Siebplatten  in  der  lebenden  Pflanze  nur  sehr  schwach 
cailös  sind,  in  partiell  entleerten  Röhren  aber  von  einem  staiken 
Callusttberaug  bedeckt  werden,  so  fragt  es  sich,. woher  das  Ma- 
terial zum  Wachsthum  des  Gallus  gekommen  ist..  Der  Schleim^* 
beleg  ist  in  verletzten  Röhren  nicht  mehr  zu  sehen  und  en^ 
weder  von  dem  ausströmenden  Safte  fortgerissen  oder  in  GaUns 
verwandelt  worden.  Es. ist  unmöglich,  das  eine  oder  das  andere 
zu  beweisen.  Ueber  die  Abstammung  des  Gallus,  welcher  bald 
einUmwandlungsproduct  der  GeUulose,  bald  ein  Erzeugniss  des 
Inhaltes  sein  soll,  geben  die  bisher  an  den  verletzten  und  un- 
verletzten activen  Siebröhre  angestellten  Beobachtungen  keinen 
Aufseblnss.  Wir  werden  diese  Fr^ge  in  den  beiden  nächsten 
Kapiteln  wieder  aufzunehmen  haben« 

n.  Entwickelungsgeschichte  der  Siebrohr^« 

Da  dieses  Thema  in  letzterer  Zeit  von  Wilhelm  '),  JANczEwsti'J 
und  Rüssow')  ausföhrlich  bearbeitet  worden  ist,  so  werde  ich  nur 


4)  Beiträge  zur  Kenntniss  des  Siebröhrenapparates  dicotyler  Pflanzen. 
Leipzig  4  880. 

2)  ).  c.  MSmoires  des  sciences  naturelles  de  Cherboarg.  XXIII.  1880. 
8)  1.  c.  Dorpater  Naturf.  Gesellsch.  VI.  4884. 
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einige  Er^eiterangen  und  fieriobügiupkgea  zu  den  Mittheiliuigeii 
der  GenaDDtea  geben.  In  erster  Linie  habe  ich  den  Inbali  der 
Siehrtthren  berttekaiehtigt,  dessen  Entwickbing  bisher  nur  yon 
WiLBsui  und,  wie  nicbt  anders  mögliöb  f  nur  in  RHekdieht  auf 
die  damaUge  Ansiebt  über  die  JBesobeffenheit  der  activen  Steb^ 
rOhren  unleiiQuefat  wcirden  isti.  Die  EntwicUung  d^r  Sieliplallen 
habe  ich  nur  bei  Cucurbita  verfolgt  in  der  Atüsiohtt  über,  den 
Umpralig  des  GaUus  Genaueres  zu-  erCahren. 

4.  Ber  Inhalt.  Die  versehiedene  OUederungf  wekbe  der^ 
aeibe  in  activen  Siebrfhren  zeigt,  liess  erwarten,  daas  auch  seine 
EniwicUuBg  in  verachiedener  Wdise  verlaufen  würde.  Ich  ber 
ginne  amne  Darstellung  mit.  den  Yenäaderungen,  Weltfae  in  dem 
jangjen  nooh  geseUossenen  SiebrOhi$en§liede  nheb  Abseheidung 
dar  GleitaeiUen  sieh  abapielen»  und  werde  aunttchst  Cueuorbita 
da  Bepillsentanten  des  eisten  Typus  baaehireiben. 

Daa  junge  SiebröhmngUed  emthMt  bei  Cucurbita  eioen  krftf- 
(igjea ]ärotoplaaniaiti$chea Wacidbelegtnit  einem. gvoasen  Zellkern 
uftd  aoBst  wüsaarige,  nicht  gerinabare  Flttssigkeii,  ZeUsaft.   In 
aekhan  durch  (»oreittfreie  QuerwUde  getrennten,,  aläe  noch  ger 
aoblosseaen  B^breogliedem  scheiden  si<)h  su&tf^hst.UeiBe,  gltof- 
sende  Tropfen  HU9,  weidie  im  Pretoplasma  liegen  und  hei  ge?- 
nauerer  Untersuchung  als  Schleim  sich  erweisen«  (Fig«4  7,  Taf«I.) 
Sie  nehmen  wtthvand  dör  langsamen  Erweiterung  des  jungian  Höh- 
reagKedea  an  Zahl  und  Umfrag.  sohneil  lu  (Fig«  S&,  Tat  11)^  und 
finden  sich  sowohl  an  den  Ungs^».  als  aueh  an  den  Querwänden. 
Diese  Vorginge  hat  bereits  Wuaaui^)  richtig  beschrieben, 
die  fomeren  Eniwtekelungstedien  des  lalialtesaind  ihm  dagegen 
entgasen«  WuHaui  teheint  bereits  oSm^  Siebröhcen  für  noch 
getfchlosaeae  gehalten  su  haben,  wie  Fig.  1^1,  Taf ;. VIII  und  seine 
dasa  gehörige  Au&einandetisetnuig  auf  pag.  54  etc.  siddiessen 
lässt.    Die  citirte  Figur,  m  weieher  die  einzelnen  SiebrOhren'- 
glieder  bereits  deutliehe  Schlaadikttpfe  enthalteii ,  stellt  entr 
schieden  eine  aotiye  Siebridure  dar.    In  Fig.  99  dagegen  hat 
WoBiui  ^baes  der  voll  ihm  ttbersehenen  oder  falsch  gedeuteten 
Stauen  abgebildet.    Die  Sebleimtropfm  sind  versehwunden, 
»der  SahJeim  hat  die  anfänglich  homogene  Besdiaffenheit  ab- 
scheinend mit  einte  .körnigen  vertauschte.^)    Die  Zeichnung 


4)1.  c.  pag.  44. 

S]  )•  c^4>ag.  54  zu  Fig.  99  Taf.  VUl. 
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warde  nadi  einem  MaceratiMüsprflperat  aDgeferligt,  in  vr elobem 
nattlrlic^  der  aus  den  Schleimtropfen  bereite  entstandene  Sieb- 
röhreneaft  va  einem  ieinkdrnigen  Gerinnsd- erstarrt  war.  Bo 
glaube  ich  «nir  Wiiiiblm's  Darstelinng  deuten  zu  sollen.  Wiunui 
setzte  et»en  voraus,  d^ass  SchrlMchkdpfe  bei  normaler  Entwiek^ 
lang  der  Siebröbren  enistelien  rattssten  und  so  musete  er  auf 
Abwege  gevatbeo. 

Wir  haben  das  junge  Stebrnbrenglied  wahremd  der  Ab* 
Scheidung  der  Schieimtropfen  verlassen^   Wenn  dieeein  grtls- 
serer  Zahl  «ultreten ,  dann  ist  auch  die  Tnpfdung  der  sokttof» 
ti^n  Siebplatte  vollendet.    Kurz  vor  oder  nacb  der  OeAiung 
<U0ser  vollzieht  stob  nun  mit  dem  tnbelt«  der  SiebMIiire  ^ne 
sehr  wiehttgO)  bisfaernieht'beaehtete  Versnderung.  Die  Sehletoi- 
tropfen  versebwinden  ond  werden  tn  dem  Zellsaft  zu  einer  Maren, 
beim  Erhitzen  gerinnenden  Plttssigkeit  gelost.   Es  hat  sieh,  wie 
ioh  sehen  in  den  Beriohten  der  deutschen  4iotan4s(4ien  Ctesell- 
sehaft  kurz  erwähiit  habe,  6Ml>röhrensaft  gebOdet.  Jetet  ist  auch 
der  ZeHkern  geschwunden,  «vtfhrseheiniich  wird  er  sugieieb  mit 
den  Sofaleimtropfen  gelost.    B^  8iebr0hren$nhalt  hai  nunnsbr 
seine  definUive  Besohaflenkeit  efreioht ,  «r  besteht  ans  eineoi 
zarten  protopie^matiadien  Wnndbelego  and  dem  geHnnbann 
Siebröhrensafte. 

Die  OeffiDung  der  Siebpiaitte  nnd  die  Loaung  der'ScMeim* 
trepfen  zum  StebrOhrensaft  scheinen  sehen  zu  gl^itAer  Zevt^  ge<- 
.w Anlieh  nach  etnander  einzutreten,  dann  gebt  wobi  meist  di« 
Bildung  der  ^MOeher  derjenigen  des  Siebi^rensifftes  voraus, 
leh  fadbe  aber  andi  nicht  wenige  Pi^parate  gesehen,  welohe  die 
umgekehrte  ReSienfoiige  andeuteten.  IMe  ftguren  46  nnd  i% 
Taf.  I  und  Fig.  »,  Taf.  X¥  meiner  AbhandHung  in  4en  Berliner 
BerieiUen  zeigen,  dass  die  Losung  der  Sddeimlropfen  dar  Oeff«- 
nimg  der  Siebplatten  vorausging.  Die  Fig.  Sf,  taf.-  t  v^ran- 
schaulleht  den  umgekehrten  Fall.  Da  beide  VorgXnge,  gleich- 
viel in  wicAcher  Reihenfolge,  jedenfalls  sebneil  awf  «eteander 
folgen,  so  ist  das  Resnlilat  das  gleiche.  Die  offene  eüebplatte  ist 
zunächst  sehleimfrei  und  erst  später  scheidet  siich  ans  dem  Sieb- 
rOhpensaft  der  oben  beschriebene,  nicht  seJteh  erst  am  Ende  der 
Functionsdauer  auftretende  Schletinbeleg  ab; 

Die  Entwicklung  des  Inhaltes  beginnt  auch  be?  den  Sieb- 
rOhren  des  zweiten  Typus,  bei  Humulus  und  Urtica,  mit  der 
Abscheidung  glänzender  Tropfen  im  Wandbeleg  (Fig.  8,  Taf.  1). 
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Sie  bestehen  aas  Schleim,  weicher  aber  später  nicht  gelöst  wird, 
wie  bei  Cucurbita,  sondern  seine  Beschaffenheit  anch  in  der 
adiven  Röhre  beibehält.  Nur  die  Gestalt  der  Schlei manhäuf- 
angen  ändert  sich,  die  Tropfen  gehen  in  Fäden  oder  Stränge 
ttber,  Fig.  8  und  9,  Taf.  I.  Wahrscheinlich  wird  diese  Verän- 
derung durch  die  beim  Oeffhen  der  Siebplatten  eintretende  Be- 
wegung der  wässrigen  Siebröhrenflüssigkeit  hervorgerufen. 

Andere  Umwandlungen  in  der  Anordnung  und  Beschaffen- 
heit des  Inhaltes  finden  nicht  statt-,  abgesehen  von  der  Lösung 
des  Zellkernes.  Derselbe  verschwindet  allem  Anscheine  nach 
bei  Urtica  nicht  vollständig.  Als  Rest  desselben  möchte  ich 
ein  kleines,  scheibenförmiges  Gebilde  deuten,  welches  fast  in 
allen  activen  Siebröhren  von  Urtica,  bald  an  einer  Siebplatte, 
bald  anderswo  liegend,  vorkommt,  (Fig.  7  und  9,  Taf.  I,  K),  und 
seinen  Reactionen  nach  als  Schleim  aufzufassen  ist.  Sicher  kann 
ich  nicht  entscheiden,  dass  hier  ein  Rest  des  Zellkernes  vorliegt. 
Die  Gestalt  des  fraglichen  Gebildes  hat  mich  zu  dieser  Ver- 
muthung  geführt. 

Die  geringen  Schleimmengen,  welche  in  den  activen  Sieb- 
röhren  des  dritten  Typus  gewöhnlich  vorkommen,  entstehen  zu- 
gleich mit  den  Stärkekörnern  in  den  noch  geschlossenen,  jungen 
Röhrengliedern.  Die  Stärkekörnchen  liegen  an  beiden  Seiten 
der  zukünftigen  Siebplatte.  Ich  habe  diese  Thatsachen  sehr 
schön  an  abgebrühtem  Material  von  Xanthtum  Strumarium  (Fig. 
16,  Taf.  1)  beobachtet.  Briosi  deutet  dasselbe  für  Paeonia 
Moutan^)  an.  Die  weitere  Ausbildung  der  Siebröhren  ist  von 
keinen  nennenswerthen  Veränderungen  des  Inhaltes  begleitet, 
abgesehen  von  der  Lösung  des  Zellkernes.  Ein  schönes  Beispiel 
fttr  die  Entwickelung  stärkehaltiger  Siebröhren  hat  Wilhelm 
gegeben.  Er  beschreibt,  dass  bei  Vitis  vinifera  in  den  noch  ge- 
schlossenen Röhrengliedern  kleine  Stärkekörner  und  Schleim- 
massen  entstehen. 

2.  Die  Siebplatte.  DieEntwickelungsgeschichte^)  der  Sieb- 
platte ist,  wie  schon  gesagt,  von  Wilhelm,  Janczewski  und 
Rtssow  eingehend  studlrt  worden.  Es  handelt  sich  hierbei  be- 
sonders um  das  erste  Auftreten  des  Callus  und  um  seine  Ab- 
stammung. In  beiden  Beziehungen  sind  die  genannten  Forscher 


4)  Bot.  Zeit.  1873,  pag.  326. 

2)  Siebröhrenapparat  etc.  pag.  4  6 — 1 7. 

MAth.-pbj8.  Closse  1886.  20 
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zu  abweichenden  Resultaten  gelangt.  Nach  Wilbelm  und  Jak- 
GZEWgKi  ist  der  Gallus  ein  Umwandlungsproduct  der  Geliulose. 
nach  Russow  wird  er  vom  Inhalte. auf  die  Siebplalte  abgelagert. 
Diese  Ansicht,  welche  bereits  von  Hanstein ^),  dem  Entdecker 
des  Callus,  aufgestellt  wurde,  vertreten  auch  de  Bart 2)  und 
Strasburger  3). 

Unanfechtbare  Beweise  für  eine  der  beiden  Annahmen  las^- 
sen  sich  nicht  beibringen  und  hieraus  erklären  sich  zum  Theil 
die  abweichenden  Ansichten.  Geht  man  von  der  Untersuchung 
alter,  stark  callOser  Platten  aus,  so  wird  man  den  Gallus  für 
eine  Auflagerung ,  für  ein  Product  des  Inhaltes  ansehen.  Ver- 
sucht man  dagegen  die  Abstammung  des  Gallus  an  jungen  Sieb- 
platten zu  erforschen ,  so  wird  man  zunächst  zu  der  anderen 
Ansicht  neigen.  So  erklärt  sich,  dass  Wilhelm  und  Janczewski, 
welche  fast  ausschliesslich  auf  entwickelungsgeschichtlichen 
Beobachtungen  fussen,  zu  einer  anderen  Auffassung  als  Russow 
konmien  mussten,  welcher  mit  dem  Studium  der  alten  Gallusr 
polster  begann. 

Wilhelm  hat  beobachtet ,  dass  auf  den  noch  nicht  durch- 
löcherten Querwänden,  den  zukünftigen  Siebplatten,  rundliche 
Fleckchen  von  abweichendem  Lichtbrechungsvermögen,  welche 
aus  Gallus  bestehen,  sichtbar  werden.    Diese  Gallusfleckchen 
vergrössem  sich  und  lassen  zwischen  sich  nur  ein  Balkenwerk 
aus  Geliulose,  das  zukünftige  Sieb,  frei.  An  den  callösen  Stellen 
entstehen  schliesslich  die  Sieblöcher,   der  Gallus  breitet  sich 
auch  über  die  Gellulosebalken  aus  und  hüllt  die  Siebplatte  all- 
seitig in  das  sogenannte  Gallusgerüst  ein.   Aus  diesen  Beobach- 
lungen  folgert  Wilhelm,   dass  der  Gallus  durch  Umwandlung 
der  Geliulose  entsteht*    Er  hat  doch  nur  festgestellt,  dass  auf 
der  anfangs  homogenen  Querwand  rundliche  Fleckchen  auf- 
treten, welche  aus  Gallus  bestehen.  Hieraus  aber  zu  schliessen, 
derselbe  sei  aus  der  Wandsubstanz  hervorgegangen,  ist  ebenso 
verfehlt,  wie  der  Schluss,  dass  der  Oelfleck  auf  dem  Papier 
durch  eine  locale  chemische  Umwandlung  desselben  entstanden 
sei.  Eine  weitere  Begründung  seiner  Ansicht  hat  Wilhelm  nicbl 
gegeben. 


4)  Die  Milcbsaftgefässe  etc.  pag.  26. 

2)  Vergleichende  Anatomie  pag.  4  84. 

3)  Das  botanische  Practicum  pag.  150  (Pinus  silvestris). 
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JiHczBwgKi  ist  zu  Resultaten  gelangt,  welche  denen 
WnRBLH'S,  Russow's  und  meinen  eigenen  widersprechen.  Er 
beschreibt  die  Entwickelung  der  Siebplatte  (bei  Phrc^gmües 
und  Aristolochia)  folgendermassen.  Auf  beiden  Seiten  der  an- 
fangs homogenen  Cellulosewand  bilden  sich  corrospondirende 
Warzen,  welche  zunächst  ebenfalls  aus  Cellulose  beslehen. 
Diese  Wansen  verwandeln  sich  unter  gleichzeitiger  Yergrösse- 
rang  in  Callus.  Zwischen  den  Calluswarzen  bleibt  ein  zunächst 
ans  reiner  Cellulose  bestehendes  Gitterwerk  übrig,  welches  das 
Sieb  liefert  nnd  später  von  Callus  überzogen  wird.  Die  Löcher 
entstehen  cbdurch ,  dass  die  zwischen  den  cmrespondirenden 
Calluswarzen  vorhandene  Cellulose  sich  in  Callus  verwandelt. 
Jetzt  ist  die  Querwand  durchlöchert,  die  Löcher  sind  aber  mit 
Gallnspfropfen  verschlossen.  IHese  werden  später  von  den  Ter- 
bindungsfäden  durdibohrt.  Weqn  wirklich  zunächst  Cellulose- 
varzen  sich  bildeten  und  an  ihrer  Stelle  später  Calluswarzen 
vorkämen,  dann  würde  die  Entstehung  dieser  aus  jenen  mit 
grosser  Wahrscheinlichkeit  angenommen  werden  können.  Einst- 
weilen erheben  sidi  aber  einige  Zweifel  gegen  die  Janczbwskt- 
sehen  Beobachtungen. 

Janczbwsei  hat  nur  mit  Chlorzinkjod  (cfalorure  de  zinc  jod^) 
gearbeitet  und  schliesst  immer  dann  auf  Callus,  wenn  er  eine 
braune  Färbung  erhält.  Unzei*setztes  Cfalorzinkjod  färbt  aber 
nach  Wiihblm's^),  RussoVs^),  und  meinen  eignen  Erfahrungen 
den  Callus  gar  nicht,  bringt  ihn  nur  zu  starker  Quellung.  Zu 
dieser  Unklarheit ,  welche  vielleicht  nur  durch  eine  ungenaue 
Ausdrucksweise  hervorgerufen  ist,  kommt  hinzu,  dass  die  ganze 
Ansicht  Ja5gzbwski's  ausserordenUioh  complicirt,  geradezu  pa- 
radox ist.  Es  bilden  sich  corrospondirende  Verdickungen  auf 
der  Cellulosemembran,  diese  wird  also  gewissermassen  primär 
getUpfelt.  Die  Verdickungen  vergrössern  sich,  dann  sollen  sie 
sieh  in  Callus  verwandeln  und  an  ihrer  Stelle  sollen  später  die 
Siebporen  entstehen^  Die  anfangs  dünnen  Kemforanstellen  da- 
gegen liefen  das  Cellulosesieb.  Gerade  diese  müssten  aber, 
nach  Analogie  zu  scbliessen,  zu  den  Siebtüpfeln  und  schHess- 
lieh  zu  den  Löchern  sich  lünbilden.  Da  endlich  nicht  anzu- 
nehmen ist,  dass  die  Siebplatten  bei  versdiiedenen  Pflanzen 


4}  1.  c.  pag.  35. 
2)  1.  c.  pag.  S60. 
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in  verschiedener  Weise  sich  entwickeln,  so  kann  man,  wie  auch 
Russow  gethan  hat,  die  Angaben  Jancziwski^s,  deren  Allgemeinf- 
giltigkeit  er  sicher  selbst  voraussetzt,  auch  an  andern  als  den 
von  ihm  untersuchten  Pflanzen  controliren. 

Meine  Untersuchungen  an  Cucurbita  haben  nun  in  Ueberv 
einstimmung  mit  Rüssow  ergeben,  dass  der  Callus  nicht  in  Form 
von  Warzen  auftritt,  sondern  die  seichten  TOpfelgrttbchen  aus- 
kleidet. Aber  auch  später  treten  nicht  Calluswarzen  auf,  der^ 
selbe  hat  immer  die  in  den  Figuren  28  und  39  Taf*  I  abgebildete 
Form^  welche  Russow  ganz  treffend  als  seichte  Schüsselchen  ber 
schreibt.  Erst  dann,  wenn  der  Gailu«  auch  ttber  die  Balken  des 
Cellulosesiebes  sich  ausbreitet  (Fig.  28,  Taf.  I),  bekommt  maa 
den  Eindruck  von  Galluswarzen.  Diese  sind  aber  aucb  jetzt 
nicht  vorhanden ,  man  hat  es  nur  mit  bei  gewissen  Ansichten 
warzenförmig  erscheinender  Cellulosebalken  zu  thun,  welche 
auf  ihrer  Oberfläche  mit  Gallus  überzogen  sind*  Wie  Janceevssi 
zu  seiner  Auffassung  gelangt  ist,  kann  ich  mir  nicht  erklären, 
da  grobe  Beobachtungsfehier  ihm  in  seii^er  Arbeit  nicht  nach- 
zuweisen sind*  Jedenfalls  verläuft  die  Entwid^elung  der  Sieb- 
platten bei  Cucurbita  ganz  anders. 

Russow  hat  feststellen  können,  dass  die  jungen  Siebplatten 
schon  vor  dem  Sichlbai'werden  des  Callus  getüpfelt  sind  und  dass 
dieser  in  die  sehr  seichten  Tüpfelgrübchen  abgelagert  wird. 
Diese  Ablagerung  hat  Russow  natürlich  nicht  direct  beobachteo 
kennen,  sie  ist  nur  erschlossen  aus  der  eben  mitgetheilten  Thatr 
Sache,  dass  die  Platten  vor  dem  Erscheinen  des  Gallus  getüpfelt 
sind.  Hieraus  allein  über  die  Abstammung  desselben  eine  Anr 
sieht  ableiten  zu  wollen ,  würde  voreilig  sein  und  deshalb  bat 
Russow  noch  Folgendes  für  seine  Behauptung  vorgebracht.  Der 
Gallus  erscheint  nicht  in  rundlichen,  verwaschenen  Tupfen,  soD"* 
dern  in  rundlich  eckigen  Plättchen,  welche  an  dmxsbscbnittenea 
Membranen  haarscharf  von  der  Gellulose  abgegrenzt  sind,  wie 
unsere  Figuren  27  und  29  Taf.  I  zeigen.  Diese  Thatsaehen, 
welche  ich  voll  bestätigen  kann,  veranlassen  Russow  zu  folgendea 
allgemeinen  Bemerkungen  :  »Es  ist  mcki  denkbar,  dass  bei  einer 
ebemisch^n  Umwandlung  einer  Substanz  in  eine  andere  während 
dieses  Processes  eine  scharfe  Grenze  zwischen  diesen  Substanzen 


1)  1.  c.  pag.  808. 
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J)e8lelie.«  ^)  Diese  Bemerkung  mag  richtig  sein,  man  sollte  aber 
so  aligemeip  gehaltene  Sätze  nidit  fttr  oder  gegen  die  Deutung 
bestimmter  Thatsaehen  verwendeja,  da  sie  niehts  beweisen  und 
doch  leicht  zu  Täuschungen  ftthren  k(}nnen. 

Besser  ist  der  Einwand  Rnssow's^),  dass  in  alten,  stark  cal- 
tosen  Platten  das  Cellulosegitter  nicht  dünner,  in  manchen 
Fällen  dicker  geworden  zu  sein  scheine  als  früher  und  dass  man 
nicht  begreifen  könne,  wie  dasselbe  an  der  Oberfläche  in  Gallus 
sich  verwandeln,  eine  vielmal  stärkere  Calluslage  abscheiden 
kdnne,  ohne  selbst  dünner  zu  werden.  Mehr  als  ein  Wah^- 
scbeinliobkeitsbeweis  liegt  aber  auch  in  dieser  Bemerkung  nicht 
und  über  einen  solchen  ist  auch  Russow,  ebenso  wie  WiLHEiM 
und  J4NCZBWSKI,  nicht  hinausgekommen.  Mit  einer  grösseren 
Wahrscheinlichkeit  muss  man  sich  aber  hier  begnügen,  da  man 
immer  nur  einzelne  fixirte  Stadien, niemals eontinuirliche  Reihen 
beobachten  kann.  Ich  habe  mich  bemüht,  einige  neue  Wahr- 
schein liehkeitsgründe  für  Russow  und  gegen  Wilhelm  und 
Janczbwski  aufzusuchen. 

Nach  meinen  Beobachtungen  verläuft  die  Entwickelung  der 
SiebpJatte  und  des  Callus  bei  Cucurbita  folgendermassen.  An 
der  jungen  Querwand,  der  zukünftigen  Siebplatte,  lässt  sich, 
wie  Russow  gezeigt  hat,  schon  vor  dem  Auftreten  des  Gallus 
eine  seichte  Tüpfelung  in  glücklichen  Präparaten  erkennen. 
Aber  diese  primären  Tüpfel  sind  noch  nicht  die  sogenannten 
Siebtttpfel,  aus  welchen  später  die  Sieblöcher  werden,  sondern 
^ie  sind  klein  und  ausserordentlich  seicht.  Die  Membran  ist 
Bsehwach  wellenförmig  hin-  und  hergebogen,  der  Unterschied  in 
der  Dicke  zwischen  den  dünneren  und  dickeren  Partien  der 
Wand  ist  nur  am  Rande  der  Platte  deutlich,  nach  der  Mitte  der- 
selben zu  aber  weniger  leicht  zu  erkennen  or')  (Fig.  53,  Taf.  11). 
Solche  eallusfreie,  seicht  getüpfelte  Querwände  konunen  selten 
zur  Beobachtung,  dieses  Stadium  scheint  schnell  vorüberzugehen. 

Es  beginnt  nun  die  Bildung  des  Callus  bei  gleichzeitiger 
Vergrösserung  der  Tüpfel,  welche  nach  und  nach  zu  den  Sieb- 
tUpfeln  sich  verbreitern  und  vertiefen.  Der  Callus  tritt  zunächst 
i)ur  in  den  Tüpfelgrübchen  auf,  erfüllt  dieselben,  wie  Russow 


1)  I.  c.  pag,  305—306. 

8)  1.  c.  pag.  806. 

3}  cf.  Russow,  1.  c.  pag.  303. 
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gezeigt  hat,  in  Form  flacher  Plaitohen,  oder  seichter  Sehttssel- 
chen  von  rundlich  eckigem  Umriss  (Fig.  22,  Taf.  I),  der  Ge- 
stalt der  Tüpfel  entsprechend.  Der  Gallus  setzt  sich  von  seinem 
ersten  Auftreten  an  sehr  scharf  gegen  die  Cellulose  ab,  eine 
Thatsaohe,  welche  Russow  bereits  hervorgehoben  hat  (Fig.  27  u. 
29,  Taf.  I) . 

Der  Inhalt  des  jungen  Siebröhrengliedes  zeigt  immer  schon 
einige  Schleimtropfen,  wenn  die  Callusbildung  anfängt  und  es 
erhebt  sich  die  Frage,  ob  beide  Vorgänge  nicht  vielleicht  im 
Zusammenhange  stehen.  Einige  Präparate,  von  denen  eines 
in  Figur  29^  Taf.  I  abgebildet  ist,  haben  mich  auf  diese  Ver- 
muthung  geführt.  Man  sieht ,  dass  die  junge  Siebplatte  bereits 
deutlich  getüpfelt  ist  und  dass  die  Tüpfelgruben  von  scharf  ab- 
gegrenzten Callusplättchen  (ca)  ausgekleidet  werden.  Der  Wand- 
beieg  hat  sich  verschoben,  zeigt  aber  noch  deutlich  die  warzen- 
förmigen Aussackungen,  welche  er  in  die  Tüpfelgrübchen  hinab 
getrieben  hatte.  Im  Grunde  jeder  dieser  Ausstülpungen  hat  sich 
glänzender  Siebröhrenschleim  (s)  abgesondert,  welcher  hier 
ebenso  wie  an  beliebigen  andern  Stellen  des  Wandbeleges  ab- 
geschieden wurde.  Die  Form  der  Aussackungen  entspricht  ge- 
nau der  der  Tüpfel grübchen,  deren  Gallusbeiege  wiederum  ge- 
nau den  Schleimansammlungen  entsprechen.  Kurz,  es  sieht  so 
aus,  als  ob  vom  Wandbeleg  zunächst  Schleim  abgeschieden 
worden  wäre  und  dieser  dann  unter  Verwandlung  in  Callus  in 
den  Tüpfeln  sich  ablagerte.  Ob  hierbei  die  Cellulose  mitwirkt, 
oder  ob  der  Callus  nur  aus  Schleim  hervorgeht,  ist  nicht  zu  sagen. 
Man  könnte  ja  das  Bild  auch  folgendermassen  deuten.  In  den 
Tüpfelgrübchen  wird  Schleim  abgeschieden ,  dieser  wirkt  ge- 
wissermasen  ätzend  auf  die  Cellulose ,  verwandelt  dieselbe  in 
Callus  und  bewirkt  dadurch  eine  Vertiefung  und  Verbreiterung 
der  Tüpfel.  Man  sieht ,  eine  sichere  Entscheidung  ist  auch  hier 
nicht  möglich,  obschon  der  Augenschein  mehr  dafdr  spricht,  dass 
der  Schleim  auf  die  Cellulose  abgelagert  und  vielleicht  mit,  viel- 
leicht ohne  Theilnahme  dieser,  in  Callus  verwandelt  wird. 

Bei  der  Weiterentwicklung  der  Siebplatte  rücken  sich  die 
Callusplättchen  in  den  correspondirenden  Tüpfelchen  immer 
näher,  da  die  zwischen  ihnen  vorhandene  Tüpfelwand  immer 
dünner  und  dünner  wird  (Fig.  52,  Tafel  II).  Vielleicht  vereinigt 
sich  die  hierbei  in  Lösung  gehende  Cellulose  mit  dem  Schleim 
zu  Callus,  hierüber  weiss  ich  nichts.  Noch  ehe  die  Oefinung  der 
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Sieblüpfel  erfolgt,  breitet  sich  der  CallusUberzug  in  dünner 
Schicht  auch  auf  die  Balken  des  Cellulosesiebes  aus  (Fig.  28, 
Taf.  I) .  Das  nächste  Stadium ,  die  Oefihung  der  Poren  und  das 
Verhalten  des  Callus  hierbei,  habe  ich  ebenso  wie  meineVorgänger 
nicht  untersucht.  Das  Resultat  dieser  letzten  Veränderungen,  die 
fertige,  offene  Siebplatte,  ist  bereits  geschildert  worden. 

Im  Hinblick  auf  die  Verhältnisse,  welche  wir  an  dieser 
kennen  gelernt  haben,  ist  es  möglich,  die  Vorgänge  bei  der 
Durchbohrung  der  Siebtüpfel  vermuthungsweise  voraus  zu  be- 
stimmen. Wenn  die  Zellwand  zwischen  den  correspondirenden 
Callusplältchen  in  den  Tüpfelgruben  vollständig  gelöst  oder 
geschwunden  ist,  dann  müssen  sich  zunächst  diese  Callusplätt- 
chen  berühren  und  die  neue  Siebpore  verschliessen.  Später 
ist  dieselbe  aber  weit  geöffnet  und  nur  am  Rande  von  einer 
dünnen  Callusschicht  ausgekleidet.  Es  muss  also  nothwendig 
eine  partielle  Auflösung  des  Callus  stattgefunden  haben,  durch 
welche  die  Siebporen  für  den  Siebröhren saft  wegsam  wurden. 
Vielleicht  hat  dieser  selbst  die  Fähigkeit,  Callus  aufzulösen. 

m.  Die  Obliteration. 

Auf  die  Vorgänge  bei  der  Obliteration  musste  ich  mein 
Augenmerk  einiger  Widersprüche  wegen  lenken ,  welche  zwi- 
schen meinen  neuen  Beobachtungen  über  die  Beschaffenheit  des 
Inhaltes  und  denjenigen  Angaben  scheinbar  bestanden,  welche 
Koch*)  und  ich*)  über  prall  mit  Schleim  erfüllte  Röhren  ver- 
öffentlicht haben.  Der  Erstere  fand  dieselben  in  absterbenden 
Blattern  von  Ecballium,  Ich  habe  die  gleiche  Erscheinung  in 
der  Schale  junger  Kürbisfrüchte,  welche  gleich  nach  ihrer  Los- 
Irennung  von  der  Pflanze  in  Alkohol  gebracht  worden  waren, 
und  an  obliterirenden,  stark  callösen  Röhren  der  Intemodien 
beobachtet. 

Da  aber  der  bekannte  Schleim,  wie  ich  neuerdings  gezeigt 
habe,  die  activen  Siebröhren  nicht,  wie  ich  früher  annahm,  prall 
erfüllt,  ja  in  denselben  nicht  einmal  in  Form  von  Sehlauchköpfen 
vorkommt,  so  erhob  sich  die  Frage,  wie  derselbe  in  den  ab- 


1)  üeber  den  Verlauf  und  die  Endigungen  der  Siebröhren  in  den 
Blättern.  Boten.  Zeitg.  1884,  pag.  405. 

2)  Siebröbrensystem  der  Cucurbitaceen,  pag.  37  u.  47. 


310  Alfred  Fischer, 

sterbenden  Blättern  von  EcbalUum  und  in  den  obliterirenden 
SiebrOhren  der  Internodien  entsteht.  Kunstproducte  konnten 
hier  nicht  vorliegen,  diese  Vermuthung  schien  nur  betreffs  der 
jungen,  in  Alkohol  gebrachten  Früchte  einige  Berechtigung  zu 
haben.  Ich  werde  später  zeigen,  dass  diese  Annahme  der  Wahr- 
heit entspricht.  Zunächst  handelt  es  sich  um  die  Entstehung  des 
in  obliterirenden  Siebröhren  vorkommenden  Schleimes,  welcher 
ein  normales  Erzeugniss  der  lebenden  Pflanze  ist.  Dies  folgt  aus 
der  Beobachtung,  dass  obliterirende,  schleimerfuUte  Röhren  in 
abgebrühtem  und  lebendem  Material  ebenso  regelmässig  an  den- 
selben Orten  sich  vorfinden,  wie  im  Alkoholmaterial. 

Die  ersten  Veränderungen,  welche  an  alternden  Siebröhren 
auftreten  und  die  Obliteration  einleiten,  betreffen  den  Inhalt.  So 
bestätigt  sich  de  Baryts  Ausspruch ,  dass  eine  vom  Druck  (der 
umliegenden  Gewebe)  unabhängige  »Veränderung  der  obliteri- 
renden Organe,  speciell  ihres  Inhaltes,  die  primäre  und  der  Druck 
nur  eine  mitwirkende  Ursache  der  Erscheinung  ist«.^)  Ich  glaubte 
früher,  mich  dieser  Aussicht  nicht  anschliessen  zu  können,  da 
ich  annahm,  dass  die  activen  Siebröhren  bereits  prall  mit  Schleim 
erfüllt  seien  und  ohne  weitere  Veränderung  des  Inhaltes  oblito- 
rirten*).  Ich  freue  mich,  durch  eigene  Untersuchungen  meine 
irrigen  Meinungen  berichtigen  zu  können. 

4.  Der  Inhalt.  Bei  den  activen  Siebröhren  des  ersten 
Typus,  denjenigen  der  Cucurbitaceen ,  besteht  der  Inhalt  aus 
einem  Wandbeleg,  gerinnbarem  Saft  und  dem  verschieden  star- 
ken Schleimbeleg,  welcher  die  von  einer  dünnen  Callusschicht 
überzogenen  Siebplatten  bald  vollständig  als  Schleimhülle  be- 
deckt, bald  in  Form  von  Schleimringen  nur  die  Sieblöcher  um- 
säumt. Schleim  ist  in  verschwindend  kleiner  Menge  nur  vor- 
handen und  doch  sind  die  obliterirenden  Siebröhren  oft  prall 
davon  erfüllt.  Zahlreiche  Beobachtungen  haben  ergeben ,  dass 
die  Inhalte  obliterirender  Siebröhren  nicht  immer  die  gleichen 
Veränderungen  erfahren ,  dass  das  Endziel  —  die  Entleerung 
der  Röhre  —  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  erreicht  wird. 

Am  häufigsten  verläuft  die  Obliteration  folgendermassen : 
Der  klare  Siebröhrensaft  erstarrt  zu  Schleim ,  welcher  als  glän- 
zender Faden  die  Siebröhre  ganz  ausfüllt.    Gleichzeitig  wird 


i)  Vergl.  Anatomie,  pag.  577. 
2)  Cucurbitaceen,  pag.  46. 
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dieselbe  von  dem  umliegenden  Gewebe  bald  mehr,  bald  weniger 
lusanunengedrttckt ;  deshalb  sind  auch  die  obliterirenden  Sieb- 
röhren  meist  beträchtlich  enger  als  die  activen.  Einzelne  Sta- 
dien dieses  Erstarrungsvorganges  aufzufinden  ist  mir  nicht  ge- 
lungen; ich  bin  der  Meinung,  dass  derselbe  sehr  schnell  verläuft. 
Diese  Ansicht  findet  eine  Stütze  in  der  sicher  ermittelten  That- 
Sache ,  dass  der  Siebröhrensaft  sehr  leicht  und  schnell  Schleim 
bei  der  Bildung  der  Schlauchköpfe  abscheidet.  Dasselbe  findet 
auch  bei  der  Obliteration,  aber  ohne  Verschiebung  des  Inhaltes 
statt,  die  ganze  Menge  des  SiebrOhrensaftes  verwandelt  sich 
unter  Wasserabgabe  in  Schleim.  Die  leichtlösliche  Modification 
des  Eiweisses,  welche  im  Safte  gelöst  war,  geht  wieder  in  die 
unlösliche,  den  zähen  Schleim  ttber. 

Dieser  erleidet  aber  noch  neue  Veränderungen.    Zunächst 
stellt  derselbe,  wie  schon  erwähnt,  einen  glänzenden,  homoge- 
nen Faden  dar  (Fig.  33,  Taf.  I)  ,  welcher  schon  bei  schwacher 
Yergrösserung  sehr  scharf  hervortritt.   Später  wird  der  Schleim 
brüchig,  es  entstehen  Querrisse  und  grössere  Lücken,  welche 
daraufhinweisen,  dass  derselbe  eintrocknet.    Hiermit  im  Ein- 
klänge steht  ,die  Thatsache,  dass  das  Lumen  der  Siebröhre  wie- 
der abgenommen  hat.    Die  Lücken  und  Risse  werden  breiter, 
vermehren  sich,  der  Schleimfaden  zeigt  die  in  Figur  34,  Taf.  I 
wiedergegebene   Beschaffenheit.     Endlich   ist  er  in  einzelne, 
durch  grosse  Lücken  getrennte  Stücke  zerfallen,  welche  immer 
kleiner  werden  und  endlich  ganz  verschwinden.    Jetzt  ist  die 
Siebröhre  entleert,  der  aus  dem  Siebröhrensaft  hervorgegangene 
glänzende  Schleim  ist  gelöst,  aus  der  obliterirten  Siebröhre  ent- 
fernt worden.    Diese  wird  nun  gänzlich  zusammengedrückt. 
Bis  zu  diesem  Endstadium  gelangt  der  Process  in  der  lebenden 
Pflanze  immer. 

Wenn  dieselbe  dagegen  im  Herbste  abstirbt,  so  gerinnt  nur 
noch  der  Siebröhrensaft  zum  zähen  Schleim,  welcher  dann  mit 
dem  übrigen  Gewebe  vertrocknet  oder  verfault.  Hieraus  er- 
klären sich  die  Beobachtungen ,  welche  Koch  an  absterbenden 
Blättern  von  Ecballium,  ich  an  herbstdürren  Stengeln  von 
Cucurbita^)  gemacht  habe.  Meine  früher  ausgesprochene  Ver- 
muthung,  dass  diese  einige  Auskunft  über  die  normale  Be- 
schaffenheit des  Siebröhreninhaltes  geben  könnten,  hat  sich 


4]  SiebrOhrensystem  der  Cucurbitaceen,  peg.  44,  Taf.  IV,  Fig.  42. 
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sonach  bestätigt.  Nur  die  richtige  Deutang  des  Beobachteten 
war  mir  damals  noch  nicht  möglich.  Ich  nahm  an,  dass  die  zu 
einem  Strang  contrahirte  Schleimraasse  die  active  Siebrdbre 
früher  prall  erfüllte.  Jetzt  weiss  ich ,  dass  der  Schleimstrang 
durch  die  Erstarrung  des  klaren  Siebröhrensaftes  entsteht. 

Mit  einigen  Worten  habe  ich  an  dieser  Stelle  auf  Kocb's 
Beobachtungen  an  £c6a//tt/m-Blattem  einzugehen.  Koch  be- 
schreibt, dass  er  in  Blättern,  welche  im  November  einer  im 
freien  Lande  wachsenden  Ecballiumpflanze  entnommen  wurden, 
die  Siebröhren  prall  mit  glänzendem  Schleim  erfüllt  fand.  Koch 
bezeichnet  diesen  Zustand  als  den  herbstlichen  und  giebt  an. 
dass  er  nur  in  den  erwähnten  Blättern,  aber  nicht  in  Stengel 
und  Blattstiel  und  zu  keiner  anderen  Zeit  solche  schleimerfaIHe 
Röhren  beobachtet  hat.  Ich  habe  oben  gezeigt,  dass  diese  im 
normalen  Verlauf  der  Obliteration  auftreten.  Wenn  Koch  länger 
gesucht  hätte,  dann  würde  er  ebensolche  Röhren  auch  im  Blatt- 
stiel und  im  Stengel  aufgefunden  haben  und  nicht  bloss  im  No- 
vember, sondern  zu  jeder  Zeit.  Die  Obliteration  der  Siebi'öhren  in 
den  Blattnerven  beginnt  auch  keineswegs  erst  in  diesem  Monate, 
die  Jahreszeit  ist  zunächst  gleichgiltig.  Wenn  man  im  October 
gelbwerdende  oder  gelbe  Blätter  von  Echallium  untersucht,  so 
findet  man  ebenfalls  obliterirende,  prall  mit  Schleim  erfüllte 
Röhren,  so  wie  Koch  beschreibt.    (Fig.  45  u.  47,  Taf.  II.) 

Der  Genannte  hat  aber  auf  einen  Punkt  nicht  geachtet, 
welcher  für  die  Deutung  der  Erscheinung  hätte  massgebend  sein 
sollen :  er  hat  die  Siebplatten  gar  nicht  berücksichtigt.  Diese 
sind  aber  regelmässig  durch  dicke  Galluspolster  verschlossen, 
ein  weiteres  Zeichen  dafür,  dass  Obliteration  eingetreten  ist.  Zu- 
weilen, nicht  selten,  trifft  man  Siebröhren,  bei  denen  einige  Sieb- 
platten nicht  callös  aufgetrieben  sind,  so  dass  es  bei  flüch- 
tiger Beobachtung  den  Anschein  hat,  als  ob  die  schleimerfüllte 
Röhre  noch  offen  wäre.  Sieht  man  aber  genauer  hin,  so  findet 
man ,  dass  stark  callöse  Platten  mit  den  andern  abwechseln, 
so  dass  durch  zwei  Galluspolster  nicht  bloss  ein  einziges,  sondern 
zwei  oder  drei  Röhrenglieder  abgeschlossen  werden  (Fig.  46, 
Taf.  II).  Koch  hat,  wie  ich  schon  gesagt,  diese  Verhältnisse  gar 
nicht  berücksichtigt. 

Es  ist  nothwendig,  an  dieser  Stelle  einige  Bemerkungen 
über  die  physikalischen  Eigenschaften  des  Siebröhrenschleimes 
einzufügen.  Derselbe  kommt  vor  in  geschlossenen,  jungen  Röh- 


r 


Neue  Beiträge  zir  Kenntniss  der  Siebröhren.  813 


rengliedem,  als  Schleimtropfen,  feraer  an  der  Siebplatte  der 
acliven,  als  Schieimbeleg,  und  endlich  im  obliterireoden,  als 
Schleiinstrang.  Die  Eigenschaften  einer  allerdings  zfihen  Flüssig- 
keit scheint  der  Schleim  in  sich  entwickelnden  Siebröbren  zu 
haben.    Seine  Abscheidung  in  Tropfen  spricht  dafür.   Dagegen 
ist  der  Schleim  in  obliterirenden  SiebrOhren  starr  und  fest, 
keine  Flttssigkeit  mehr.    Dass  aber  dem  Schleim  jene  Eigen- 
schaften zukommen,  folgt  aus  seinem  Verhalten  zu  Reagentien. 
In  Kali  quillt  er  stark  auf,  wie  Kogh^]  und  vor  ihm  sehr  aus- 
fUliriichHANSTiiif  *)  beschrieben  haben.  Die  gequollenen  Schleim- 
fäden lassen  sich  sehr  stark  dehnen,  ringeln  sich,  wenn  sie  an 
der  dnrch  Kali  bewirkten  Streckung  verhindert  werden,   in 
Schlangenwindungen  hin  und  her,  kurz  sie  zeigen  lauter  Eigen- 
sehaften  nicht  einer  Flüssigkeit,  sondern  eines  festen,  kautschuk- 
ähnlichen  Körpers.    Dieses  Verhalten  beobachtet  man  an  Prä- 
paraten von  lebendem  Material,  eine  künstliche  Gerinnung  ist 
also  ausgeschlossen;  diese  wird  auch  durch  Kali  oder  Schwefel- 
säure nicht  erst  bewirkt,  denn  die  glänzenden  Scbleimstränge  sind 
schon  vorher  sichtbar  und  quellen  nur  noch  auf.  Da  der  Schleim 
Etweissreaction  zeigt,  so  ergiebt  sich,  dass  bei  der  Obliteration 
das  im  Siebröhrensafte  gelöste  Eiweiss  als  fester ,  kautschuk- 
äbnlicher  Körper  abgeschieden  wird. 

Die  eben  dargelegten  Eigenschaften  des  Schleimes  erklären 
auch  die  Erscheinung,  dass  derselbe  aus  angeschnittenen,  obli- 
terirenden Siebröhren  nicht  ausfliesst,  dass  diese  z.  B.  in  den 
gelben  Ecballiumblättem  keine  Schlauchköpfe  bilden.   Hiermit 
f^Ut  aber  Koches  Einwand  gegen  meine  seiner  Ansicht  nach 
ebenso  unwahrscheinliche  als  unbegründete  Behauptung  über  die 
Entstehung  der  Schlauchköpfe.    In  der  Wand  älterer  Früchte 
6nden  sich  obliterirende,  scbleimerfüllte  Siebröhren  in  grosser 
Zahl;  diese  fliessen,  wie  Kogh  mir  voraussagt,  nicht  aus,  wenn 
man  die  Frucht  in  Stücke  schneidet.    Aber  nicht  deshalb,  weil 
bei  der  Verletzung  der  Pflanze  überhaupt  keine  Bewegung  des 
Siebröhreninhaltes  und  infolge  dessen  auch  keine  Schlauchkopf- 
bildung stattfindet,  sondern  nur  deshalb,   weil  sie  nicht  mehr 
mit  Siebröhrensaft,  sondern  mit  starrem  Schleim  erfüllt  sind. 

4)  1.  G.  pag.  406. 

2)  Milcbsaftge fasse  pag.  29. 

3)  Siehe  Kocirs  Kritik  meiner  Untersuchungen  über  das  Siebröhren- 
system  der  Cucurbitaceen.   Bot.  Zeit.  4  885. 
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Die  Obliteration  des  Inhaltes  kann  aber,  wie  schon  gesagt, 
noch  in  anderer  Weise  geschehen,  ohne  Bildung  des  Schleim- 
Stranges.  Der  Process  beginnt  mit  einer  Veränderung  des  In- 
haltes, welche  nur  im  abgbrühten  Material  sichtbar  ist  und 
darin  besteht,  dass  der  SiebrOhrensaft  nicht  mehr  ein  fein- 
körniges ,  sondern  ein  grobflockiges  Gerinnsel  (Fig.  36  u.  38, 
Taf.  I)  liefert.  Gleichzeitig  treten  im  Wandbeleg  der  Siebröhren 
wieder  Schleimtropfen  in  gi*össerer  Menge  auf,  es  scheint,  dass 
der  Siebröhrensaft  nicht  mehr  im  Stande  ist ;  den  Schleim  auf- 
zulösen. Welchem  Zustande  in  der  lebenden  Pflanze  das  grob- 
flockige Gerinnsel  entspricht,  habe  ich  nicht  entscheiden  können, 
jedenfalls  einer  Lösung ,  einem  Siebröhrensaft  von  einer  nicht 
näher  bestimmten  Beschaffenheit. 

Anfangs  ist  das  grobkörnige  Gerinnsel  sehr  dicht,  weist 
also  darauf  bin,  dass  noch  viel  gerinnbare  Substanz  im  Sieb- 
röhrensaft enthalten  war.  Nach  und  nach  wird  das  Gerinnsel 
lockerer,  der  Raum,  welcher  von  einer  wässerigen  Flüssigkeit 
eingenommen  zu  werden  scheint,  vergrössertsich  (Fig.  40,  Taf.  I). 
Später  zeigen  sich  nur  noch  vereinzelte  Flocken,  die  letzten, 
spärlichen  Reste  der  einstens  im  Siebröhrensafte  gelösten  Eiweiss^ 
Substanzen.  Auch  diese  schwinden,  es  bleibt  nur  der  Wand- 
beleg mit  einigen  Schleimtropfen  ttbrig  (Fig.  42,  Taf.  I).  End- 
lich werden  auch  diese  beiden  entfernt,  die  leere  Siebröhre 
bleibt  zurück  und  wird  zerdrückt. 

Es  erhebt  sich  die  Frage,  ob  die  beiden  beschriebenen  Arten 
der  Obliteration  nicht  bloss  Stadien  eines  und  desselben  Vor- 
ganges sind,  deren  Zusammenhang  sich  der  Wahrnehmung  ent* 
zieht.  Nach  meinen  sehr  zahlreichen  Beobachtungen  verhält  es 
sich  folgendermassen.  Der  Inhalt  obliterirender  Siebröhren  er- 
leidet zunächst  immer  erst  ein  und  dieselbe  Veränderung,  welche 
darin  besteht,  dass  Schleimtropfen  im  Wandbeleg  auftreten  und 
dass  der  Siebröhrensaft  ein  grobkörniges  Gerinnsel  liefert.  Solche 
Siebröhren  würden  bei  der  Verletzung  der  Pflanze  noch  gewöhn- 
liche Schlauchköpfe  bilden  und  durchaus  den  activen  gleichen, 
da  ihre  Siebplatten  in  der  Regel  noch  offen  sind.  Die  weiteren 
Veränderungen  führen  nun  entweder  zum  Schleimstrang  oder 
zur  langsamen  Verarmung  des  Siebröhrensaftes. 

Im  ersteren  Falle,  welcher  unter  starkem  Druck  der  um- 
liegenden Gewebe  eintritt,  wird  dem  veränderten  Siebröhren- 
safte  eben  durch  diesen   starken  Druck  das  Wasser   schnell 
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ettUogen  und  es  bleiben^  wie  bei  der  Scblauchkopfbildung,  die 
sehwetr  löslichen  Eiweisssubstanzen  als  Schleim,  hier  als  homo- 
gener Schleimstrang^  zurück.  Dieser  wird  dann,  wie  oben  be* 
sduriebeD,  aufgelöst.  Dass  wirklich  der  starke  Druck  der  um- 
liegenden Gewebe  die  Bildung  des  Schleimstranges  veranlasst, 
m^idite  ich  daraus  entnehmen,  dass  die  schleimerfüllten  Röhren 
immer  einen  viel  geringeren  Durchmesser  haben,  als  diejenigen, 
deren  Inhalt  anders  obliterirt.  Bei  schwächerem  Druck  werden 
die  eiweissai^igen  Bestandtheile  des  Siebröhrensaftes  nach  und 
nach  fortgeführt,  wie  daraus  folgt,  dass  derselbe  ein  immer 
sdkwächeres  und  subslanzftrmeres  Gerinnsel  liefert. 

Meine  Ansicht  würde  also  die  sein,  dass  beim  Beginn  der 
Obliteration  der  Inhalt  in  allen  Siebröhren  die  gleiche  Verän- 
derung (Abscheidung  von  Schleimtropfen,  grobkörniges  Gerinn- 
sel) erleidet,  dass  aber  später  zwei  Wege  zur  gänzlichen  Entlee- 
rung der  Siebröhren  führen.  Die  Obliteration  mit  Schleimsti*ang 
tritt  vermuthlich  bei  starker  Quetschung  der  obliterirenden 
Röhre  ein;  sonst  findet  Obliteration  mit  Erhaltung  des  Sieb- 
rohrensaftes  und  langsamer  Verarmung  desselben  statt.  Meine 
Annahme,  dass  der  Siebröhrensaft  obliterirender  Röhren,  wel- 
cher ein  grobkörniges  Gerinnsel  liefert,  unter  schneller  Wasser- 
entziehung zum  Schleimstrang  erstarrt,  sttltzt  sich  auf  folgende 
Beobachtung. 

Führt  man  das  wachsende  Ende  einer  unverletzten  Küi*bis- 
pflatue  in  starken  Alkohol  und  lässt  dasselbe  ungefähr  drei 
Stunden  darin  verweilen,  so  ikann  man  es  unter  Alkohol  ab- 
schneiden^  ohne  dass  noch  Siebröhrensaft  ausfliesst.  Der  Alkohol 
hat  also  den  Inhalt'  der  Siebröhren  fixirt,  aber  nach  dem  Alter 
dieser  in  verschiedener  Weise.  In  den  activen  Siebröhren  haben 
sich  Schlauchköpfe  gebildet  unter  dem  Einfluss  der  Strömungen, 
welche  durch  die  wasserentziehende  Kraft  des  Alkohols  her- 
Yoi^Mufen  wurden  (Fig.  37,  Taf.  I).  Diejenigen  Siebröhren  da- 
gegen, welche  an  der  Peripherie  der  Siebtheile  liegen  nnd  be- 
reits in  Obli.teration  begriffen  sind,  erweisen  sich  prall  mit 
Schleim  erfüllt,  deutlieh  sieht  man  aber  von  diesen  sich  einzelne 
Schleimtropfen  im  Wandbeteg  abheben.  (Fig.  39,  Taf.  I  bei  s.) 
Hätte  ich  diese  Siebröhren,  wie  ein  Vergleich  mit  anderen 
Materialien  ergiebt,  in  heissem  Wasser  abgebrüht,  so  würde  ich 
nicht  einen  solchen  Schleimstrang,  sondern  ein  grobflockiges  Ge- 
rinnsel mit  ScUeimtropfen  im  Wandbeteg  erhalten  haben.    Die 


^ 


316  Alpred  Fischer, 


Figuren  38  und  39,  Taf.  I  zeigen  dies.  Sie  geboren  zu  ungefähr 
gleich  alten,  unverletzten  Internodien,  von  denen  das  eine  un- 
verletzt abgebrüht  (Fig.  38),  das  andere  in  Alkohol  fixirt  war 
(Fig.  39).  Die  schleimerfullten  Rohren  und  die  mit  grobOockigem 
Gerinnsel  haben  die  gleiche  Lage  an  der  Peripherie  der  Gefäss- 
bündel.  Ebenso  hatten  alle  ento-  und  ectocyclischen  SiebrOhren 
im  Eochmaterial  die  in  Figur  38,  im  Alkoholmaterial  die  in  Fig.  39. 
Taf.  I  abgebildete  Beschaffenheit. 

Hieraus  möchte  ich  aber  folgern,  dass  der  bereits  verMnderle 
Saft  einer  obliterirenden  SiebrOhre  bei  schneller,  gewaltsamer 
Wasserentziehung  zum  Schleimstrang  erstarrt,  im  anderen  Falle 
nach  und  nach  alle  gerinnbare  Substanz  verliert. 

Wir  haben  gesehen,  dass  der  Alkohol  die  Bildung  schleim- 
erfüllter  SiebrOhren  in  Internodien  veranlasst  und  wir  dttrfen 
hieraus  schliessen,  dass  es  sich  mit  denjenigen  in  der  Wand 
junger  Prttchte  ebenso  verhält.    Die  schleimerfollten  Röhren, 
welche  ich  früher  beschrieben  habe,  sind  nach  meinen  neuen 
Untersuchungen  zum  Theil  Kunstproducte.   Ich  sage  zum  Theil, 
denn  es  kommen  schon  in  jungen  Früchten  obliterirende  Sieln 
röhren  mit  Schleimstrang  in  grosser  Zahl  in  der  Fruchtwand  vor. 
Es  ist  aber  unmöglich,  im  Alkoholmaterial  zwischen  schleimer- 
fullten Röhren,  welche  schon  in  der  lebenden  Frucht  vorhanden 
waren,  und  solchen  zu  unterscheiden,  welche  durch  den  Alkohol 
gewissermassen  erst  erzeugt  worden  sind. 

Ich  habe  zwei  ungefähr  gleich  alte,  junge  Früchte  zu  einer 
neuen  Untersuchung  benutzt.    Die  eine  derselben  war  an  der 
Pflanze  ohne  Verletzung  in  heissem  Wasser  abgebrüht,  die  andere 
unter  denselben  Bedingungen  drei  Stunden  in  Alkohol  gebraehi 
worden.  In  der  letzteren  waren  alle  Siebröhren  des  hypodermalen 
Netzes  prall  oder  nahezu  vollständig  mit  Schleim  erfüllt  (Fig.  44, 
Taf.  II).  Die  letzteren  zeigten,  dass  der  Siebröhrensaft  vor  seiner 
durch  den  Alkohol  bewirkten  Erstarrung  in  schwacher  Strömung 
gewesen  war.  In  der  abgekochten  Frucht  befanden  sich  die  hypo» 
dermalen  Siebröhren  im  Zustande  der  Figur  45,  Taf.  II.  Sdiwaehe 
Schleimtropfen  (s)  als  Andeutung  der  beginnenden  Obliteration. 
Dieselben  Tropfen  zeigten  sich  auch  im  Alkoholmaterial  (Fig.  44), 
dessen  Siebröbren  demnach  auf  demselben  Stadium  der  Obli- 
teration standen.    Während  aber  das  heisse  Wasser  den  Sieb- 
röhrensaft zur  Gerinnung  brachte  (das  Gerinnsel  ist  hier  noch 
feinflockig),  hat  der  Alkohol  vermöge  seiner  starken  Wasser- 
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anziehung  die  Erstarrung  zum  Schleimstrang  veranlasst.  Diese 
schieimerfullten  Siebröhren  habe  ich  früher  neben  anderen, 
welche  bereits  in .  der  Obliteration  vorgerückt  und  auch  mit 
Schleim  erfüllt  waren,  vor  mir  gehabt,  jene  waren  ein  Kunst- 
product  des  Alkohols,  diese  ein  normales  Erzeugniss  der  leben- 
den Pflanze. 

Die  Obliteration  der  SiebrOhren  endet  mit  einer  gänzlichen 
Entleerung  derselben,  der  Inhalt  wird,  gleichviel  welche  Ver- 
änderungen er  erleidet,  fortgeführt.  Auf  welchen  Wegen  das 
geschieht,  muss  ich  dahingestellt  bleiben  lassen.  Bei  den  Sieb- 
rühren  des  zweiten  imd  dritten  Typus  habe  ich  die  Obliterations- 
erscheinungen  nicht  lückenlos  verfolgt.  Das  Endresultat  des 
in  Rede  stehenden  Processes  ist  auch  hier  eine  ganzliche  Ent- 
leerung, welcher  bei  Humulus  z.  B.  die  Bildung  eines  Schleim- 
stranges vorangeht.  Bei  den  SiebrOhren  mit  Stärkeköruern  ver- 
schwinden diese  zuletzt  nach  dem  Wandbeleg  mit  seinen 
Schleimeinlagerungen.   Sohleimstränge  entstehen  hier  nicht. 

Ich  habe  schon  früher  darauf  hingewiesen,  dass  schleim- 
erfollte,  obliterirende  Siebröhren  grosse  Aehnlichkeit  mit  Milch- 
röhren haben  und  früher  oft  als  Lebenssaftgefässe  beschrieben 
worden  sind.^)  Auch  Hanstein  hat  diese  Yermuthung  ausge- 
sprochen, ist  aber  dem  anderen  Irrtbume  verfallen,  solche  obli- 
terirende SiebrOhren  für  active  zu  halten.  In  diesen  kommen 
aber  SchleimstrUnge  nicht  vor,  denn  gerade  durch  die  Verwand- 
lung des  SiebrOhrensaftes  in  zähen,  festen  Schleim  wird  die  Stoff- 
wanderung unmöglich  gemacht. 

2.  Der  Callofl.  Von  allen  Forschern,  welche  über  SiebrOhren 
gearbeitet  haben,  ist  hervorgehoben  worden,  dass  mit  dem  Alter 
derselben  der  Caliusüberzug  der  Siebplatten  zunimmt,  bis 
endlich  ein  vollständiger  Verschluss  derselben  eintritt.  Da  alle 
activen  SiebrOhren  bereits  callOse  Platten  besitzen,  so  ist  es 
schwer  anzugeben,  bei  welchem  Umfange  des  Callus  die  Oblite- 
ration beginnt.  Das  Wachsthum  desselben  steht  auch  nicht  in 
einer  erkennbaren  Beziehung  zu  den  Veränderungen  des  In- 
haltes. Wie  Figur  35,  Taf.  I  zeigt,  bat  derselbe  gelegentlich 
noch  die  typische  Beschaffenheit  activer  Rohren,  während  die 
Platten  schon  von  dicken  Calluspolstem  verschlossen  sind.  In 
anderen  Fällen  wiederum  hat  der  Inhalt  bereits  merkliche  Vor- 
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änderungea  erfahren,  ohne  gleichzeitige  Vergrösserung  des 
Gallusüberzuges  (Fig.  40,  Taf.  I).  Eine  Regel  für  diese  Ver- 
hältnisse habe  ich  nicht  auffinden  können.  Ich  kann  nur  be- 
stätigen, dass  in  obliterirenden  Siebröhren  der  Callus  sich  stark 
vermehrt  und  sowohl  die  Siebplatten,  als  auch  die  Siebfelder 
endlich  ganz  verschliesst.  Nach  der  Lösung  des  Inhaltes  erhal- 
ten sich  die  Calluspolsler  noch  lange  Zeit,  scheinen  dann  aber 
auch  zu  zerfallen. 

Um  über  die  Abstammung  des  Callus  weiteren  Aufschluss 
zu  bekommen,    habe  ich  das  Wachsthum  der  starken  Callas- 
polster   in  obliterirenden  Siebröhren  von  Cucurbita  genauer 
verfolgt.  Ich  muss  hier  an  eine  Bemerkung  Russow's  anknüpfen. 
Derselbe  hat  beschrieben,    dass  die  dicken  Callusmassen  aus 
zweierlei  Substanzen  zusammengesetzt  erscheinen,   einer  mit 
Jod  sich  heller  färbenden  Grundsubstanz,  und  dunkler  werden- 
den cylindrischen  Stiften,  welche  dieselbe  senkrecht  zur  Sieb- 
platte durchsetzen^).    Russow  hat  weiterhin  die  Vermuthung 
ausgesprochen,  dass  jeder  dieser  Callusstifte  einen  haarfeinen 
Schleimfaden  umschliesst,  den  letzten  Rest  der  Verbindungs- 
faden, welche  die  Inhalte  der  activen  Röhrenglieder  vereinigten. 
Endlich  hat  Rtssow  gezeigt,   dass  in   alten  Galluspolstem  die 
Stifte  nicht  mehr  zu  sehen  sind.    Die  Beobachtung  RcssoVs 
habe  ich  bis  auf  kleine  Einzelheiten  wiederholen  können.  Meine 
Beobachtungen  sind  folgende. 

Auf  einem  gewissen  Stadium  der  Obliteration ,  auf  wel- 
chem bereits  ein  deutlicher  Schleimstrang  vorhanden  und  das 
Galluspolster  stark  aufgeschwollen  ist,  gehen  von  jenem  dicke 
stiftdhnliche  Fortsätze  durch  den  Callus  und  die  in  ihm  verbor- 
gene Siebplatte  bis  zum  nächsten  Röhrengliede  aus  (Fig.  30, 
Taf.  1).  Diese  Schleimfortsätze,  deren  Zusammenhang  mit  dem 
Schleimstrang  ausser  allem  Zweifel  steht,  färben  sich  mit  Jod- 
kalium-Chlorzinkjod dunkler,  aber  auch  reiner  braun,  als  der 
rothbraun  werdende  Callus.  Sie  sind  jedenfalls  mit  Russow's 
Callusstiften  identisch.  Die  Schleimfortsätze  sind  aber  durch- 
weg homogen,  nur  färben  sich  ihre  oberen  Lagen  etwas  heiler. 
In  älteren  Stadien ,  nachdem  der  Callus  bedeutend  sich  ver- 
grössert  hat,  sind  die  Schleimfortsätze  viel  dünner  geworden, 
sie  scheinen  oft  mitten  im  Callus  zu  endigen  [Fig.  31,  Taf.  I). 


4)  1.  c.  p.  293. 


Neue  Beiträge  zur  Kenntniss  eer  Siebröhren.  319 

Endlich  sind  sie  nahezu  verschwunden,  einige  feine  Striche  in 
dem  mächtigen  Calluspolster,  welche  jetzt  schwer  noch  durch 
eine  andere  Färbung  sich  abheben  (Fig.  32,  Taf.  I),  verrathen 
ihr  einstiges  Dasein. 

Die  vom  Callus  verdeckten  Siebplatten  haben  ihre  ur- 
sprüngliche Dicke  ungefähr  beibehalten  (Fig.  SI6,  Taf.  I),  sodass, 
wie  Russow  und  HAifSTEiN  schon  hervorgehoben  haben,  das  Ma- 
terial zum  Wachsthum  des  Callus  wohl  kaum  von  dem  Cellulose- 
sieb  geliefert  worden  sein  kann.  Dagegen  sind  die  Schleim- 
fortsätze immer  dtinner  und  endlich  unsichtbar  geworden,  lieber 
ihr  Verschwinden  lassen  sich  nur  zwei  Vermuthungen  aufstellen. 
Entweder  sie  sind,  wie  später  der  Schleimstrang,  gelöst  worden, 
oder  sie  haben  sich  in  Callus  verwandelt.  Der  erste  Fall  ist 
dnrch  die  Beobachtung  nahezu  ausgeschlossen,  dassderSchleim- 
slrang  noch  unverändert  vorhanden  ist,  während  die  Schleim- 
fortsätze im  Callus  verschwunden  sind.  Wenn  diese  gelöst  wer- 
den, dann  ist  es  zum  mindesten  wahrscheinlich,  dass  auch  der 
Schleimstrang  gelöst  wird.  Schon  ein  Vergleich  unserer  Figuren 
30—32,  Taf.  I  zeigt  dagegen,  dass  eine  Umwandlung  der  Schleim- 
forlsätze im  Callus  recht  wohl  anzunehmen  ist.  Dieser  wächst, 
jene  verschwinden,  eine  andere  Substanz,  welche  das  Material 
xar  Callusbildung  liefern  könnte,  ist  nicht  vorhanden,  also 
wird  der  Schleim  es  sein,  welcher  in  Callus  sich  verwandelt. 

Zu  derselben  Annahme  gelangten  wir  im  vorigen  Kapitel, 
als  wir  die  Entwicklung  der  Siebplatten  besprachen.  Ebenso- 
wenig wie  wir  dort  einen  exacten  Beweis  dafür  liefern  konnten, 
dass  der  Callus  als  metamorphosirter  Schleim  in  die  Tüpfel- 
grübchen abgelagert  wird,  ebenso  kann  man  mehr  als  das  Mit- 
getheilte  auch  bei  den  obliterirenden  Siebröhren  nicht  fest- 
stellen. Allerdings  bietet  dasselbe  einen  für  die  mikroskopische 
Forschung  genügenden  Beweis,  dass  der  Schleim  sich  in  Callus 
verwandelt.  Ob  die  Berührung  mit  dem  bereits  vorhandenen 
Callus  diese  Veränderung  herbeiführt,  ist  ebenso  wenig  zu  ent- 
scheiden, wie  die  Frage,  ob  die  Cellulose  der  jungen  Siebplatte 
bei  der  Callusbildung  betheiligt  ist.  Soviel  steht  aber  fest,  dass 
der  Schleim  in  jungen  und  alten  Siebröhren  das  Material  zur 
Entstehung  und  zum  Wachsthum  des  Callus  liefert,  dass  dieser 
nieht  ein  Product  der  Cellulose,  sondern  in  erster  Linie  des  In- 
haltes ist  und  auf  die  Siebplatte  aufgelageit  wird. 

Vielleicht  hat  Rossow  günstigere  Präparate  als  ich  vor  sich 
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gehabt.  Seine  Angabe,  dass  die  Callusstifte  Schleimfäden  um- 
schliessen,  würde  dann  dahin  zu  deuten  sein,  dass  die  Anfangs 
dicken  Schleim fortsätze  von  aussen  nach  innen  sich  in  Callos 
verwandeln.  Dann  würden  in  der  That  Bilder,  wie  sie  Russow 
vorgelegen  haben,  entstehen.  *) 

Man  hat  bisher  alle  Siebrdbren  für  activ  gehalten ,  deren 
Siebplatten,  wie  stark  auch  ihr  Callusüberzug  sein  mag,  vod 
Schleimfäden  durchzogen  werden.  Die  neue  Auffassung,  welche 
durch  meine  Beobachtungen  über  den  Inhalt  der  Siebröhren  in 
der  unverletzten  Pflanze  angebahnt  worden  ist,  lässt  eine  solche 
Annahme,  wenigstens  für  Cucurbita,  nicht  mehr  zu.  Der  Schleim 
ist  zäh,  unbeweglich  und  für  den  Transport  in  grösseren  Men- 
gen nicht  geeignet.  Die  Siebröhre  wird  dann  als  geschlossen 
zu  betrachten  sein,  wenn  die  Sieblöcher  nicht  mehr  von  Sieb- 
röhrensaft durchströmt  werden,  sondern  von  Schleimfäden  er- 
füllt sind.  Alle  Siebröhren,  welche  man  an  lebendem  Material 
beobachtet,  sind  eben  durch  die  vom  Schlauchkopf  ausgehenden 
Fortsätze  bereits  geschlossen,  die  Communication  zwischen  den 
einzelnen  Gliedern  ist  gestört,  sobald  der  Siebröhrensaft  durch 
von  ihm  abgeschiedenen  Schleim  verdrängt  wii*d. 

£s  erübrigt  noch,  mit  einigen  Worten  zu  schildern,  wie 
man  sich  unter  der  Voraussetzung,  der  Callus  entstehe  aus  dem 
Schleime,  die  zur  Obliteration  führenden  Vorgänge  zu  denken 
hat.  Wir  nehmen  eine  active  Siebröhre  von  Cucurbita  zum 
Ausgangspunkt.  Ihr  Inhalt  besteht  aus  einem  zarten  Wandbeleg 
und  Siebröhrensaft,  die  Siebplatten  sind  von  einem  dünnen 
Callusüberzug  bedeckt.  Ausserdem  hat  sich  an  ihnen  Schleien 
als  Schleimbeleg,  nehmen  wir  an  in  Form  von  Schleimringen, 
an  den  Rändern  der  Löcher  abgesetzt.  Bei  längerer  Functions- 
dauer  der  Siebröhre  wächst  dieser  Schleimbeleg,  die  Ringe 
können  zu  einer  Schleimhülle  verschmelzen. 

Gleichzeitig  wird  sich  aber  der  an  den  Callus  angrenzende 
Schleim  in  Callus  verwandeln,  der  Callusüberzug  verdickt  sich 
auf  Kosten  des  Schleimbeleges.  Mit  der  Zeit  erreicht  dann  der 
Callus  eine  ansehnliche  Stärke,  die  Sieblöcher  werden  stark 
verengt,  sodass  für  den  Siebröhrensaft  nur  noch  enge  Canäle 
übrig  bleiben.  Schleim  wird  immer  noch  abgeschieden,  die 
Schleimringe  werden  immer  enger  und  schliesslich  zu  massiven 
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FSden,  welche  die  vom  Callus  ausgekleideten  Siebporen  aus- 
fbllen.  Jetit  ist  die  Siebröhre  schon  geschlossen ,  der  Sieb- 
rShrensaft  kann  nicht  mehr  aus  einem  Gliede  in  das  andere 
übertreteo.  Die  Schleimf^den  oder  Schleimfortsätze,  welche 
die  Siebporen  durchsetzen,  verwandeln  sich  nun  allmälig  in 
Callos. 

Nach  dem  Vorhergehenden  wird  auch  die  Thatsache  ver- 
standlich, dass  der  CallusUberzug  bei  partiell  entleerten,  activen 
Siebröhren  viel  stärker  ist,  als  in  der  lebenden,  unverletzten 
Pflanze.  Der  Schleimbeleg  der  Siebplatten  verwandelt  sich  in 
Callus  und  ausserdem  liefern  noch  die  Schleimfäden,  welche  vom 
Schlauchkopf  durch  die  Poren  entsendet  werden ,  Material  zu 
fortgesetzter  Callusbildung.  Die  Vermehrung  des  Callus  geht 
aber  schnell  von  statten,  wie  folgende  Beobachtung  lehrt.  Eine 
anverletste  Rttrbispflanze  worde  in  zwei  Stücke  geschnitten  und 
nun  sofort  ein  Präparat  hergestellt.  Die  Siebplatten  der  activen 
RlAren,  welche  natürlich  Schlauchköpfe  besassen,  waren  von 
einem  starken  Callusgerttst  überzogen,  viel  stärker  als  der  Callus- 
Uberzug in  unverletzt  abgebrühtem  Material.  Der  Schleim  scheint 
sich  demnach  sehr  schnell  in  Callus  zu  verwandeln,  wenn  ein- 
mal die  Bedingungen  hierzu  gegeben  sind.  Lässt  man  abge- 
schnittene Stücke  längere  Zeit,  vielleicht  24  Stunden  liegen,  so 
wird  man  ßnden,  dass  die  Calluspolster  bereits  merklich  sich 
vergrössert  haben. 

IV.  Die  Verbindang  der  Siebröhren  unter  einander,  mit  den 

Geleitzellen  und  dem  Cambiform. 

Betrachtet  man  einen  Querschnitt  durch  einen  Gefässbtindel- 
siebtheil  einer  beliebigen  Dicotyle,  so  wird  man  ßnden,  dass  die 
einzelne  Siebröhre,  welche  immer  an  einer  Seite  an  eine  Geleit- 
zelle angrenzt,  gelegentlich  auch  deren  zwei  besitzt,  bald  rings 
von  Cambiform  umgeben  ist,  bald  mit  einer  anderen  Siebröhre 
oder  wohl  auch  mit  mehreren  in  Berührung  steht.  So  können 
Nester  von  zwei,  drei,  gelegentlich  auch  vier  sich  berührenden 
Siebröhren  vorkommen,  welche  dann  von  einer  gemeinschaftlichen 
Cambiformhülle  umgeben  werden^).    Isolirte  Röhren  und  diese 

1)  Mao  vergleiche  hierzu  die  früher  von  mir  gegebenen  Abbildungen : 
Berichte  der  deutschen  bot.  Gesellsch.  III,  Taf.  XV,  Fig.  4.  —  Berichte  der 
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mehrzahligen  Gruppen  finden  sich  ungefähr  gleich  häufig  vor. 
Auf  dem  Längsschnitt  zeigt  sich,  dass  mehrere  Siebröhren  oft 
grosse  Strecken  nebeneinander  herlaufen,  dann  sich  trennen  und 
an  andere  sich  anschliessen  oder  isolirt  bleiben.  Hieraus  erklärt 
es  sich,  dass  Querschnitte  aus  verschiedenen  Höhen  desselben 
Siebtheiles  eine  verschiedene  Anordnung  der  Siebröhren  und 
infolge  dessen  auch  der  Cambiformzellen darbieten.  Diese  sieben 
alle  mit  einander  in  Verbindung  und  bilden  ein  zusammenhän- 
gendes Maschen  werk,  welches  die  Siebröhren  durchziehen. 

Die  letzteren  entwickeln,  wenn  sie  an  gleichnamige  Ele- 
mente angrenzen,  aber  auch  nur  in  diesem  Falle,  auch  in  den 
Längswänden  zahlreiche  kleine  Siebplatten,  welche  seit  langer 
Zeit  bekannt  und  von  Nabgbli^)  als  Siebfelder  bezeichnet  worden 
sind.  Sie  sind  stets  in  so  grosser  Menge  vorhanden,  dass  die 
benachbarte  Siebröhren  trennenden  Längswände  reich  mit  corre- 
spondirenden  Tüpfelchen  besetzt  erscheinen.  Man  vergleiche  die 
Abbildungen  bei  Hartig,  Wilhelm  und  in  meinem  Aufsatz  in  den 
Berichten  der  deutschen  botanischen  Gesellschaft.  Meine  soeben 
citirte  Figur  veranschaulicht  das  Verhalten  der  Siebröhrenwand, 
wenn  sie  an  eine  Geleitzelle  oder  an  Cambiform  angrenzt.  Im 
letzteren  Falle  fehlen  Tüpfel  durchaus,  im  ersteren  sind  sie  vor- 
handen, aber  nicht  so  tief,  wie  zwischen  benachbarten  Sieb- 
röhren. 

Schon  Hartig  und  Wilhelm^)  hatten  nachgewiesen,  dass  die 
Siebfelder  von  den  gleichen  Verbindungsfäden  durchsetzt  werden, 
wie  die  Siebplatten.  Russow  hat  dann  mit  Hilfe  seiner  Quellungs- 
methode bei  einer  grossen  Anzahl  von  Phanerogamen  die  Wegsam- 
keit  der  Siebfelder  nachgewiesen').  Die  grosse  Zahl  der  zwischen 
benachbarten  Siebröhren  ausgespannten  V^erbindungsfäden  ver- 
anschaulicht Fig.  49,  Taf.  II.    Man  sieht,  dass  der  geronnene 


mathem.-physikal.  Classe  der  königl.  sächg.  Gesellsch.  der  Wissensch.  1885. 
Taf.  I,  Fig.  1,2  (Cucurbita),  Fig.  4  7  (Physalis),  Taf.  II.  Fig.  4  (Saxifrag»)- 
Auch  Wilhelm,  1.  c.  Taf.  VIII,  Flg.  95. 

1)  Silzungsber.  d.  bayrisch.  Akad.  d.  Wissensch.  4864.  1.  pag.  22S. 
Die  Siebfelder  wurden  zuerst  von  Th.  Hartig  (Bot.  Zeil.  1854,  pag.  53)  be- 
schrieben und  abgebildet  (I.  c.  Taf.  I,  Fig.  15-18,  21  u.  24).  Auch  Wohl 
(Bot.  Zeit.  1855,  pag.  890)  hat  dieselben  kurz  erwähnt. 

2)  Bot.  Zeitg.  4854,  pag.  54,  Fig.  24. 

3)  Die  Perforation  der  Zellwand  etc.  Sitzungsberichte  der  Dorpater 
Naturf.  Gesellsch.  4884,  VI.  Bd.,  pag.  570. 
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Siebröhrensaft  bis  an  die  Siebfelder  heranreicht  und  dass  diese 
von  feinen  Fäden  durchsetzt  werden. 

So  leicht  es  auf  der  einen  Seite  ist,  diese  Thatsache  fest- 
zustellen, so  schwer  ist  es  andererseits  die  Zusammensetzung 
der  Verbindungsfäden  zu  bestimmen.   Riissow*]  nimmt  an,  dass 
sie  aus  Schleim  bestehen,  dass  aber  die  Wandbelege  benach- 
barter Siebröhren   sich  nicht  vereinigen.    Wilhelm^)   dagegen 
behauptet,  dass  bei  Vitis  eben  gerade  durch  die  HttUschläuche 
die  Verbindung  hergestellt  wird.    Die  Kleinheit  der  Siebfelder 
erschwert  die  Untersuchung  derart,  dass  man  wohl  am  besten 
ein  analoges  Verhalten,   wie  an  den  Siebplatten  annimmt  und 
sich  mit  den  Nachweis  begnügt,  dass  die  Inhalte  benachbarter 
Siebröhren  überhaupt  durch  die  Siebfelder  in  Verbindung  stehen. 
Die  Siebplatten  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  mit  Callus 
ttbereogen  und  tragen  einen  bald  stärkeren  bald  schwächeren 
Schleimbeleg.    Jedenfalls  füllt  der  Schleim  bei  Cucurbita  nicht 
die  Siebporen  aus,  durch  welche  vielmehr  der  unveränderte 
Siebröhrensaft  hindurchströmen  kann.    Die  Poren  sind  in  abge- 
brtthtem  Material  mit  feinkörnigem  Gerinnsel  erfüllt  (Fig.  23, 
Taf.  I).    Wie  sich  diese  Verhältnisse  bei  den  Siebröhren  des 
zweiten  und  dritten  Typus  gestalten,  habe  ich  nicht  untersucht. 
Wahrscheinlich  werden  hier  die  Poren  der  ebenfalls  mit  Schleim- 
belegen versehenen  Siebplatten  von  wässriger  Flüssigkeit  erfüllt. 
Sehr  viel  ist  bereits  die  Frage  discutirt  worden,  ob  die 
Wandbelege  successiver  Röhrenglieder  durch  die  Löcher  der 
Siebplatte  hindurch  sich  vereinigen.  Russe w')  erwähnt,  dass  er 
sich  von  dem  Vorhandensein  eines  feinen  Protoplasmaschlauches 
in  den  Siebporen  einmal  deutlich  überzeugen  konnte,  kommt 
aber  später  zu  dem  Schlüsse*),  »dass  die  Protoplasma  wandbe- 
lege der  Siebplatlen  sich  nicht  in  die  Siebkanäle  hineinsenken«. 
Wilhelm  spricht  sich   nicht  bestimmt  über  diesen  Punkt  aus, 
scheint  aber  der  Annahme  zuzuneigen,    dass  der  Wandbeleg 
; Hüllschlauch)    durch   die  Siebporen  hindurchtritt.    Die  Figur 
H6,  Taf.  IX  bei  Wilhelm  spricht  für  diese  Ansicht.    Auch  ich 
habe  solche  Bilder  öfter  gesehen.    Da  es  sehr  schwer  ist,  den 


1)  I.  c.  pag.  574. 

2)  1.  c.  pag.  27. 

3)  Bau  der  Siebröhren,  1.  c.  pag.  297. 

4)  Perforation  der  Zellwand,  1.  c.  pag.  572. 
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Waodbeleg  von  dem  feinkörnigen  Gerinnsel  des  Siebröhrensaftes  j 
im  Kochmaterial  zu  unterscheiden,  da  an  partiell  entleerten  Böh-  1 
ren  die  normale  Anordnung  des  Inhaltes  gerade  an  der  Sieb- 
platte gänzlich  gestört  ist,  so  halte  ich  es  nicht  für  möglich,  die 
aufgeworfene  Frage  durch  das  Mikroskop  einwurfsfrei  zu  lösen. 

Ich  möchte  mir  deshalb  erlauben,  einen  andern  Weg  zu 
ihrer  Lösung  oder  Klärung  anzugeben.    Unsere  VorstellungeD 
von  den  physikalischen  Eigenschaften  des  Protoplasmas  führe» 
zu  folgender  Auffassung.   So  lange  die  Siebplatte  noch  geschlos- 
sen ist,  liegen  die  Wandbelege  der  benachbarten  Böhi*eDg1ieder 
der  dünnen  Tüpfelmembran  an,   die  Ausstülpungen,   welche 
hierdurch  hervorgerufen  werden,  sind  in  Fig.  29,  Taf.  I  abge- 
bildet.   Die  Wandbelege  rücken  sich  immer  näher,  je  dünner 
die  sie  trennende  Membran  wird.  Wenn  dieselbe  endlich  gelöst, 
der  Tüpfel  zum  Perus  wird,  dann  müssen  sich  die  Wandhelege 
berühren  und  auch  mit  einander  verschmelzen,  sobald  der  den 
Perus  zunächst  erfüllende  Gallus  entfernt  ist.   Das  Resultat  die- 
ses Vorganges  würde  aber,  wie  man  leicht  einsieht,  darin  be- 
stehen, dass  die  Balken  des  Gellulosesiebes  allseitig,  also  auch 
in  den  Poren,  vom  Wandbeleg  umsponnen  werden.    So  gelan- 
gen wir  zu  der  Auffassung,  dass  die  Siehplatte  zunächst  vom 
Gallus,  welcher  direct  der  Gellulosc  aufliegt  und  dann  vom  Proto- 
plasma, welches  den  Schleimbelegen  als  Stütze  dient,  über- 
zogen ist.    Ob  der  Wandbcleg  später,  noch  in  der  activcn  Sieb- 
röhre, von  den  Siebplatlen  entfernt  wird,  kann  icht  nicht  sagen. 
In  obliterirenden  Röhren  scheint  er  nicht  mehr  vorhanden  xu 
sein,   da  die   Schleimfortsätze  eine  durchaus  homogene  und 
glatte  Oberfläche  besitzen. 

Die  Verbindung  des  Sicbröhrcninhaltes  mit  demjenigen  der 
Geleitzellen  durch  feine  Fäden,  vielleicht  wie  diejenigen  in  den 
Siebfeldern,  hält  Russow  für  walirschcinlich.  Es  ist  ihm  aber 
nicht  gelungen,  diese  Verbindungsfäden  zur  Anschauung  zubrin- 
gen. Er  konnte  nur  beobachten,  dass  die  Protoplasmakörper  der 
Geleitzellen  hie  und  da  »in  kurze  feine  spitz  auslaufende  oder  in  ein 
Knötchen  endigende  F'ortsätze  ausgezogen  erschienen«,  deren  Ver- 
bindung mit  dem  Siebröhreninhalte  nicht  zu  constatiren  war*). 

Das  abgebrühte  Material  liefert  auch  in  dieser  Beziehung 
sehr  günstige  Resultate.    Mit  Hilfe  der  Russow'schen  Quellungs- 


4)  Perforation  der  Zellwand,  1.  c.  pag.  570. 
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methode  kann  man  an  jedem  beliebigen  Längsschnitt  nachweisen, 
dass  der  geronnene   Siebrtfhreninhalt  zahlreiche,    dicke  und 
dttnne  Fortsätze  nach  den  Geleitzellen  zu  besitzt.    Bilder,  wie 
das  in  Fig.  48,  Taf.  H  dargestellte  habe  ich  unzählige  Male  ge> 
sehen.     Der  GeleitzeUinhalt  zeigt  nur   selten  ebenfalls  solche 
Fortsätze,  in  der  Regel  besitzt  er  auch  nach  der  Siebröhre  zu 
eine  glatte  Oberfläche.    Eigenthüm  lieber  Weise  gelingt  es  nur 
sehr  selten,  die  von  dem  Siebröhreninhalte  ausgehenden  Fäden 
und  Ausstülpungen  bis  zur  Vereinigung  mit  dem  Geleitzell- 
plasma sichtbar  zu  machen.    Die  Fortsätze  treten  bis  dicht  an 
die  Oberfläche  des  letzteren  heran  und  scheinen  hier,  nachdem 
sie  ausserordentlich  fein  geworden  sind,  blind  zu  endigen.  Unter 
vielen  hundert  Fällen  habe  ich  nur  zweimal  mit  Bestimmtheit 
mich  davon.Ubei*zeugen  können,  dass  die  Fortsätze  des  Siebröhren- 
inhaltes mit  dem  der  Geloitzellen  sich  vereinigten  (Fig.5l ,  Taf.  II) . 
Da  kaum,  angesichts  des  regelmässigen  Yerkommens  der 
scheinbar  blinden  Ausstülpungen,  anzunehmen  ist,  dass  für  ge- 
wöhnlich eine  solche  Verschmelzung  ausbleibt,  so  fragt  es  sich, 
warum  man  so  selten  dieselbe  nachzuweisen  vermag.    Einmal 
mag  daran  wohl  die  Feinheit  der  Fäden  in  der  Nähe  der  Geleit- 
zellen schuld  sein.  Sie  sind,  selbst  in  gefärbtem  Zustande,  nur 
selten  zu  erkennen.  Ausserdem  ist  zu  berücksichtigen,  dass  die 
feinen  Fäden  bei  der  Behandlung  des  Präparates  mit  concen- 
trirter  Schwefelsäure,   dem   sich  anschliessenden  Auswaschen 
mit  Wasser  leicht  von  den  Geleitzellen  losreissen  werden.   Die 
Verbindungsföden  zwischen  benachbarten  Siebröhren  sind  viel 
stärker  und  deshalb  nicht  so  leicht  zu  zerstören.  Da  aber  diese 
ganz  das  gleiche  Bild  darbieten,  wie  die  scheinbar  blind  auslau- 
fenden Fäden  zwischen  Siebröhren  und  Geloitzellen,  so  wird  man 
wohl  annehmen  dürfen,  dass  auch  hier  eine  directe  Verbindung 
besteht.  Dafür,  dassderSiebröhreninhalt  nach  einer  Vereinigung 
mit  dem  der  Geleitzellen  strebt,  spricht  auch  noch  die  Thatsache, 
dass  die  Fortsätze  des  ersteren  nur  den  Geleitzellen,  aber  nicht 
auch  dem  Gambiform  gegenüber  auftretei>  (Fig.  54,   Taf.  II). 
Die  Geleitzellen  stehen  weder  untereinander,  noch  mit  dem  Gam- 
biform in  Verbindung*). 

Sehr  instructive  Bilder  über  das  Verhallen  des  letzteren 
zu  den  Siebröhren  erhält  man,  wenn  man  massig  dicke  Quer- 


4)  Man  vergleiche  auch  Russow,  1.  c.  pag.  570. 
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schnitte  nach  Russow's  Angaben  behandelt.  DieC^biformzelleD, 
welche,  wie  oben  gezeigt  wurde,  isolirte  Siebröhren  oder  wenig- 
zahlige- Gruppen  solcher  umschliessen,  sind  unlereinander durch 
zahlreiche,  deutliche  Protoplasmafaden  verbunden,  wahrend  die 
Siebröhren  mit  ihren  Geleitzellen  vollkommen  abgeschlossen  vom 
Cambiform  sich  erweisen  (Fig.  50,  Taf.  II.)  Durch  verschieden 
tiefe  Einstellung  des  Mikroskopes  lasst  sich  feststellen,  dass  alle 
Cambiformzellcn  unler  einander  zusammenhangen,  dass  aber 
niemals  eine  Verbindung  mit  den  Siebröhren  oder  den  Geleil- 
zellen vorhanden  ist.  Längsschnitte  bestätigen  diese  Beobachtung. 

Das  Cambiform  geht,  wie  bekannt,  an  der  Peripherie  des 
Gefassbttndels  in  das  sogenannte  Grundgewebe  über  und  siebt 
auch  mit  dessen  Zellen  durch  feine  Faden  in  Communicatioo. 
Da  auch  die  Paremchymzellen  der  GefUsstheile  sowohl  unterein- 
ander, als  mit  dem  sich  anschliessenden  Grundgewebe  durch 
zahlreiche  feine  Proloplasmafäden  zusammenhangen,  so  ergiebt 
sich,  dass  in  den  Internodien  von  Cucurbita  alle  innerhalb  des 
Sklerenchymringes  liegenden  Parenchymzellen  in  ofl'ener Verbin- 
dung stehen.  Naher  auf  diese  interessanten  Verhaltnisse  einzu- 
gehen, liegt  ausser  dem  Plane  dieser  Arbeit.    Das  Gesagte  mag 
einen  kleinen  Beitrag  zu  der  in  neuerer  Zeit  lebhaft  dtscutirteo 
Frage  liefern,  ob  wirklich  die  Protoplasmakörper  aller  Zellen 
einer  Pflanze  durch  die  Membranen  hindurch  mit  einander  zu- 
sammenhangen. 

Aus  der  Thatsache,  dass  auch  die  Cambiumzellen  durch  feine 
Protoplasmafäden  verbunden,  ihre  Wände  also  durchlöchert  sind, 
folgert  Russow,  dass  «die  gitter-  oder  siebartigen  Perforationen 
der  Quer-  und  Langswande  der  Siebröhren  (wenigstens  soweit 
diese  von  Cambtum  gebildet  werden)  ursprünglich  und  nicht 
wie  man  nach  den  bisherigen  Untersuchungen  annahm  durch 
nachträgliche  Resorption,  resp.  Umwandlung  der  Cellulose  in 
Callussubstanz entstandene  Löchersind«. ')  Russow  ninuntferner- 
hin  an,  dass  die  weiten  Löcher  vieler  Siebplatten  »durch  Ver- 
schmelzung mehrerer,  eng  benachbarter,  gruppenweise  ange- 
ordneter Löcher  hervorgehen,  wahrend  die  sehr  zahlreichen  und 
engen  Löcher  der  Siebfelder  durch  Theilung  oder  Spaltung  ent- 
stehen«. 

Ich  glaube,  dass  mau  diese  Angelegenheit  leichter  ent- 


1)  1.  c.  pag.  577. 
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scheiden  kaan^  als  es  auf  den  ersten  Blick  scheinen  mag.  Man 
braucht  nur  jugendliche  Siebröhren,  deren  Plalten  noch  nicht 
definitiv  ausgebildet  sind,  genauer  zu  prüfen.  Gelingt  es,  bereits 
jetzt  feine  Fortsätze  zwischen  den  Inhalten  benachbarter  Sieb- 
rdhren  oder  successiver  Röhrenglieder  oder  endlich  zwischen 
Siebröhren  und  Geleitzellen  sichtbar  zu  machen,  dann  würde 
Rrssow's  Annahme  gerechtfertigt  sein.  Ich  habe  sehr  viele  Prä- 
parate, welche  die  Verbindungsfäden  zwischen  activen  Siebröh- 
ren und  auch  diejenigen  der  Paremchymzellen  deutlich  zeigten, 
durchgesehen,  habe  aber  die  betreffenden  Fäden  erst  an  vorge- 
rttckten  SiebrOhren  beobachtet.  Ungefähr  fällt,  wie  bereits  er- 
wähnt, die  Lösung  der  Schleimtropfen  zum  Siebröhrensaft  und 
die  Durchbohrung  derSiebtttpfel  in  dieselbe  Zeit.  Vorher  werden 
dieselben  nicht  von  Protoplasmafäden  durchsetzt,  ebenso  fehlen 
dieselben  zwischen  den  Siebröhren  und  ihren  Geleitzellen  (Fig.  20, 
Taf.  I) .  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  charakteristischen  Löcher 
der  Siebplatfen  und  Siebfelder  durch  spätere  Vorgänge  entste- 
hen und  nicht  aus  etwa  vorhandenen  Primordialtüpfeln  der  cam- 
bialen  Zellen  sich  entwickelt  haben. 


Kesnltate. 

1.  Um  die  Anordnung  des  Siebröhreninhaltes  in  der  lebenden, 
unverletzten  Pflanze  kennen  zu  lernen,  genügt  es,  einzelne 
Theile  derselben  in  heissem  Wasser  abzubrühen. 

^.  Bei  den  Dicotyledonen  kann  man  nach  der  Gliederung  des 
Siebröhren  Inhaltes  drei  Siebröhrenarten  unterscheiden: 

a)  Siebröhren  mit  gerinnbarem  Saft.  Der  Inhalt  besteht 
aus  einem  schmächtigen,  protoplasmatischen  Wand- 
beleg und  einem  klaren,  in  der  Hitze  gerinnenden 
Safte,  dem  Siebröhrensaft.    Cucurbitaceen. 

b)  Siebröhren  mit  Schleim.  Der  Inhalt  besteht  aus  einem 
zarten,  mit  kleineren  und  grösseren  Schleimmengen 
beladenen  Wandbelege  und  einer  klaren,  nicht  gerin- 
nenden, wässrigen  Flüssigkeit.    Humulus. 

c)  Siebröhren  mit  Stärkekörnem,  Der  Inhalt  besteht  aus 
einem  zarten,  geringe  Schleimmengen  führenden  Wand- 
belege und  einer  klaren,  nicht  gerinnenden  Flüssig- 
keit mit  kleinen  Stärkekörnem.   Coleus. 
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3.  Diese  Gliederung  des  lohaltes  ist  nur  in  aciiven  Röhren  vor* 
banden^  d.  h.  in  solchen,  ivelche  noch  offene  Siebplatten 
haben  und  deshalb  bei  der  Verletzung  der  Pflanze  Schlauch- 
köpfe bilden. 

4.  Die  Siebplatten  der  aotiven  Siebröhren  werden  von  einer 
sehr  dünnen  €allusscbicht  überzogen,  welche  entweder  voll- 
ständig von  Schleim  (Schleimhülle)  bedeckt  oder  nur  an  den 
Rändern  der  Sieblöcher  mit  Schleimringen  belegt  ist.  Diese 
Schleimablagerungen,  welche  als  Schleimbeleg  zusammen- 
gefasst  werden  können,  finden  sich  auf  beiden  Seiten  der 
Siebplatte  und  nur  in  der  unverletzten  Pflanze,  sie  sind 
von  den  Schlauchköpfen  genau  zu  unterscheiden. 

5.  Die  gegenwärtige  Ansicht  über  die  Eigenschaften  des  Proto- 
plasmas lässt  erwarten,  dass  dasselbe  die  callöse  Siebplatte 
allseitig  umspinnt  und  also  auch  die  Porenwändo  auskleidet. 
An  der  Siebplatte  rouss  eine  Verschmelzung  der  Wandbelege 
benachbarter  Röhrenglieder  stattfinden. 

6.  Rei  der  Verletzung  der  Pflanze  bilden  sich  nicht  nur  Schlaucb- 
köpfe,  sondern  der  Schleimbeleg  wird  verschoben  und 
schwindet  oft  vollständig.  Ausserdem  vergrössert  sich  der 
Gallusüberzug  sehr  rasch,  jedenfalls  auf  Kosten  des  Schlei- 
mes. Das  bisher  beschriebene  Callusgerüst  ist  ebenso  ein 
Kunstproduct  wie  der  Schlauchkopf,  in  der  activen  Röhre 
sind  die  Siebplalten  nur  schwach  callös. 

7.  In  der  lebenden  Pflanze  werden  die  Sieblöcher,  so  lange  die 
Röhre  acliv  ist,  nicht  von  Schleim,  sondern  bei  Cucurbita 
von  Siebröhren saft,  bei  anderen  Siebröhren  wahrscheinlich 
von  wässriger  Flüssigkeit  erfüllt. 

8.  Die  Entwicklungsgeschichte  des  Siebröhreninhaltes  richtet 
sich  nach  seiner  endgültigen  Gliederung.  Bei  den  Cucur- 
bitaceen werden  vom  Wandbeleg  zahlreiche  Schleimtropfen 
abgeschieden  und  diese  werden  später,  kurz  vor  oder  nach 
der  Oeff'nung  der  Sicbplatten ,  in  dem  Zellsaft  zu  gerinn- 
barem Siebröhrensaft  gelöst.  Bei  den  Siebröhren  des  zwei- 
ten Typus  werden  zunächst  ebenfalls  Schlei nitropfen  abge- 
schieden ;  diese  werden  aber  nicht  gelöst,  sondern  verblei- 
ben als  Schleimfäden  und  Stränge  im  Wandbeleg  der  activeo 
Röhre.  Siebröhrensaft  wird  nicht  gebildet,  die  Siebröbre 
ist  mit  wässriger,  nicht  gerinnbarer  Flüssigkeit  erfüllt.  Die 
Siebröhren  mit  Stärke  bilden  in  den  noch  geschlossenen 
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Röhreogliedern  StärkekOroer  und  geringe  Schleimmengen. 
Beide  erleiden  bei  der  Oeffnaog  der  Siebplatten  keine  Ver- 
änderungen. 
9.  Die  zukünftige  Siebplatte  (Cucurbita)  ist  vor  dem  Auftreten 
des  Gallus  schwaoii  getüpfelt,  undeutlich  gewellt.  Dieser 
beginnt  mit  den  ersten  Schleimtropfen  sichtbar  zu  werden 
und  kommt  zunächst  nur  in  den  sich  verbreiternden  und 
vertiefenden  Tüpfelgrübcben  vor. 

10.  Die  Frage,  ob  der  Gallus  ein  Umwandlungsproduct  der 
Cellulose  oder  eine  Ablagerung  aus  dem  Inhalte  sei,  lässt 
sich  mit  Rücksicht  auf  die  Vorgänge  bei  der  Entwickelung 
und  Obliteration  der  Siebröhren  dahin  entscbeiden,  dass 
der  Schleim,  also  der  Inhalt,  das  Material  zum  Wachsthum 
des  Gallus  liefert.  Es  ist  sogar  wahrscheinlich,  dass  der 
Schleim  in  Gallus  sich  verwandelt.  Ein  Product  der  Gellu- 
lose  ist  dieser  nach  allen  Beobachtungen  nicht. 

1 1 .  Die  Obliteration  der  Siebröhren  beginnt  mit  Veränderungen 
des  Inhaltes  und  der  Siebplatten.  Eine  strenge  Reihenfolge 
wird  hierbei  nicht  eingehalten. 

12.  Der  Inhalt  erleidet  bei  Gucurbita  in  allen  obliterirenden 
Siebröhren  zunächst  die  gleiche  Veränderung,  welche  sich 
durch  die  Abscheidung  der  Schleimtropfen  und  durch  die 
Grobkörnigkeit  des  Saftgerinnsels  zu  erkennen  giebt.  Das 
Endziel  der  Obliteration,  die  völlige  Entleerung  des  In- 
haltes, wird  in  doppelter  Weise  erreicht.  Entweder  er- 
starrt der  bereits  veränderte  Siebröhrensaft  zu  einem  die 
Siebröbre  prall  ausfüllenden  Schleimstrange,  welcher  spä- 
ter in  kleine  Stücke  zerfällt  und  endlich  ganz  gelöst  wird. 
Auf  diese  Weise  scheint  die  Obliteration  unter  starkem 
Druck,  bei  schneller  Wasserentziehung  zu  verlaufen.  Oder 
der  Siebröhrensaft  wird,  ohne  zu  erstarren,  nach  und 
nach  ärmer  an  gerinnbarer  Substanz,  welche  endlich  ganz 
schwindet.  Später  wird  auch  der  Wandbeleg  mit  den 
Schleimtropfen  gelöst,  die  entleerte  Röhre  wird  zusammen- 
gedrückt. 

13.  Die  Siebplatten  obliteriren  immer  in  der  gleichen  Weise. 
Ihr  Gallusüberzug  verdickt  sich,  die  Poren  verengern  sich 
in  Folge  dessen  und  veranlassen  eine  Verschmelzung  der 
sie  einfassenden  Schleimringe  zu  massiven  Fäden  (Gucur- 
bita).   Diese   anfangs  dicken  Schleimfäden,  welche   den 
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Callus  und  die  Siebplatte  durchsetzen,  werden  immer  dün- 
ner und  schwinden  endlich  ganz.  Ihre  Substanz  wird  wahr- 
scheinlich in  Callus  verwandelt. 

{4.  Die  Siebröhren  sind  als  geschlossen  zu  bezeichnen,  wenn 
ihre  Siebporen  nicht  mehr  von  Siebröhrensaft  (Cucurbita) 
oder  wässriger  Flüssigkeit  (übrige  Dicotylen),  sondern  von 
Schleim  erfüllt  werden.  Dieser  ist  nicht  flüssig,  sondern 
starr  und  fesl,  kautschukähnlich.  Schleimer  füllte,  oblileri- 
rende  Siebröhren  können  deshalb  bei  der  Verletzung  keine 
Schlauchköpfe  bilden. 

45.  Die  Siebröhren  stehen  mit  einander  und  mit  ihren  Geleit- 
zellen durch  feine  Fäden  in  directer  Verbindung. 

16.  Mit  dem  Cambiform,  dessen  Zellen  alle  unter  einander 
durch  Protoplasma fäden  zusammenhängen,  sind  weder  die 
Siebröhren,  noch  die  Geleilzellen  in  offener  Communication. 


I.  VerzeichniM  der  von  mir  anterauchten  Dicotylen^  deren 

Siebröhren  Stärke  enthalten. 

(Die  mit  *  bezeichneten  wurden  im  Juni,  die  mit  **  im  Juli,  alle  anderen 
von  20 — 38.  August  4  885  untersucht.  Es  liamen  nur  gesunde,  Icrttftige  Stengel 

und  Zweige  zur  Verwendung.) 


4. 
5. 
6. 
7. 
8. 


4 .  Acer  Pseudo-Platanus. 
9.  Aesculus  Hippocastanum. 
3.  Allhaea  rosea. 

Ampelopsis  hederacea. 

Anchusa  officinalis  *. 

Balsamina  hortensis. 

Clematis  Vitaiba. 

Coleus  Yerschaffelti  *,♦*. 
9.  Cornus  sanguinea. 

10.  Corylus  Avellana. 

1 1 .  Dahlia  variabilis. 

12.  Erysimum  cheiranthoides. 

1 3.  Fraxinus  excelsior. 

1 4 .  Fuchsia  coccinea. 

1 5.  Fumaria  officinalis. 

16.  Galium  silvaticum. 

17.  Galium  verum. 

18.  Hedera  Helix. 

19.  Ueracleum  Sphondylium. 
30.  Hypericum  perforatum. 
21.  Iva  xanthiifolia  *, 

33.  Lamium  album. 


38.  Lathynis  latifolius. 

24.  Ligustrum  vulgare. 

35.  Lobelia  Erinus. 

26.  Lonicera  Caprifolium. 

87.  Matthiola  annua. 

38.  Melampyrum  pratense. 

39.  Nicandra  pbysaloides  **. 

30.  Oenothera  biennis. 

31.  Phlox  panicutatus. 

32.  Pirus  Malus. 

33.  Pisum  sativum. 

84.  Polygonum  Convolvulus. 

35.  Polygonum  Hydropiper. 

36.  Polygonum  lapathifolium. 

37.  Polygonum  Persicaria. 

38.  Populus  tremula. 
89.  Prunus  avium. 

40.  Quercus  Robur. 

41.  Ranunculus  acer. 

42.  Reseda  odorata. 

43.  Ribes  rubrum. 

44.  Rumex  acetosa. 


Nbdb  BbitbXge  zur  Kenntniss  der  Siebröhrbn. 


331 


45.  Sambucus  nigra. 

46.  Scrophularia  nodosa. 

47.  Solanum  tuberosum. 
4S.   Sorbus  Aucuparia. 


49.  Sparmannia  africana. 

50.  Tropaeolum  maius. 

54.  Viola  altaica. 

55.  Xanlhium  Strumarium  **. 


H.   Yerseichniss  der  Dicotylen,  in  deren  Siebröhren  keine 

Starke  gefanden  wnrde. 

A.  Siebröhren  mit  gerinnbarem  Saft. 

4.  Cucurpita  Pepo. 

2.  Ecballium  Elaterium. 

3.  Lagenaria  vulgaris;  überhaupt  die  Cucurbitaceen. 

B.  Siebröhren  mit  Schleim. 


4 .  Atriplex  nitens. 

2.  Boehmeria  nivea. 

3.  Cannabis  sativa. 

5.  Chenopodinm  murale. 

5.  Cytisus  Labumum. 

6.  Hippnris  vulgaris. 

7.  Uottonia  palustris. 


9.  Myriophyllum  spicatura. 

40.  Oxalis  stricla. 

44.  Parietaria  officinalis. 

42.  Potentilla  anserina. 

43.  Rubus  Idaeus. 

44.  Sedum  maximum. 
4  5.  Urtica  dioica. 


8.   Humulus  Lupulus. 

Man  vergleiche  hierzu  den  Text  pag.  6  bis  pag.  7. 

Erklärung  der  Abbildungen. 

(Die  eingeklammerten  Ziffern  geben  die  Vergrösserung  an.) 

Infolge  ungünstiger  Verhältnisse  sind  die  Tafeln  nicht  so  ausgefallen,  wie 

Ich  es  gewünscht  hätte.    Geronnener  Siebrdhrensaft,  Protoplasma,  Schleim 

und  Callus  sollten  sich  schärfer  von  einander  abheben. 

ca  s=  Callus ;  si  s  Siebplatte;      s    =  Schleim; 

a  =  Stärkekörner;     ge  =  Geleitzelle;     cb  =  Cambiform. 


Tafel  I. 

Fig.  4.  Ecballium  Elaterium.  Active  Siebröhre  aus  einer  unverletzt  ab- 
gebrühten Pflanze.  Der  Siebröhrensaft  ist  zu  einem  feinkör- 
nigen Gerinnsel  erstarrt.  (675.) 

Fig.  i.  Ecballium  Elaterium.  Active  Siebröhre  aus  gewöhnlichem  Al- 
koholmaterial. Statt  des  zum  Theil  ausgeflossenen  Siebröhren- 
safles  ist  Schleim  als  Schlaucbkopf  und  in  feineren  Strengen 
vorhanden.  Der  übrige  Raum  von  wässriger  Flüssigkeit  einge- 
nommen. (675.) 

Fig.  3.  Humulus  Lupulus.  Active  Siebröhre  aus  einem  an  der  lebenden 
Pflanze  unverletzt  abgebrühten  Stengelstück.    Zweiter  Typus. 


332  Alfred  Pisghkr, 

Siebröhre  mit  Schleim.   Derselbe  ist  hierzu  grösseren  Strängen 
verschmolzen.  (675.) 

Fig.  4.  Humulus  Lupulus.  Active  Siebröhre  aus  demselben  Material  ^ie 
in  Fig.  3.  Der  Schleim  ist  hier  in  geringen  Mengen  im  Wand- 
beleg abgelagert.   Schlauchköpfe  fehlen.  (675.) 

Fig.  5.  Humulus  Lupulus.  Active  Siebröbre  mit  starkem  Schlauchkopf 
[s)  und  deutlich  callöser  Platte  aus  gewöhnlichem  Alkoholmate- 
rial, also  partiell  entleert.  (675.) 

Fig.  6.  Urtica  dioica.  Partiell  entleerte  Siebröhre  aus  gewöhnlichem 
Alkoholmaterial.  Schleim  [s)  unter  der  callösen  Platte  zum 
Schlauchkopf  angehäuft.  (675.) 

Fig.  7.  Urtica  dioica.  Normale  Siebröhre  aus  einem  an  der  Pflanze  un- 
verletzt abgebrühtem  Slengelstück.  Der  Schleim  wie  bei  Hu- 
mulus in  Fig.  3.    Bei  ät  der  vermuthliche  Rest  des  Zellkernes. 

(675.) 

Fig.  8.  Urtica  dioica.  Entwickelung  der  Siebröhre,  nach  Kochmaterial. 
Abscheidung  der  Schleimtropfen  {s)  im  Wandbeleg  des  noch 
geschlossenen  Röhrengliedes,    k  ^  Zellkern.  (675.) 

Fig.  9.  Urtica  dioica.  Wie  Fig.  7,  aber  nach  Maceration  mit  Schwefel- 
säure-Glycerin.  (675.) 

Fig.  4  0.  Dahlia  variabilis.  Active  Siebröhre  mit  Stärke  aus  unverletzt  ab- 
gebrühtem Stengelstück.  Schleim  in  sehr  geringen  Mengen  vor- 
handen.  (675.) 

Fig.  1 1 .  Dahlia  variabilis.  Active  Siebröhre  mit  Schlauchkopf  {s)  aus  Al- 
koholmaterial. (675.) 

Fig.  12.  Euphorbia  Lathyris.  Active  Siebröhre  aus  einer  unverletzt  abge- 
brühten Pflanze.  Bei  a  die  durch  das  heisse  Wasser  aufgequol- 
lenen Stärkekörner.  Im  Wandbeleg  kleine  Schlei mtröpfcben  (s). 
(675.) 

Fig.  43.  Euphorbia  Lathyris.  Partiell  entleerte  Siebröhre  mit  Schlauch- 
kopf (5)  aus  gewöhnlichem  Alkoholmaterial.  (675.) 

Fig.  14.  Xanthium  Strumarium.  Active  Siebröhre  aus  unverletzt  abge- 
brühter Pflanze.   Schleimtröpfchen  im  Wandbeleg.  (675.) 

Fig.  15.  Xanthium  Strumarium.  Gewöhnliches  Alkoholmaterial.  Partiell 
entleerte,  active  Siebröhre  mit  Schlauchkopf  {s)  und  starkem 
Callus.  (675.) 

Fig.  16.   Xanthium  Strumarium.     Entwicklung  der  Siebröhre.    Im  noch 
geschlossenen  Röhrenglied  finden  sich  bereits  Stärkekörner  id 
und  Schleimtröpfchen  («).   k  =s  Zellkern.  (675.) 

Fig.  17— 43.   Cucurbita  Pepo. 

Fig.  17.    Entwickelung    des  Inhaltes   (Kochmaterial).      Abscheidung  der 

Schleim  tropfen  im  Wandbeleg.  (675.) 
Fig.  18.    Entwickelung  des  Inhaltes.   (Kochmaterial.)    Die  Sohle imtropfeo 

bis  auf  kleine  Reste  [s)  zum  klaren,  hier  geronnenen  Siebröbreo- 

saR  gelöst.    (676.) 
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Fig.  49.  Kochmaterial.  Schwefelsttureraaceration.  Der  Inhalt  steht  auf 
dem  Stadium  der  vorigen  Kigur,  die  Siebplatte  ist  aber  noch 
geschlossen,  da  andern  Falles  die  Inhalte  der  beiden  Glieder  in 
Verbindung  stehen  oder  doch  Andeutung  einer  solchen,  viel- 
leicht durch  die  Präparation  zerstürlen,  vorhanden  sein  miiss* 
ten.   (675.) 

fig.  30.  Kochmaterial.  Inhalt  auf  einem  im  Vergleich  zu  Fig.  47  etwas 
vorgerückteren  Stadium.  Schleimtropfen  noch  nicht  alle  gelöst, 
Siebplatten  noch. geschlossen,  Schwefelsäurepräparat  (675.) 

Fig.  ii.  Kochmaterial.  Schleimtropfen  noch  nicht  alle  gelöst,  ihre  Lösung 
hatte  vielleicht  eben  erst  angefangen.  Die  Siebplatte  ist  aber 
schon  fertig,  geöffnet  Bei  si  ist  nach  Lösung  der  Cellulose 
durch  die  Schwefelsaure  der  Schleimbeleg  der  Siebplatle  übrig 
geblieben.  (675.) 

Fig.  22.    Eptwtckelung  der  Siebplatte.  Kochmaterial.  Auftreten  der  Callus- 
plättchen  in  den  Tüpfelgrübchen.    Platte  noch  geschlossen,  die 
weissen  Streifen  stellen  die  Balken  des  zukünftigen  Siebes  dar. 
J(SQ0.) 

big.  i3.  Fertige  callöse  Siebplatte.  (Kochmaterial.)  Die  Löcher  werden 
von  einem  feinkörnigen  Gerinnsel,  dem  geronnenen  Siebröhren- 
saft, erfüllt  und  am  Randevon  Schleimringen  {s)  umsäumt.  (800.) 

Fig.  24.  Fertige  Siebplatte.  (Kochmaterial.)  Flächen-  und  Querschnilts- 
ansicht  des  dünnen^  grau  punktirten  Callusüberzuges.  (1200.) 

Fig.  25.  Flächenansicht  einer  stark  callösen  Platte  einer  obliterirenden 
Siebröhre  nach  Auflösung  des  Callus  in  Schwefelsäure.  Die 
Löcher  der  Siebplatte,  deren  Balkenwerk  ungefähr  dieselbe 
Stärke  wie  in  Fig.  22  hat,  werden  von  Schleimfortsätzen  {s) 
durchzogen.  Der  Raum  zwischen  diesen  und  den  Cellulose- 
balken  wun^e^'vom  Callus  eingenommen.  (Kochmaterial.)  (800.) 

Fig.  26.  Flächen-  und  Querschnittsansicht  des  Cellulosesiebes,  einer  alten 
stark  callösen  Platte,  durch  Schwefelsäure  freigelegt.  (Koch- 
material.) (800.) 

I^lg  27.  Querschnitt  durch  eine  noch  geschlossene,  junge  Siebplatte  (ge- 
wöhnliches Alkoholmaterial).  In  den  seichten  Tüpfel grübchen 
sind,  scharf  abgesetzt  von  der  Cellulose,  die  ersten  Antange  des 
Callus,  Russow's  Callusplättchen,  sichtbar.  (4200.) 

Pig.  28.  Querschnitt  durch  eine  etwas  ältere,  al>eT  noch  geschlossene 
Platte,  welche  vollständig  von  hier  punktirtem  Callus  überzogen 
ist.  Der  protoplasma tische  Wandbeleg  (w)  ist  verschoben  und 
zeigt  deutlich  die  Ausstülpungen,  welche  er  in  die  Tüpfel  ge- 
trieben hatte.  Material  V4  Stunde  nach  der  Lostrennung  von 
der  lebenden  Pflanze  abgebrüht.  (1200.) 

^^g.  29.  Querschnitt  durch  eine  noch  geschlossene  Platte.  (Kochmaterial.) 
Bei  ca  die  Callusplättchen  in  den  Tüpfelgrübchen,  welchen  die 
Fortsätze  des  zurückgezogenen  Wandbeleges  genau  entsprechen. 
Im  Grunde  dieser  Ausstülpungen  ist  Schleim  abgeschieden, 
dessen  Abdruck  gewissermassen  der  Callus  bildet.  (4200.) 
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Flg.  80.  Obliterirende  Siebröhre.  (Kochmaieriai.)  Der  hier  ood  in  den 
beiden  folgenden  Figuren  weiss  gelassene,  starke  Callas  wird 
durchzogen  von  starken  Schlei mforts&tzen,  welche  von  dem  be- 
reits erstarrten  Siebröhrensaft  ausgehen.  (800.) 

Fig.  S1.  Aelteres  Stadium;  die  Schleimfortsätze  sind  dünner,  der  Callus 
ist  dicker  geworden.  (800.). 

Fig.  82.  Ganz  alter  Catlus.  Einige  Streifen  senkrecht  zur  Siebplatte  deuten 
die  Stelle  an,  an  welcher  früher  die  Schleimfortsätze  verliefen. 
Diese  haben,  wie  die  Fig.  80  —  B%  wahrscheinlich  machen,  das 
Material  zum  Wachsthum  des  Callus  gelieferL  (800.) 

Fig.  88.  Obliterirende  Siebröhre  aus  lebendem  Material.  Der  Callus  wird 
nicht  mehr  von  Schleimfortsätzen  durchzogen,  der  Siebröhren- 
saft ist  zu  einem  homogenen,  glänzenden  Schleimfaden  erstarrt. 
(675.) 

Fig.  84.  Aelteres  Stadium  der  Obliteration  des  Inhaltes.  Im  Schleimstrang 
sind  Lücken  und  Risse,  als  Zeichen  des  Zerfalles  und  der  Auf- 
lösung sichtbar.    Lebendes  Material.  (675.) 

Fig.  35.  Obliterirende  Siebröhre.  (Kochmaterial.)  Der  Siebröhrensafl  ist 
noch  nicht  zum  Schleimstrang  erstarrt,  während  bereits  ein 
mächtiges  fCalluspolster  die  Siebptatte  verschliesst.  (675.) 

Fig.  36.  Kochmaterial.  Active  Siebröhre  mit  geronnenem  Saft  aus  einem 
sehr  jungen  Internodium.  (675.) 

Fig.  87.  Active  Siebröhre  aus  einem  ungefähr  gleich  alten  Tntemodium. 
Das  wachsende  Ende  der  unverletzten  Pflanze  war  in  Alkohol 
geführt  worden  und  hatte  darin  gegen  drei  Stunden  verteilt. 
Der  in  Strömung  versetzte  Siebröhrensaft  hatte,  wie  bei  einer 
Schnittverletzung,  vor  der  Siebplatte  Schleim  als  Schlaucbkopf 
abgeschieden.  (675.) 

Fig.  38.  Kochmaterial.  Obliterirende  Siebröhre  von  der  Peripherie  eines 
Siebtheiles  aus  demselben  Präparat  wie  Fig.  36.  Der  Saft  ist 
zu  einem  grobflockigen  Niederschlag  geronnen,  im  Wandbeleg 
sind  grössere  Schleimtropfen  vorhanden.  Die  Siebplatte  ist 
noch  nicht  geschlossen.  (675.) 

Fig.  89.  Obliterirende  Siebröhre  aus  demselben  Präparat  wie  Fig.  37.  Die 
Obliteration  des  Inhaltes  hatte  hier  das  Stadium  der  Figur  38 
erreicht,  durch  den  Alkohol  wurde  aber  der  Siebröhrensafl  io 
einen  Schleimstrang  verwandelt.  Bei  s  sind  die  Schleimtropfen 
im  Wandbeleg,  wie  in  Fig.  88  deutlich  zu  unterscheiden.  (675.) 

Fig.  40.  Kochmaterial.  Obliterirende  Siebröhre.  Das  grobflockige  Gerinn- 
sel des  Siebröhrensaftes  ist  nicht  mehr  so  dicht,  wie  beim  Be- 
ginne der  Obliteration,  z.  B.  Fig.  38.  (675.) 

Fig.  44.  Kochmaterial.  Obliterirende,  völlig  entleerte  Siebröhre  mit  Callus- 
polstern  nach  den  Geleitzellen  zu.  Welche  Verändei*ungen  der 
Inhalt  durchgemacht  hat,  ist  nicht  sicher  zu  bestimmen,  wahr- 
scheinlich ist  aber,  dass  er  nach  der  zweiten,  im  Text  geschil- 
derten Weise  obliterirt  ist.  Im  andern  Falle  müsste  das  Lumen 
der  Röhre  bereits  stark  verengt  sein.  (675.) 
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Fig.  4S.  Kochmaterial.  Obliterirende  SiebrOhre,  deren  Saft  geschwunden 
ist,  der  Wandbeleg  mit  Schleimtropfen  hat  sich  noch  erhalten. 
Die  scbematische  Siebplatte  ist  noch  wenig  verändert.  Zweiter 
Modus  der  Obliteration.  (((7S.) 

Fig.  43.  Kochmaterial.  Obliterirende  Siebröhre  mit  grobkörnigem  Gerinnsel 
des  Saftes  und  stark  callöser  Platte.  (675.) 

Tafel  II. 

Fig.  44.  Cucurbita.  Obliterirende  Siebröhren  nach  Einwirkung  von  Alkohol. 
Wie  Fig.  89.  Aus  den  bypodmeralen  Siebröhrennetz  einer  jungen 
Frucht,  welche  an  der  Pflanze  ungefähr  drei  Stunden  lang  in 
Alkohol  untergetaucht  gewesen  war.  Die  Anordnung  des  Schlei- 
mes zeigt,  dass  eine  stärkere  Strömung  der  Gerinnung  des  Sieb- 
röhrensaftes vorausgegangen  war.  Schwefelsftureglycerinpröpa- 
rat.  (675.) 

Fig.  45.  Cucurbita.  Siebröbre  aus  der  Wand  einer  jungen  Frucht,  welche 
an  der  Pflanze  abgebrüht  worden  war.  Der  Inhalt  war  auch  hier 
vor  der  Gerinnung  in  Strömung  versetzt  worden,  wie  die 
schwachen  Schlauchköpfchen  anzeigen.  Die  Siebröhre  stand  im 
Anfange  der  Obliteration,  ungeföhr  auf  demselben  Stadium  wie 
in  der  bei  Fig.  4  4  besprochenen  Frucht.  Schwefelsäureglycerin- 
präparat.  (673.) 

Fig.  46.  Ecballium  Elaterium.  Obliterirende  Siebröhren  mit  Schleimstrang 
aus  dem  Mittelnerv  eines  gelblichen,  am  21 .  October  untersuchten 
Blattes ;  lebendes  Material.  Nicht  alle  Siebplatten  sind  stark- 
callös.  ^200.) 

Pig-  47.  Ecballium  Elaterium.  Obliterirende,  schleimerfüllte  Siebröhre  aus 
dem  oberen  Siebtheil  eines  feinsten  Maschenbündels.  Von  dem- 
selben Blatt  wie  Fig.  46.  (570.) 

Pig.  48.  Cucurbita.  Active  Siebröhre  mit  Geleitzelle  nach  Behandlung  mit 
concentrirter  Schwefelsäure  und  Anilinblau.  Das  Gerinnsel  des 
Siebröhrensaftes  ist  in  zahlreiche  gegen  die  Geleitzelle  gerichtete 
Fortsätze  ausgezogen.  Kochmaterial.  (675.) 

fig.  49.  Cucurbita.  Kochmaterial ,  nach  Anwendung  der  Russow'schen 
Queliungsmethode.  Zwei  benachbarte  Siebröhren  (sb)  mit  zahl- 
reichen Siebfeldern  in  der  sie  trennenden  Wand  (t^) .  Diese  von 
feinen  Verbindungsfäden  durchsetzt.  <675.) 

Pig- 50.  Cucurbita.  Kochmaterial.  Dicker  Querschnitt  durch  einen  Sieb- 
theil, mit  concentrirter  Schwefelsäure  behandelt.  Alle  Cambi- 
formzellen  stehen  durch  feine  Protoplasmafäden  in  Communica- 
tion,  sind  aber  weder  mit  den  Siebröhren  [sb]  noch  mit  den  Ge- 
leitzellen ige)  verbunden.  (675.) 

Pig.  51.  Cucurbita.  Kochmaterial  nach  Anwendung  der  Russow'schen  Quel- 
iungsmethode. Das  Gerinnsel  des  Siebröhreninhaltes  zeigt  zahl- 
reiche haarfeine  Fortsätze  nach  der  Geleitzelle  zu,  bei  einigen 
derselben  war  deutlich  zu  sehen,  dass  sie  mit  dem  Protoplasma 
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der  Geleitzelle  zusammeobttogen.  Unterhalb  derselben  grenzte 
die  Siebröhre  an  Cambiform,  die  Verbindungsraden  fehlen  diesem 
gegenüber.  Die  Zeichnung  stellt  gleichzeitig  einen  Schlauchkopf 
aus  Kochmaterial  vor  und  zeigt,  dass  auch  in  der  lebenden 
Pflanze  solche  Bildungen  gelegentlich  entstehen ,  wie  sich  aas 
dem  Verhalten  bei  der  Verletzung  schon  ergiebU  (800.) 

Fig.  52.  Cucurbita  (Kochmaterial).  Querschnitt  durch  eine  noch  geschlossene 
Siebplatte,  die  Callusplättchen  ca  zeigend,  welche  durch  Resor> 
ption  der  sie  trennenden  Tüpfelwand  bereits  einander  sehr  nahe 
gerückt  sind.  (1200.) 

Fig.  53.  Cucurbita  (Kochmaterial).  Junge  Querwand  (zukünftige  Siebplattej 
vor  dem  Sichtbarwerden  des  Callus.  Eine  sehr  schwache,  ud- 
regelmässige  Tüpfelung  ist  angedeutet.  (1200.) 
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SITZUNG  AM  25.  OCTOBER  1886. 

Bophtts  lÄe,  Bemerhmgen  zu  v.  Helmholtz^  Arbeit  Über  die 
TTuitsachen,  die  der  Geometrie  %u  Grunde  liegen. 

Heimholte'  berühmte  Arbeit  »über  die  ThatsacheD ,  die 
derGeometrie  zu  Gründe  liegena  behandelt  ein  Problem,  welches 
mit  der  neueren  Theorie  der  Transformationsgruppen  im  eng- 
sten Zusammenhange  steht.  Von  Klein  aufgefordert  habe  ich 
daher  versucht,  auf  dieses  wichtige,  wenn  auch  speeielle  Pro- 
blem die  Methoden  meiner  Transformatidnstheorie  anzuwenden. 
Dabei  bin  ich  zu  der  Ueberzeugung  gekommen,  dass  die  bahn- 
brechenden Untersuchungen  von  v.  Helmholtz  doch  noch  nicht 
als  da»  letzte  Wort  über  diesen  Gegenstand  zu  betrachten  sind. 

Einmal  nämlich  enthält  die  Helmholtz'sche  Deduction  eine 
Lücke,  welche  allerdings,  jedenfalls  für  drei  Dimensionen,  auf 
dasEndergebniss  keinen  Einfluss  ausübt;  es  hat  mir  jedoch  nicht 
gelingen  wollen,  diese  Lücke  mit  denselben  einfachen  analytischen 
Mitteln  auszufüllen ,  mit  denen  v.  Helmholtz  in  seiner  Arbeit 
auskommt. 

Andererseits  glaube  ich  bewiesen  zu  haben,  dass  in  Räumen 
von  drei  Dimensionen  das  Monodromieaxiom,  welches  bei  y .  Helm- 
holtz eine  so  grosse  Rolle  spielt,  entbehrlich  ist,  wenn  man  sein 
Axiom  der  freien  Beweglichkeit  in  naturgemSisser  Weise  deutet. 

Endlich  halte  ich  es  für  zweckmassig,  die  Helmholtz'schen 
Axiome  durch  andere  zu  ersetzen,  welche  mir  einfacher  er- 
scheinen. 

Allerdings  sind  die  Untersuchungen,  die  mich  zu  diesen 
Resultaten  geführt  haben,  in  Vergleich  mit  den  v.  Helmholtz'schen 
weitläufig  und  erfordern  längere  Rechnungen.  Ich  werde  mich 
daher  hier  darauf  beschränken,  meine  vorhin  angedeuteten  Re- 
sultate etwas  ausführlicher  auseinanderzusetzen,  um  ihren  Sinn 
möglichst  klar  zu  stellen.  Dabei  halte  ich  mich  ebenfalls  in  Räume 
von  drei  Dimensionen. 

Alle  Bewegungen  des  dreifach  ausgedehnten  Euclidischen 
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oder  Nichteuclidischen  Baumes  werden  dargestellt  durch  drei 
Transformationsgleichungen 

(x^  =  f  [xy  z  a^a^  ..,  ) 
Vi-  (p[ ) 
«t  =  V'( 1  ? 

in  denen  a^  o,  . . .  Parameter  sind.  Giebt  man  diesen  Parametern 
bestimmte  Werthe,  so  erhält  man  eine  bestimmte  Bewegunf;,  bei 
welcher  jeder  Punkt  o;  y  ;s  die  neue  Lage  x^  y^  z^  annimmt.  Be» 
finden  wir  uns  z.  B.  im  Euclidischen  Baume,  und  betrachten 
07  y  js  als  Cartesische  Coordinaten,  so  sind  die  drei  Functionen  /*, 
q)  und  ^  linear  in  a;  jr  js.  Bedient  man  sich  dagegen  anderer 
Coordinatensysteme,  so  erhält  der  analytische  Ausdrack  fOr  die 
Bewegungen  des  Euclidischen  Raumes  im  Allgemeinen  eine 
nicht-lineare  Form. 

Das  Problem,  welches  sich  v.  Heimholte  in  der  citirten 
Arbeit  gestellt  hat,  ist  nun  im  Wesentlichen  folgendes.  Er  sucht 
solche  Eigenschaften  des  analytischen  Ausdruckes  der  Beweg- 
ungen, welche  von  der  Goordinatenwahl  unabhängig  sind  und 
welche  diese  Schaar  von  Transformationen  des  Raumes  in  mög- 
lichst einfacher  Weise  oharakterisiren.    Die  von  v.  Helmholli 
gewählten  Eigenschaften,  welche  sowohl  den  Euclidischen  wie 
den  Nichteuclidischen  Bewegungen  zukommen,  lassen  sich,  soviel 
ich  sehe,  folgendermassen  resumiren. 

Erstens :  Die  Functionen  f,  g>  und  ip,  welche  in  den  be- 
treffenden Transformation  sgleiohungenauftreten,sindanalyiische 

Functionen  ihrer  Argumente. 

Zfoeüens :  Zwei  Punkte  x^  y^  z^  und  x^  y,  z^  haben  jeder 
Bewegung  gegenüber  eine  Invariante 

ß  [x,  y,  z,  x^  y,  Ä  J  , 

ihre  Entfernung  in  der  gewöhnlichen  Sprachweise.  Im  Eucli- 
dischen Baume  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Goordinaten  bat 
diese  invariante  bekanntlich  die  Form 


V(.T,  -  a?J«  +  [y,  -  yj»  +  [z,  -  ij*  . 

Als  dritte  Eigenschaft  wählt  v.  Helmholtz  die  freie  Beweg- 
lichkeit des  betreffenden  Baumes,  weiche  er  folgendermassen 
deünirt.  Ein  jeder  Punkt  des  Baumes  kann  in  jeden  anderen 
übergehen.  Wird  ein  Punkt  x^  y«  x^  festgehalten^  so  kann  jeder 
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andere  Punkt  x^  y^  z^  noch  alle  Lagen  xy  g  annehmen,  welohe 
eine  Gleichung  befriedigen,  nämlich  die  Gleichung  : 

n{x  y  z  x,y^  z,)  =  ß  (a?,  y,  z^  x,  y^  zj  . 

Werden  zwei  Punkte  x^  y^  z^  und  x^  y^  z^  festgehalten,  so  kann 
jeder  dritte  Punkt  x^  y^  z^  noch  alle  Lagen  annehmen,  welche 
durch  die  beiden  Gleichungen 

Sl[x  yzx^y^  ä,)  =  Q[x^  y,  z^  x^  y,  z^) 
ü{x  yzx^y^  z^)  =  Si[x^  y,  z,  x,  y,  z^) 

definirt  werden.  Werden  endlich  drei  Punkte  festgehalten,  so 
sind  die  möglichen  Lagen  eines  vierten  Punktes  durch  drei  ana- 
loge Gleichungen  bestimmt.  In  diesem  Falle  bleiben  alle  Punkte 
des  Raumes  fest,  ausgenommen  wenn  der  Punkt  xr,  y^  z^  den 
beiden  ersten  Punkten  gegenüber  eine  specielle  Lage  hat. 

Endlich  viertens  legt  v.  Helmholtz  dem  Räume  noch  die 
folgende  Eigenschaft  ausdrücklich  bei :  Wenn  ein  fester  Körper 
sich  ohne  Umkehr  um;  zwei  in  Ruhe  befindliche  Punkte  dreht, 
so  führt  diese  Drehung  schliesslich  in  die  Anfangslage  zurück. 

y.  Helmholtz  behauptet  ausdrücklich,  dass  diese  letzte 
Eigenschaft  —  die  Monodromie  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes 
—  keine  Gonsequenz  der  drei  zuerst  genannten  ist;  doch  bringt 
er,  ausgenommen  fürn  =  2,  keinen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
seiner  Behauptung. 

Um  nun  nachzuweisen,  dass  die  vier  von  ihm  aufgestellten 
Eigenschaften  für  die  Euclidischen  und  Nichteuclidischen  Be- 
wegungen charakteristisch  sind,  sucht  v.  Helmholtz  überhaupt 
alle  Systeme  von  Transformationsgleichungen  zu  bestimmen, 
welche  diese  Eigenschaften  besitzen.  Wie  ich  schon  oben  gesagt 
habe,  scheint  es  mir,  dass  seine  Durchführung  dieser  Bestimmung 
eine  Lücke  enthält.  Wird  nämlich  ein  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  festgehalten,  so  sind,  wie  v.  Helmholtz  zeigt,  noch  unendlich 
viele  unendlich  kleine  Bewegungen,  d.  h.  Transformationen,  mög- 
lich. Jede  solche  Bewegung  lässt  sich,  wenn  man  den  festen 
Punkt  zum  Coordinatenanfange  wählt;  durch  Gleichungen  von 
der  folgenden  Form  definiren : 
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Die  rechten  Seiten  sind  dabei  unendliche  Potenzreihen  nach  ccy  ». 
Es  ist  nan  a  priori  sehr  ^ut  denkbar,  dass  es  unter  den  hier- 
durch dargestellten  unendlich  kleinen  Bewegungen  solche  giehi, 
in  deren  Reihenentwickelungen  die  Glieder  erster  Ordnung 
sämmtlich  fehlen,  und  insbesondere  ist  es  denkbar,  dass  dies  bei 
allen  Bewegungen  um  den  festen  Punkt  eintritt,  die  auch  noch 
einen  benachbarten  Punkt  invariant  lassen.  Bei  solchen  unend- 
lich kleinen  Bewegungen  würden  dann  alle  dem  Coordinatenan- 
fange  unendlich  benachbarten  Punkte  in  Ruhe  bleiben,  ^^enn 
man  von  infinitesimalen  Grössen  zweiter  Ordnung  absieht.  Diese 
Möglichkeit  wird,  soviel  ich  sehe,  von  v.  Helmholtz  jedenfalfs 
nicht  hinlänglich  berttcksichtigt.  Ich  möchte  daher  fragen :  Ist 
es  wirklich  so  selbstverständlich,  dass  die  Coefficienten  a^  b^  c^ 
nicht  gleichzeitig  verschwinden  können,  wenn  unsere  Transfer^ 
mationsgleichungen  die  betreffenden  oben  verlangten  Eigen- 
schaften besitzen? 

Meine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  das  Axiom  der 
Monodromie.  Hier  muss  ich  vor  allen  Dingen  hervorheben,  dass 
solche  Transformationsgleichungen,  welche  v.  Helmholtz'  drei 
erste  Axiome  befriedigen,  nothwendig  eine  continuirliche  Gruppe 
bilden.  Der  Begriff  Gruppe  kommt  aber  bei  v.  Helmholtz  nicht 
explicite  vor,  und  doch  ist  gerade  die  Gruppeneigenschaft  der 
Transformationsgleichungen  von  der  grössten  Tragweite;  sie  ist 
an  und  für  sich  schon  eine  gewaltige  Beschränkung  der  mög- 
lichen FSitle. 

Um  nun  zu  unterscheiden,  ob  die  Monodromie  eine  Gonse- 
quenz  von  den  drei  ersten  Eijgenschaften  ist,  muss  man  zunächst 
die  Eigenschaft  der  freien  Beweglichkeit  genauer  prOdsirm, 
Man  kann  sich  nämlich  entweder  damit  begnügen  zu  verlangen, 
dass  die  freie  Beweglichkeit  für  Punkte  von  allgemeiner  gegen- 
seitiger Lage  bestehen  soll;  man  kann  dagegen  auch  die  weiter- 
gehende Forderung  stellen,  dass  die  freie  Beweglichkeit  inner- 
halb eines  gewissen  Bereiches  ausnahmslos  gilt. 

V.  Helmholtz  hat  nun  zwar^  nach  dem  Wortlaute  seiner  Aus- 
einandersetzungen zu  urtheilen,  wahrscheinlicherweise  gewollt, 
dass  seine  Forderung  der  freien  Beweglichkeit  innerhalb  eines 
gewissen  Bereiches  ausnahmslos  erfüllt  sein  sollte.  Gleichwohl 
schien  es  mir  zweckmässig,  auch  einmal  die  Voraussetzung  zu 
Grunde  zu  legen,  dass  die  freie  Beweglichkeit  nur  für  Punkte 
von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage   stattfindet.    Unter  dieser 
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I  Annahme  habe  ich  daher  alle  Gruppen  von  Transformationsglei* 
I   chnngen  bestimmt,  welche  die  drei  ersten  der  früher  aufge- 
stellten Forderungen  befriedigen. 

Ausser  den  Gruppen  der  Euclidischen  und  der  Nichteucli- 
disdien  Bewegungen  ergaben  sich  da  noch  mehrere  verschie» 
dene  Gruppen,  unter  denen  zwei*)  sogar  je  einen  wesentlichen 
Parameter  enthalten.    Diese  hinzutretenden  Gruppen  genügen 
aber  der  Forderung  freier  Beweglichkeit  nicht,  wenn  man  diese 
Forderung  auf  alle  Punkte  eines  beliebig  kleinen  Bereiches  er- 
streckt.    Bei  jeder  dieser  Gruppen  wird  nämlich  der  Raum  in 
eine  Sehaar  von  oo*  Curven  zerlegt,  deren  Inbegriff  jedesmal 
bei  der  Gruppe  invariant  bleibt,  während  die  einzelnen  Curven 
der  Sehaar  untereinander  vertauscht  werden.  Aber  noch  mehr. 
Halt  man  einen  Punkt  des  Raumes  festj  so  bleibt  nicht  allein  die 
hindurchgehende  Curve  dieser  Schaar,  sondern  auch  jeder  ein- 
zelne Punkt  der  betreffenden  Curve  bleibt  in  Ruhe.  An  einer  an- 
deren Stelle  werde  ich  hierauf  genauer  eingehen.     Man  kann 
vielleicht  darüber  streiten,  ob  die  Monodromie  eine  Gonsequenz 
der  drei  ersten  Axiome  ist  oder  nicht.     Sie  ist  jedenfalls  eine 
Gonsequenz,  wenn  man  in  das  Axiom  der  freien  Beweglichkeit 
ausdrücklich  hineinlegt,  dass  die  oo*  Punkte  des  Raumes  sich 
nicht  derart  in  oo*  Schaaren  vertheilen  lassen,  dass  alle  oo* 
Punkte  einer  solchen  Schaar  stets  gleichzeitig  in  Ruhe  bleiben. 
Ich  komme  jetzt  zu  meiner  dritten  Bemerkung^  auf  welche 
ich  das  Hauptgewicht  legen  möchte.     Es  ist  mir  gelungen  und 
zwar  durch  ziemlich  einfache  Betrachtungen  zu  beweisen,  dass 
die  Transformationsgleichungen  der  Euclidischen  und  Nicht- 
eoclidischen  Bewegungen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes 
sich  in  der  folgenden  einfachen  Weise  charakterisiren  lassen : 

Erstens.  Sie  bestimmen  eine  continuirliche  Transforma- 
tioDsgruppe  eines  dreifach  ausgedehnten  Raumes. 

Zweitens.  Bei  dieser  Gruppe  findet  freie  Beweglichkeit  in 
dem  folgenden  Sinne  statt :  Hält  man  innerhalb  eines  gewissen 
Bereiches  einen  beliebigen  Punkt  und  gleichzeitig  ein  beliebiges 
hindurchgehendes  Linienelement  fest,  so  ist  immer  noch  conti- 
nuirliche Bewegung  möglich.  Hält  man  dagegen  nicht  allein 
einen  Punkt  und  ein  hindurchgehendes  Linienelement,  sondern 


4)  Die  beiden  im  Texte  besprochen  Gruppen  sind  übrigens  mit  ein- 
ander durch  eine  imaginäre  Transformation  ähnlich. 
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•zügleioh  ein  Fläohenelement  fest,  welches  sowohl  durch  den 
Punkt  als  durch  das  Liniehelement  geht,  so  ist  keine  continaiF- 
liehe  Bewegung  mehr  möglich. 

Es  ist  mir  ferner  durch,  soviel  ich  sehe,  strenge  wenn  auch 
nicht  gerade  kurze  Entwickelungen  gelungen ,  auch  für  Rflame 
von  mehr  als  drei  Dimensionen  zu  beweisen ,  dass  die  Sdiaar 
der  Euclidischen  bez.  Nichteuclidisehen  Bewegungen  sich  m 
ganz  analoger  Weise  charakterisiren  lässt. 


Bei  den  vorhergehenden  Entwi^elungen  habe  ich  ange- 
nommen, dass  die  Transformationsgleichungen  (1)  in  den  vor- 
kommenden Yariabeln  analytisch  sind.  Lässt  man  diese  Vor- 
aussetzung fallen  und  setzt  nur  voraus,  dass  die  betreffenden 
Functionen  continuirlich  sind  und  eine  gewisse  endltdie  An- 
zahl Differentialquotienten  besitzen,  so  bleibt  die  Methode, 
welche  ich  bei  meiner  Discussion  der  v.  Helmholts'scben 
Axiome  angewandt  habe,  nicht  mehr  gültig.  In  diesem  Falle 
wage  ich  daher  nicht  zu  behaupten,  dass  die  besprochene  LQcke 
in  V.  Helmholtz's  Deduction  ohne  Einfluss  auf  das  Resultat  ist, 
noch  weniger,  dass  sein  Monodromieaxiom  eine  Gonseqneoz 
seiner  anderen  Axiome  ist. 

Lege  ich  meine  beiden  Axiome  zu  Grunde,  so  kann  ich,  wie 
ich  glaube,  streng  beweisen ,  dass  die  betreffende  Gruppe  aach 
in  diesem  Falle  einen  quadratischen  Ausdruck 

z 

i 

invariant  lasst,   dass  also  fortwährend  ein  Bogenelement  im 
Riem  an  naschen  Sinne  existirt. 


SITZUNG  AM  U.  NOVEMBER  1886/ 

A.  Kayer,  Die  beiden  allgemeinen  Sätze  der  Variationsrech-- 
nung,  welche  den  beiden  Formen  des  Pinncips  der  kleinsten  Action 
in  der  Dynamik  entsprechen. 

Bekanntlich  ist  die  Fassung,  welche  Lag  ränge  dem  Princip 
der  kleinsten  Action  gegeben  hat,  ungenau  nnd  auch  aus  seinem 
Beweise  des  Satzes  geht  nicht  unmittelbar  hervor,  wie  er  dasselbe 
verstanden  habe.  Jedenfalls  aber  hängt  in  Zweck  und  Form  sein 
Princip  aufs  Engste  zusammen  mit  dem  von  Hamilton.    In 
meiner  Antrittsvorlesung*)  war  ich  daher  zu  der  Vermuthung 
gelangt,  dass  der  Satz,  den  Lagrange  fm  Sinne  gehabt,  kein 
«kderer  sein  durfte,  als  eben  das  H  amilton'sche  Principe).  Ich 
halte  aber  damals  eine  Note  von  Olin de  Rodrigues  Über  die 
Ableitung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegungen  aus  dem 
Prindip  der  kleinsten  Action')  übersehen,  auf  die  allerdings 
schon  der  Herausgeber  der  dritten  Auflage  der  M^canique  ana- 
lytique  verweist,  aber  ohne  Angabe  des  Titels  und  an  einer 
Stelle^],  die  ich  nicht  mehr  auf  den  eigentlichen  Beweis  des 
Princips  bezog.     In  diesem  bemerkenswerthen  Aufsatze  wird 
zum  ersten  Male  bestimmt  gesagt,  dass  man  beim  Lagrange- 
schen Princip  nothwendig  auch  die  Zeit    selbst  mit  variiren 
müsse.   Das  ist  nun  vom  Standpunkte  der  Dynamik  aus,  in  der 
man  ja  immer  nur  Variationen  aus  der  augenblicklichen  Lage 

4)  Geschiebte  des  Princips  der  kleinsten  Actioii.  Leipzig,  Veit  61  Co. 
4877. 

H)  Debrigens  hat,  wie  ich  erst  nachtrttglichaus  Todhunter's  History 
of  the  Galealas  of  Variations  p.  854  oad  p.  4SS  erfahren  habe,  bereits 
Ostrogradsliy  im  WesenUichen  dieselbe  Ansicht  vertreten,  indem  er  die 
Lag  ränge 'sehe  Sohlussweise  für  ungenau  erltittrt  und  behauptet,  das 
Princip  der  Ueinsten  Action  müsse  durch  die  Bedingung 

&f{T'¥  U)  dt  m.0 

wiedersegeben  werden. 

sf  Correspondance  sur  r^cole  Polytechnique  t.  III  p.  459. 
4)  t.  I  p.  S84 . 
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des  betracfateten  Punktsystems  zulässt,  etwas  so  Ungewohntes, 
dass  ich  früher  an  diese  Möglichkeit  gar  nicht  gedacht  hatte.  So- 
bald man  aber,  unter  Verzicht  auf  eine  rein  dynamische  Deutung, 
nicht  bloss  die  Goordinaten  der  Punkte,  sondern  zugleich  auch 
die  Zeit  variirt,  wird  sofort  auch  der  Punkt  verständlich ,   der 
in  der  L»gr an ge 'sehen  Ableitung  stets  das  grOsste  Bedenken 
verursachte,  erklärt  es  sich  nämlich,  wie  die  Gleichung  der  le- 
bendigen Kraft,  wenn  man  sie  als  Bedingungsgleicbung  vor^ 
schreibt,  doch  die  Variationen  der  Goordinaten  ganz  unbeschränkt 
lassen  kann,  und  man  erkennt  dann,  was  zuerst  wohl  von  Herrn 
Th.  Sloudsky  ausdrücklich^  jedoch  ohne  Beweis  hervorgehoben 
worden  ist^),  dass  die  Jacob  lösche  Behauptung,')  nadi  welcher 
man  im  Princip  der  kleinsten  Action  nothwendig  aus  dem 
Actionsintegrale  die  Zeit  mittelst  des  Satzes  der  lebendigen  Kraft 
eliminiren  mUsse^  nicht  zutreffend  ist,  dass  vielmehr  neben  und 
mit  der Jacobi'scben  Form  gleichzeitig  noch  eine  zweite,  gleich- 
berechtigte Form  des  Princips  der  kleinsten  Action  existirt,  and 
dass  es  eben  diese  zweite  Form  und  nicht  das  Hamilton'scbe 
Princip  ist,  welche  Lagrange  nur  ungenau  formulirt,  Aer 
richtig,  wenn  auch  entschieden  nicht  mit  der  gewohnten  Klarheit, 
beweist  5), 

loh  habe  nun  im  zweiten  Bande  derMathem.  Annalen(p.443) 
den  allgemeinen  Satz  der  Variationsrechnung  angegeben,  der 
als  speciellen  Fall  das  Jacobi 'sehe  Princip  der  kleinsten  A^on 
umfasst.    Um  frühere  Irrthttmer  zu  berichtigen,  und  weil  iA 


i)  Nouvelles  Annales  de  mathömatiqqes  (i)  XVIII  p.  498. 

2)  Vorlesungen  über  Dynamik,  p.  44. 

3)  Damit  werden  zugleich  auch  die  Einwürfe  hinfällig,  die  ich  im 
Jahrbuche  über  die  Fortschritte  der  Mathematik  Bd.  III  p.  474  gegen  die 
Serret'sche  AbleUang  des  Princips  der  kleinsten  Action  (Memoire  gor  le 
principe  de  la  moindre  action,  Bulletin  des  sciences  mathöm.  4874}  erhoben 
habe.  Dagegen  ist  seine  Dmformung  der  zweiten  Variation  nicht  richtig, 
oder  zum  Mindesten  nicht  richtig  bewiesen.  DennSerret  bestimmt  die 
Unbekannten  dieser  Transformation  nur  aus  einem  Thelle  der  dafür  er- 
haltenen Differentialgleichungen  und  nimmt  (1*  c.  p.  440)  ohne  Weiteres  an, 
dass  es ,  um  die  übrigen  Differentialgleichungen  zu  befriedigen ,  genüge, 
dieselben  nur  für  (  -«  l^  lu  erfüllen,  was  doch  nur  dann  richtig  ist,  wesa 
diese  übrigen  Gleichungen  partloultfre  Integrale  der  erstehen  wSren.  Dass 
er  trotzdem  später  bei  seinen  Anwendungen  auf  den  Fall  n  s  s  nicht  za 
falschen  Resultaten  gelangt,  rührt  einfach  davon  her,  dass  jene  nichter- 
füllten Differeqtialgleichangen  sich  .überhaupt  nur  dann  einstellen,  wenn 
fi  >  2  ist. 
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glaube,  dass  die  Hauptpunkte  viel  besser  hervortreten,  wena 
man  alle  dynamischen  Betrachtungen  ganz  bei  Seite  läsat,  sei 
es  mir  gestattet  zu  zeigen,  wie  auch  dieser  allgemeine  Ssltz  selbst 
zweier  verschiedener  Formen  fähig  ist  und  damit  sowohl  die 
Jacobi'sche,  als  auch  die  Lagrange  'sehe  Form  des  Principsder 
kleinsten  Action  in  sich  einschliesst.  Was  dagegen  das  Werth- 
Yerhaltniss  dieser  beiden  Formen  anbetrifft,  so  muss  ich  meine 
frohere  Behauptung  vollständig  aufrecht  erbalten,  dass  nämlich 
nur  die  Jacobi'scheForm  wirklichen  Nutzen  gewährt,  insofern 
sie  lehrt,  dass  sich  auch  die  Bestimmung  der  Bahnen  eines  jeden 
Funktsystems ,  dessen  Bewegung  dem  Satze  der  lebendigen 
Kraft  gehorcht,  direct  auf  ein  Problem  der  Variationsrechnung 
zurückfahren  lässt,  wogegen  die  Lagrange' sehe  Form,  welche 
sich  auf  die  Bewegung  des  Punktsystems  selbst  bezieht,  nur 
im  beschränktem  Maasse  das  leistet,  was  das  Hamilton 'sehe 
Princip  weitaus  klarer,  einfacher  und  naturgemässer  erreicht^). 


Es  handelt  sich  im  Folgenden  hauptsächlioh  darum,  den 
gegenseitigen  Zusammenhang  zwischen  zwei  verschiedenen  Pro- 
blemen der  Variationsrechnung  aufzudecken,  in  denen  jT  stets  ein 
und  dieselbe  gegebene,  von  t  freie  Function  der  n  unbekannten 
Functionen  q^j  ...  q^^  von  t  und  ihrer  ersten  Differentialquo- 
tienten q\j  ...  q\  bezeichnet.  Die  erste  dieser  beiden  Aufgaben 
ist  das  folgende 

Problem  L  Unter  allen  Functionen  q^y  ...  9,1  von  t,  die  in 
den  beiden  gegebenen  Grenzen  f  =  0  und  t  =  t^  gegebene  Werthe 

1)  In  der  ersten  seiner  beiden  fandamenialen  Arbeiten  über  eine 
allgemeine  Methode  in  der  I>ynamik  (Philosoph.  Transact.  4884,  Part  II 
p.  S47 — 308)  bttlt  sich  Hamilton  noch  an  das  L  a  gr a  n ge'sehe  Princip 
der  kleinsten  Action  (vgl.  1.  c.  p.  25S)  nnd  das  Actionsintegral  liefert  ihm 
anmittelbar  seine  charakteristische  FimcHon  V.  Von  dieser  aus  gelangt  er 
erst  am  Schlüsse  (p.  807)  durch  Transformation  zn  seiner  Principalfunction 

$  =//  (^■♦-  ^^*' 
velche  er  dann  seiner  zweiten  Abhaodlung  (Pbilos.  Transact.  4889  P.  I 
p.  95-^444)  zu  Grande  legt.  In  dieser  spricht  er  sein  Princip  (f5  s  0  nur 
ganz  kurz  am  Schlüsse  von  Nr.  4  ans,  ohne  ihm  einen  besonderen  Namen  zu 
geben,  noch  aach  hervorzuhebeD,  dass  dasselbe  wesentlich  verscliieden 
von  dem  Lag  rang  «'sehen  Principe  ist.  Dies  ist  Jedenfalls  der  Grund, 
weshalb  man  nicht  selteq  (so  z.  B.  Grelle  J.  400  p.  488)  dep  Namen  Princip 
der  kleinsten  Wirkung  geradezu  für  das  Hamilton 'sehe  Princip  selbst 
gefarancbi  findet. 
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tt^ ,   ...  a^  und  b^,   ...  b^  besitzeriy  diejenigen  zufinderij   für 
welche 

wird. 

Seine  DiffereDtialgleichoB^n  aind : 

^  '  dqi         dt   5^7  * 

Das  Problem  ist  also  möglich  und  bestimmt,  so  oft  dieDeter-^ 
minante 

ist;  die  vollständigen  Lösungen  der  n  Differentialgleiobungen  (i) 
enthalten  dann  gerade  2nwilIkUrlicheGonstanten  und  diese  lassen 
sich  (wenigstens  solange  man,  wie  im  Folgenden  immer  voraus- 
gesetzt wird,  von  besonderen  Ausnahmswerthen  der  Grössen 
t^j  a^ ,  ...  a^ ,  6| ,  ...  b^  absieht)  so  bestimmen,  dass  die  Lö- 
sungen 9|,  '  •  •  9ii  die  gegebenen  Grenzwerthe  erhalten,  lieber- 
dies  ist  dann  stets 


(3)  F=^9;|^-/-=oon8t.  »A 


ein  Integral  der  Differentialgleichungen  (4  ] .  Denn  es  ist  einer^ 
seits: 


dF 
ät 


--?'irf-Ä) 


und  andererseits 


also  können  wegen  der  Annahme  (2)  die  ersten  partiellen 
Differentialquotienten  von  F  nach  den  q'  nicht  sammtlich  Nidl 
sein,  oder  F  muss  wenigstens  eine  dieser  Grössen  enthalten. 
Durch  Substitution  der  Lösungen  des  Problems  geht  daher  die 
Gleichung  (3)  über  in  eine  Gleiohung  von  der  Form 

(4)  0{t,,  ä^,  ..,  a„,  6^ ,  . • .  6J  =  A.  — 

Der  Voraussetzung  (8)  fttge  ich  nunmehr  noch  die  weitere  Ton 
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ausselzung  hinzu,  das»  der  durch  (3)  definirte  Ausdruck  Fdie 
Differentialquotienten  9 « ,  • . .  9V  nicht  bloss  in  ihren  Verhält- 
nissen enthalte,  dass  also  auch  : 

sei.  Diese  Annahme  sagt  nichts  Anderes  aus,  als  dass  die  Func- 
tion f  nicht  die  Form  haben  darf: 

WO  F^  und  P^  irgend  welche  homogene  Functionen  0*^  und  4**' 
Ordnung  von  q\j  ...  q\  sind,  welche  die  Variabein  q^,  . . .  9n 
selbst  in  beliebiger  Weise  enthalten  können.   In  der  That,  ist 

so  ist  /*  ^  —  F  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung : 

und  diese  Gleichung  geht  daher  durch  die  Substitution 

f=F,-F       . 
tU)er  in 

n 


^?*5ft-i'.  =  o. 


sodass,  bei  der  Annahme  (a),  /*  s  —  F  plus  einer  willkttrlichen 
homogenen  Function  erster  Ordnung  von  q\^  ...  9 ,1  die  allge- 
meine Lösung  der  Gleichung  [ß)  ist. 

Die  neue  Voraussetzung  (5)  ist  ganz  unabhängig  von  der 
frttheren  (8),  d.  h.  es  kann  jede  dieser  beiden  Voraussetzungen 
ohne  die  andere  erfüllt  sein.  Man  braucht,  um  dies  zu  erkennen, 
z.  B.  nur  n  tn  ^  und  einmal 

/^  -  (9,  +  9'-.)*. 

das  andere  Mal 

/^  =  g  +  9.+9. 
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zu  nehmen.  Im  ersieren  Falle  wird  ^  ^  0  und  P  ^  (q\  '^  9^'> 
im  zweiten  F  ^  0  und  J  =s  ^  l^\    , 

Dies  vorausgeschickt  betrachte  ich  jetzt  unter  den  beiden 
Voraussetzungen  (8)  und  (5)  das  folgende  neue 

Problem  IL  Zwischen  den  n  unbekannten  Funciumen  q^j  •  -  •  9» 
von  t  ist  vorgeschrieben  die  Differentialgleichung 

in  der  h  jetzt  eine  gegebene  Constante  bezeichnet.  Ueberdies  sollen 
diese  Functionen  in  den  beiden  Grenzen  f  s  0  und  tsst^  dieselben 
gegebenen  Werthe  a^,  ...  a^  und  6^,  ...  in  annehmen ^  wie  im 
Probleme  I,  Nunmehr  ist  aber  t^  nicht  gegeben,  sondern  ganz  be- 
liebig  und  es  handelt  sich  darum,  unter  aUen  Functionen  q^y  •  •  •  9» 
von  der  genannten  Beschaffenheit  diejenigen  nebst  dem  zv^gehörigen 
Werthe  von  f^  zu  finden,  für  welche  die  erste  Variation  des  Inte- 
grales 

verschwindet. 
Setzt  man : 

(6)  /•  4.  A  -h  A  (F  -  A)  =  ß, 

so  sind  nach  der  Lagrange'schen  Multiplicatorenmethode  die 
Differentialgleichungen  dieser  neuen  Aufgabe : 

^  ^  S^""  dt  J?i* 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsoonstanten  in  den  vidlsttf  ndigen 
Lösungen  der  n  +  4  Differentialgleichungen  (7)  und  (3)  er- 
hült  man  aber  nunmehr  neben  den  in  Gleichungen,  weldie 
den  Variabein  9|,  •  • .  9ii  die  gegebenen  Grenzwertbe  vorschreiben; 


4)  Das  Integral  linker  Hand  kommt  bereits  in  Ostrogradsky*« 
Memoire  sur  les  ^qnations  diff^rentielles  relatives  au  probl^me  des  isop^ri- 
m^tres  (Möm.  de  l'Acad.  de  SU  Pötersbonrg,  6®  s6r.  Sc.  math.  et  phys.  L IV 
p.  886 — 517)  vor,  der  überhaupt  dort  p.  419 — 480  ganz  ühnliothe  Sweoke 
wie  die  vorliegende  Note  verfolgt,  dabei  aber,  wie  schon  erwähnt,  zu  einem 
anderen  Resultate  gelangt 
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wogen  der  Willkttrliohkeit  von  ^t^  bekanntlich  noch  die  weitere 
Bedingung: 

Nun  ist : 
also: 

n 

ein  Integral  der  Differentialgleichungen  (7)  und  (3),  und  in  Folge 
der  Gleichung  (3)  wird: 

n  w 

Nach  (8)  mttssen  daher  die  Lösungen  des  Problems  II  noch  der 
Bedingung : 

n 

gesttgen,  und  dies  verlangt  in  Folge  der  Voraussetzung  (5),  dass 

sei.  Nach  (6)  reduciren  sich  aber  hierdurch  die  Differential- 
gleichungen (7)  auf  die  Differentialgleichungen  (4),  die  von  selbst 
die  Gleichung  (3)  nach  sich  ziehen.   Man  erhält  somit  den 

Sota  A.  Ist  feine  von  t  freie  Function  von  9|9  •••  9n7  9i7  •  *  *  9  n> 
die  den  beiden  Vorausseistungen  (i)  und  (5)  genügt,  so  fallen  die 
Lsnmgen  der  beiden  Probleme  I  und  IT  muanmieny  sobald  man 
xu)ischen  t^  und  h  die  Gleichung: 

(*)  (D  (^4,  a,,  ...  a„,  64,  ...  6„)  =  A 

herstellt,  die  aus  der  Gleichung  (3)  durch  Substitution  der  Lö- 
sungen des  Problems  I  entsteht,  und  die  im  Probleme  II  die  Unbe- 
kannte t^  bestimmt. 

Dieser  Satz  iKsst  sich  aber  auch  ganz  unabhängig  von  der 
Lagrange  'sehen  Multiplicatorenmethode  beweisen.  Indem  man 
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Difmiicfa,  was  immer  frei  steht,  eine  neue  unabhängige  Variable 
einführt,  kann  man  das  Problem  II  auch  so  aussprechen : 

Prohlemllf^.  Zwischendenn  -i-^  unbekanntenFunctionenq^y  —  ?„ 
und  t  der  unabhängigen  Variabein  &  ist  die  Gleichung  (3)  mä 
einem  gegebenen  Werthe  der  Constanten  h  vorgeschrieben  j  tvobei 
die  Grössen  q\j  - .  -  qn  durch  die  Formeln  : 

definirt  sind,  Ueberdies  sollen  die  Functionen  q^,  ...  9»  in  den 
beiden  gegebenen  Grenzen  0  =  0  und  0  ss  ©^  die  gegebenen 
Werthe  a^ ,  . . .  On  und  6, ,  . . .  &,|  erhaüen  und  die  Function  t  für 
0  =  0  verschwinden^  während  ihr  Werth  t^  für  0  =  0^  keiner- 
lei Beschränkung  unterliegt.  Man  soll  untei*  diesen  Festsetzungen 
der  Forderung 

genügen. 

Nach  der  Voraussetzung  [5]  enthält  in  dieser  neuen  Auf- 
fassung die  Gleichung  (3)  jetzt  sicher  t^  und  bestimmt  also  nur 

diesen  Differentialquotienten  als  Function  der  q^  und  ^  ,  wäh- 
rend sie  diese  Grössen  selbst  ganz  willkürlich  lässt.  Dies  würde 
dagegen  nicht  mehr  der  Fall  sein ,  wenn  in  der  Gleichung  (3) 
die  q  nur  in  ihren  Verhältnissen  vorkämen.  Es  würde  aber 
auch  dann  nicht  mehr  gelten^  wenn  man  ^^  ebenfalls  als  fest 
gegeben  vorschreiben  wollte.  Denn  dann  würde,  wenn  man 
durch 

^  ^    _    "1X7  f  ^  ^1  ^^f*        h\ 

^^  —   *^  W« »  •  •  •  9tt>  ^  ;  •  •  •  -J^  >  " j 

'         •  '  dt  * 

die  Auflösung  der  Gleichung  (3)  nach  j^  bezeichnet,  aus  dieser 
Gleichung  für  die  Functionen  q  die  isoperimetrische  Bedingung 

'Wd@  =  t, 

0 

entspringen.  — 

Variirt  man  nun  die  Functionen  t^  q^y  , . .  q^,  so  wird: 

worin: 


r. 
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Aus  den  Definitionsgleichnngen 


^f^±<(U,^<ii^^M' 


dQi  ___    ,     dt 

de  — ^«  de 


aber  folgt : 


d^Qi^  dt    ..    ^     ,  d^t 


de  — de 


also  ergiebt  sich : 


dt 

de 


de 


l  bf  Mqi       dcf«  VT   ^f  ^' 


'f=de2r¥^,^^i'^2f*Wi'de^Te2f'Wi^^' 


Weiter  ist : 
fi 


4        *  '  4     ^«     '       i     de 


1 

sodass  man  schliesslich  erhält: 

n 


«A 


4(f*'iÄ]---«  (2!^/^.)  -ä^i  (14  -  IS^) ''' 


[/•-*-i<?'.7fJ' 


Durch  die  vorgeschriebene  Bedingungsgleichung  (S)  fällt  aber 
hieraus  T-g  von  selbst  weg.   Ueberdies  müssen  die  Variationen 

iq^y  .,.  3q^  für  Q  SS  0  und  0  =  ©^  verschwinden.   Integrirt 
man  also  zwischen  diesen  beiden  Grenzen,  so  folgt: 

Hierin  sind  nun  nach  der  vorhin  ttber  die  Gleichung  (3)  gemachten 
Bemerkung  die  öq  ganz  willkttrlich.   Also  führt,  was  eben  zu 
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beweisen   war,   das  Problem  IIa   auf  dieselben  Differential- 
gleichungen : 

dt 

welche  auch  das  Problem  I  tosen. 

Aus  dem  Probleme  IT  kann  man  nun  aber  t  ganz  elttniniren. 
Betrachtet  man  nämlich  etwa  9, ,  •  •  •  9n  zunächst  als  Functionen 
von  9f  und  erst  dieses  als  Function  von  t  und  setzt  dem  zu  Folge : 

so  geht  die  Bedingungsgleichung  (3)  über  in  eine  Gleichung 
zwischen 


9*  =  JT  9i  » 


rfjg,  ^  und    o' 


und  zwar  in  eine  Gleichung,  die  wegen  der  Voraussetzung  (5) 
nothwendig  q\  enthält.   Ist  also 

ihre  Auflösung,  so  erfüllen  die  Substitutionen : 
(9)  q\^w,    g'<  =  |^f« 

identisch  die  Bedingungsgleichung  (3)  und  ergeben : 

dt  4 

dg^  m 

Daher  geht,  wenn  man  in  dieser  Weise  q^  an  Stelle  von  tals 
unabhängige  Variable  einfahrt  und  mit  g>  den  Werth  bezeichnet, 
den  die  Function  f  durch  die  Substitutionen  (9)  erhält,  das 
Problem  II  seinerseits  über  in  das  folgende 

PrcblemllL  Unter  allen  Functionen  q^,...q^derunaMUtngigen 
Variabein  q^^  welche  in  den  gegebenen  Grenzen  a^  und  \  die  ge- 
gebenen Werthe  a, ,  ...  a^  und  6, ,  . . .  6^  besitzen^  diqenigen  zu 
finden,  für  welche  die  erste  Variation  des  Integrales : 

^  9  +  Ä 


Ja, 


verschwindety  das  aus  dem  Integrale 
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entsteht  j  wenn  man  t  mittelst  der  Bedingungsgleiehung  (3)  elp- 
minirL 

Daher  kann  man  den  Satze  A  auoh  die  folgende,  im  zweiten 
Bande  der  Mathem.  Annalen  direct  bewiesene  Form  geben: 

Saiz  B .  Unter  den  Voraussetzungen  des  Satzes  A  erhält  man  die 
iMsungen  des  Problems  III  aus  denen  des  Problems  /,  indem  man 
aus  den  letzteren  t,  sowie  mit  Hülfe  der  Gleichung  (4)  auch  t^  eli- 
minirt.  Umgehört  braucht  man  nach  vollständiger  Integration  der 
Differentialgleichungen  des  Problems  III  nur  noch  die  Quadratur : 


f 

Ja 


40 


auszuführen,  um  die  vollständigen  Integralgleichungen  der  Diffe- 
rentialgleichungen  des  Problems  I  zu  erhalten, 

Esistnnmiftelbarklar^dassvon  diesen  beiden  äquivalenten 
Sätzen  A  und  B  für  das  Problem  I  selbst  nur  der  zweite  Nutzen 
gewahrt.  Denn  der  Satz  A  lehrt  im  Wesentlichen  nur,  dass  die 
Differentialgleichungen  des  Problems  II  sich  auf  die  des  Problems 
1  redaciren ,  während  der  zweite  Theil  des  Satzes  B  eine  wirk- 
liche Transformation  und  Beduction  der  Differentialgleichungen 
des  Problems  I  angiebt.  f   ■ 

Um  nun  zu  erkennen,  wie  aus  den  beiden  Sätzen  A  und  B 
die  beiden  IFormen  desPrincipsder  kleinsten  Action  hervorgehen, 
braucht  man  nur  anzunehmen ,  dass  die  Yariabeln  q^,  ...  9^ 
irgend  welche  unabhängige  Bestimmungsstücke  eines  Systems 
materieller  Punkte  seien,  das  unveränderlichen  Verbindungen 
unterworfen  ist  und  sich  unter  dem  Einflüsse  einer  von  der  Zeit 
t  freien  Kräftefunction  ^  bewegt.  Dann  erfüllt  nämlich  die  An- 
nahme 

f=T+U, 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  betrachteten  Punktsystems  be- 
zeichnet, unsere  beiden  Voraussetzungen  (8)  und  (5)  und  führt 
zugleich  nach  dem  Hamilton 'sehen  Pi'incipe  das  Problem  1  in 
die  Aufgabe  über,  die  Bewegung  des  Punktsystems  zu  bestimn^en , 
wenn  seine  Positionen  zu  einer  gegebenen  Anfangszeit  ^  =  0 
und  zu  einer  gegebenen  EndzeSt  l  ^  t^  bekannt  sind.  Weiter 
wird 

ICftth.-phys.  Clu86.  1886.  24 
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die  Gleichung  (3)  verwandelt  sich  also  in  die  Gleichung  der  le- 
bendigen Kraft 

und  das  fntegral  des  Problemes  II  geht  über  in  das  Actions- 
integral 

während  das  Integral  des  Problemes  III  aus  diesem  erhalten  wird, 
wenn  man  die  Zeit  t  mit  Hülfe  der  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  eliminirt. 

Bei  dieser  Anwendung  auf  die  Dynamik  ergiebt  sich  dem- 
nach aus  Satz  B  die  Ja cobi 'sehe  Form  desPrincips  der  kleinsten 
Action ,  aus  Satz  A  aber  die  L  a  g  r  a  n  g  e*8che  Form  dieses  Prinoips, 
die  hiernach  in  der  Tbat  sich  im  Wesentlichen  so  aussprechen 
lässt)  wie  es  in  der  Anmerkung  zu  Bd.  I  p.  877  der  M^canique 
analytique  geschieht,  deren  prSoiser  Sinn  aber  wohl  noch  be- 
stimmter in  der  folgenden  Fassung  hervortreten  dürfte  : 

Gehorcht  die  Bewegung  eines  Systems  materieller  Punkte  dem 
Princip  der  Erhaltung  der  ld)endigen  Kraß 

und  sind  überdies  die  Positionen  des  Systems  zur  Anfangszeit  t^O 
und  zu  einer  unbekannten  Endzeit  t  ss  t^^  sowie  die  anfängliche 
lebendige  Kraft  des  Systems  (oder  der  Werth  der  Gonstanten  h) 
gegeben^  so  fällt  die  Aufgabe^  die  Bewegung  des  Systems  zu  be- 
stimmen,  zusammen  mit  der  folgenden  Aufgabe  der  VaricUionS' 
rechnung: 

Unter  allen  Functionen  von  t,  die,  für  die  Coordinaten  der 
Punkte  eingesetzt,  nicht  nur  den  endlichen  Bedingungsgleichungen 
des  Systems,  sondern  auch  der  Differentialgleichung  (40)  genügen, 
und  überdies  für  t «  0  und  t  ^t^  die  den  beiden  gegebenen  Bh 
sitionen  des  Systems  zukommenden  Werthe  annehmen,  diejenigen 
nebst  dem  zugehörigen  Werthe  von  t^  zu  finden,  welche  die  erste 
VaricUion  des  Actionsintegrales 

'*'  2  Tdt 

zum  Verschwinden  bringen.  — 

Der  erste  Beweis,  den  ich.  im  Vorhergehenden  vom  SatieA 
gegeben  habe,  entspricht  der  Art,  in  welcher  Rodrigues  die 


y: 


Pringip  der  kleinsten  AcTIOIf. 
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Differentialgleichungen  der  Bewegung  aus  dem  Lagrange  'sehen 
Principe  ableitet^  der  zweite  dagegen  schliesst  sich  in  der  Haupt- 
sadie  dem  Mathieu 'sehen  Beweise  dieses  Princips^]  an.  Die 
Lagrange'sche  Ableitung  habe  ich  absichtlich  nicht  zum  Vor- 
bilde genommen,  weil  sie  das  Auftreten  von  dt  ganz  vermeidet 
und  eben  dadurch  es  ungewiss  lässt,  wie  die  Variationen  zu 
verstehen  sind. 


i)  Emile  MaUdeu,  Dynarnique  ancilytiqtie,  Paris  1877,  p,  K%,  dg.  26. 
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SITZUNG  VOM  6.  DECEMBER  1886. 


Bad.  Leackarly  Asconema  gibbosum^  ein  Sphaerularior-artiger 
neuer  Nematode. 

Wenn  die  Ansichten,  die  A.  Schnbidbr  im  Jahre  4864  über 
die  Natur  der  sonderbaren  Sphaerularia  ausgesprochen  hat  (Mo- 
nographie der  Nematoden  S.  322),  zwei  Decennien  hindurch  un- 
beachtet blieben  und  erst  dann  die  ihnen  gebührende  Anerken- 
nung fanden,  als  es  gelang,  ihre  Richtigkeit  durch  directe  Be- 
obachtung  ausser  Zweifel   zu   setzen   (Leugkabt,   Zoologischer 
Anzeiger  4885,  S.  273],  so  erklart  sich  das  zumeist  durch  den 
Umstand,  dass  dieselben  weit  aus  dem  Rahmen  des  damals  Be- 
kannten hinaustraten.  Ein  Thier,  das  seinen  Geschlechtsapparat 
ausstülpt  und  in  Form  eines  immer  mehr  sich  vergrössemden 
Anhangs  zur  Reife  bringt,  während  der  Träger  an  diesen  Vor- 
gängen nicht  nur  keinerlei  Antheil  nimmt,  sondern  seine  Lebens- 
thätigkeit  einstellt  und  meist  vollständig  zu  Grunde  geht  — 
ein    solches    Geschöpf   war   auch    als    Eingeweidewurm    so 
aussergewöhnlicher  Art,   dass  Zweifel  und  Unglauben  durch- 
aus am  Platze  schien.    Hätte  man  Fälle  gekannt,  die  zu  einem 
derartigen  Verhalten  den  Uebergang  machten,  die  dasselbe  in 
irgend  einer  Weise  vorbereiteten,  dann  würde  das  Urtheil  ver- 
muthlich  von  vornherein  anders  gelautet  haben. 

Ich  freue  mich,  in  Nachfolgendem  über  einen  solchen  Fall 
berichten  zu  können.  Wie  bei  Sphaerularia,  betrifft  derselbe 
einen  Schmarotzer-Nematoden,  einen  Parasiten,  der  die  Larven 
von  Cecidomyia  pini  bewohnt,  aus  diesen  aber  auch  in  die  spä- 
teren Zustände,  in  Puppe  und  Geschlechtsthier,  übergeht. 

Die  betreffenden  Larven  wurden  in  den  Herbstmonaten 
dieses  Jahres  häufig  in  den  für  die  Zucht  von  Allantonema  — 
ich  verweise  für  diesen  gleichfalls  sehr  merkwürdigen  hetero- 
genen Wurm  auf  meine  Mittheilungen  in  der  zoologischen  Section 
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der  Magdeburger  Naturforscher-Yersammluiig  4884  —  von  mir 
hergeriehtetenGeftisseD  vorgefunden  und  zuerst  von  Herrn  Stud. 
SnüMtu.,  den  ich  nach  Allantoneraen  darin  su  suchen  gebeten 
hatte,  als  inäcirt  erkannt. 

Der  Wurm  schliesst  sich  in  einem  weit  höheren  Grade,  als 
Sphaerularia,  an  die  Gruppe  der  Rhabditideti  an  und  mag,  da 
er  neu  ist,  fortan  als  Asconema^)  gäfbosum  bezeichnet  werden. 
Im  ausgewachsenen  Zustande  besitzt  derselbe  eine  Grtlsse  von 
etwa  0,6  mm.  Seine  Form  ist  in  hohem  Grade  auffallend,  denn 
der  schon  an  sich  gedrungene,  plumpe  Leib  tragt  hinter  der  Mitte 
einen  buckelfbrmigen  Anhang  von  gewaltiger  Grösse  (0,25  mm), 
der  brachsackartig  der  Bauchfläche  aufsitzt  und  den  Rörper- 
durchmesser  [0,09  mm)  um  reichlich|  das  Doppelte  vergrOssert. 
Die  Schwere  des  Buckels  ist  so  gross,  dass  der  Wurm  nicht 
schlangelnd,  wie  die  übrigen  Nematoden,  sich  fortbewegt,  son- 
dern festliegt  und  nur  mit  seinen  Enden,  besonders  dem  an 
Lunge  ttberwiegenden  Yorderende,  schwingende  Pendelbe- 
wegungen  ausübt. 

Das  über  den  Buckel  frei  hervorragende  Schwanzende  ist 
in  Form  eines  conischen  Zapfens  von  0,09  mm  nach  dem  Rücken 
za  emporgehoben  und  am  Ende  mit  einer  schlanken  Papille  ver- 
sehen, wtthrend  der  mehr  allmälig  sich  verjüngende  Vorderleib 
eine  nahezu  cylindrische  Gestalt  hat.  Nur  die  Kopfspitze  macht 
eine  Ausnahme,  indem  sie  scharf  gegen  den  weit  dickeren  Leib 
sich  absetzt  und  einen  fast  selbständigen  schlanken  Anhang  dar- 
stellt, der  sich  mehr  oder  minder  weit  in  letzteren  hinein  zu- 
rückziehen kann. 

Die  ihrer  äusseren  Form  nach  hier  beschriebenen  Thiere 
ergeben  sich  bei  näherer  Untersuchung  sämmtlich  als  ausgebil- 
dete Weibchen.  Sie  besitzen  eine  im  Innern  des  VorderkOrpers 
mehrfach  in  Schlingen  zusammengelegte  einfache  Geschlechts- 
rohre, die  mit  ihrem  fast  zwiebelartig  gebildeten  Endstücke  den 
vorderen  mehr  oder  minder  vorspringenden  Theil  des  Buckels 
darchsetzt  und  auf  demselben  ausmündet,  so  dass  die  bei  weitem 
grisssere  Masse  des  Anhangs  hinter  der  Genitalöffhung  gelegen 
ist.    Die  Wand  dieses  Endstückes  besteht  aus  ziemlieh  grossen 


4)  Dass  der  Genusname  Asconema  von  den  Botanikern  bereits  (an 
tioen  Pilz)  vergeben  ist,  thut  der  Verwendung  für  zoologische  Zwecke 
nm  80  weniger  Eintrag,  als  die  früher  in  dieser  Hinsicht  geübte  Ab- 
stinenz allmSlig  ausser  Gebrauch  gekommen  ist« 
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hellen  Zellea  mit  einem  bläschenförmigen  Kern  imd  grassem 
Kernkörperohen.  Ganz  ähnliche,  wenngleich  meist  grössere  Zel- 
len sind  es,  die  das  Parenchym  oder  richtiger  vielmehr  die  Wand 
des  Buckels  bilden.    Der  letztere  ist  nämlich  keineswegs  solid, 
sondern  von  einem  scharf  begrenzten  weiten  Hohlraam  durch- 
zogen, der  fast  in  ganzer  Länge  mit  der  Leibeshöhle  des  Wurms 
zusammenhängt,  so  dass  sich  auch  in  dieser  Beziehung  der  oben 
gebrauchte  Vergleich  mit  einem  Bruchsacke  vollständig  recht- 
fertigt.   Die  Zellen  liegen  mehrfach  geschichtet  über  einander 
und  sind  in  Gruppen  angeordnet,  welche  nach  aussen  vorsf^ngen 
und  der  Oberfläche  des  Buckels  ein  höckriges  Aussehen  geben. 
Die  Guticula,  welche  die  Zellenwand  ttberzieht  und  an  der  ring- 
förmig eingeschnürten  Basis  des  Buckels  mit  der  äusseren  Be- 
deckung des  Wurmkörpers  zusammenhängt,  besitzt  eine  an- 
sehnliche Dicke  und  zeigt  —  im  Gegensatze  zu  letzterer  —  eine 
vermuthlich  von  Porenkanälen  herrührende  radiäre  Streifaog. 
Durch  die  Geschlechtsöffnung  setzt  sich  diese  Guticula  direct  in 
die  innere  Auskleidung  des  anliegenden  Bulbus  fort,  so  dass 
letzterer  auch  hierdurch  seine  Zusammengehörigkeit  mit  dem 
Buckel  kundgiebt. 

Der  Bulbus  ist  übrigens  nicht  das  einzige  Organ,  welches 
aus  der  Leibeshöhle  des  Wurmes  in  den  Innenraum  des  Genital- 
wulstes übertritt.  In  seinem  hinteren  Abschnitte  umschliesst 
derselbe  gewöhnlich  auch  einen  mehr  oder  minder  grossen  Theii 
des  Darmes,  der  bei  unserem  Asconema  freilich  kaum  minder 
eigenthümlich  entwickelt  ist,  als  der  Genitalschlauch.  Sonst  bei 
den  Nematoden  ein  deutlich  röhriges  Gebilde,  erscheint  derselbe 
nämlich  als  ein  solider  Strang,  aus  einer  bald  —  und  so 
besondws  in  der  hinteren  Körperhälfte  —  einfachen,  bald  anch 
doppelten  Reihe  ansehnlicher  Zellen  (bis  0,08  mm)  zu- 
sammengesetzt, die  eine  mehr  oder  minder  gestreckte  Form  be- 
sitzen und  in  ihrer  sonst  kömigen  Inhaltsmasse  je  einen  bläs- 
chenförmigen hellen  Kern  enthalten.  Durch  diesen  Bau  erinnert 
der  Strang  so  lebhaft  an  den  von  Msissnbr  einst  beschriebenen 
Zelleiikörper  von  Mermis  albicans^  dass  beide  Gebilde  schon 
ohne  weiteres  dadurch  als  homolog  sich  ergeben  ^).   Das  vordere 


\)  Durch  Untersuchung  einer  in  den  Larven  von  CvUx  pipieru 
schmarotzenden  jungen  Mermis  habe  ich  übrigens  auch  direct,  wie  bei 
unserm  Asconema,  die  Abstammung  dieses  Zellenschlauches  von  einem 
Anfangs  ganz  normal  entwickelten  Darme  Consta tiren  können. 
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Ende  ist  duroh  eine  Art  Ligament,  die  Fortsetzung  der  die  Zellen 
zusammenhaliendea  zarten  Haut,  an  der  Basis  der  KopEspitze 
befestigt,  die  ihrerseits  eine  durchaus  solide,  wenn  auch  nicht 
völlig  homogene  Beschaffenheit  hat;  da  sie  in  ihrer  Axe  von  einem 
deutlich  begrenzten  Strange  durchzogen  wird,  der  sich  durch 
seine  Lage  als  ein  Rudiment  des  früher  vorhandenen  Pharynx 
in  ertiennen  giebt.  In  ähnlicher  Weise  ist  das  hintere  Ende 
des  ZellenkOrpers  an  die  Bauehwand  des  Schwanzzapfens,  da, 
wo  man  den  After  des  Wurmes  vermuthen  könnte,  angeheftet. 
Der  After  selbst  aber  fehlt,  und  ebenso  auch  eine  distincte  Mund- 
öffnung. 

Von  den  Enden  abgesehen  ist  der  Zellenkörper  yöUig  frei, 
wie  sonst  der  Darm,  im  Innern  der  Leibeshöhle  gelegen.    Sein 
Verlauf  aber  ist  vielfach  unregelmässig  und  wechselnd,  je  nach 
dem  FttUungszttstande  des  Genitalschlauches,  der  bald  hier,  bald 
dort  auf  ihn  drtlckt  und  ihn  zum  Ausweichen  zwingt.    Dass  da- 
bei ein  kleinerer  oder  auch  grösserer  Theil  desselben  in  den 
Buckel  tibertritt,   ist  schon  oben   erwähnt  worden.     Mit  zu- 
nehmendem Alter  werden  diese  Unregelmässigkeiten  noch  auf- 
fallender, da  die  Wttrmer  mit  der  Zeit  immer  mehr  sich  ver- 
kttraen  und  das  mitunter  —  man  triflt  solche  Exemplare  vor^ 
nehmlich  in  den  ausgebildeten  Fliegen — in  einem  solchen  Grade, 
dass  der  Korper  den  Buckel  nur  um  ein  Geringes  überragt.     In 
solchen  Fällen  ist  dann  auch  begreiflicher  Weise  der  bei  weitem 
ansehnlichste  Theil  der  gesammten  Eingeweide  in  den  Anhang 
eingetreten.    Trotz  der  starken  Verschrumpfüng  sind  die  Wttr- 
mer übrigens  in  diesem  Zustande  noch  lebend ;  sie  bewegen 
sich,  wenngleich  nur  matt,  und  enthalten  auch  gewöhnlich  noch 
eine  Anzahl  reifer  Eier. 

Was  die  Bildung  des  Genitalschlauches  betrifft,  so  mag  hier 
weiter  noch  erwähnt  sein,  dass  auf  den  schon  oben  beschriebenen 
Baibus  zunächst  ein  dünnwandiger  langer  Uterus  folgt,  der  die 
schalentragenden  Eier  enthält.  An  diesen  schliesst  sich  sodann 
eiD  mit  Sperma  gefülltes  längliches  Receptaculum  und  das  eigent- 
liche Ovarium,  das  den  ansehnlichsten  Theil  des  ganzen  Appa- 
rates ausmacht,  nach  der  Beschaffenheit  seines  Inhaltes  aber 
wieder  in  Abschnitte  sich  auflösen  lässt.  Die  Rhachis  ist  nur 
wenig  entwickelt  und  kurz,  wie  denn  auch  die  Fruchtbarkeit 
unserer  Würmer  im  Ganzen  nur  beschränkt  ist. 

Die  Eier,  die  eine  längliche  Form  besitzen  und  je  0,07  mm 
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messen,  werden    in    der   Regel    vor   Beginn   der   KlflfUing 
abgelegt,  so  dass  die  ganze  embryonale  Eniwickelung  in  der 
Leibeshohle  des  Wirthes  durchlaufen  wird.    Schon  einige  Tage 
nach  dem  Eierlegen  schläpfen  die  jungen  Wttrmchen  aus.  Sie  be- 
sitzen bei  einer  LSinge  von  Anfangs  nur  0, 83  mm  ganz  die  ge^rölm- 
liehe  Form  und  Bildung  eines  jungen  Nematoden,  und  bew^egen 
sich  wie  diese  schlängelnd  im  Innern  der  sie  beherbergenden  Lar- 
ven, besonders  im  hintern  Theile  der  Leibeshtfhle.    Wo  mehrere 
ii^con^fiien  vorhanden  sind  —  und  ich  habe  deren  in  den  Larven 
meiner  Zuchtgefässe  schliesslich  bis  zu  40  und  50  Stück  gefunden, 
—  da  wächst  die  Zahl  der  jungen  Würmchen  oftmals  zu  einer 
grossen  Menge  heran,  ohne  dass  die  Träger  darunter,  dem  An- 
schein nach,  besonders  zu  leiden  haben. 

Nach  ihrem  Aussehen  würde  man  die  jungen  Nematoden  fflr 
Rhabditiden  halten  können,  wenn  sie  nicht  durch  die  gleicb- 
mässige  Bildung  und  die  fast  mangelnde  Muskulatur  ihres  zahn- 
losen Pharynx  davon  verschieden  wären.    Ihre  Darmzellen  sind, 
wie  bei  den  genannten  Thieren,  in  zwei  Längsreihen  angeordnet, 
umschliessen  aber  ein  nur  enges  und  schwachbegrenztes  Lumen. 
Die  Genitalanlage  überschreitet  Anfangs  kaum  die  gewöhnliehen 
Dimensionen,  lässt  aber  schon  frühe  eine  Zusammensetzung 
aus  mehreren  Zellen  erkennen. 

Mit  zunehmender  Körpergrösse  beginnt  nun  aber  in  dieser 
Anlage  sehr  bald  ein  beträchtliches  Wachsthum,  so  dass  sie  be- 
reits bei  Würmeben  von  nur  0,3  mm  als  ein  Zellenstrang  von 
fast  0,4  mm  erscheint.  In  der  Regel  verweilen  die  jungen 
Thiere  übrigens  eine  noch  längere  Zeit  im  Innern  ihrer 
Wirthe,  bis  sie  gegen  0,35  mm  messen,  und  dann  kann  man 
an  der  Beschaffenheit  der  Genitalanlage  schon  das  spätere 
Geschlecht  unterscheiden,  indem  dieselbe  bei  den  Weibchen  in 
ihrer  Axe  bereits  ein  schwach  gezeichnetes  Lumen  erkennen 
lässt. 

Obwohl  sich  mir  gleich  bei  der  ersten  Untersuchung  unseres 
A9C(mema  die  Ueberzeugung  aufgedrängt  hatte,  dass  der  Buckel, 
dessen  Anwesenheit  unseren  Wurm  in  so  auffallender  Weise 
auszeichnet,  nur  durch  einen  Vorfall  der  Scheide  entstanden  sei, 
unser  Parasit  also  ähnlich  sich  verhalte,  wie  SphaenUaria,  so 
fehlte  einstweilen  doch  der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser 
Annahme.  Um  diesen  zu  erbringen^  musste  unser  Wurm,  der 
zunächst  nur  in  legereifen  weiblichen  Individuen  und  in  Jugend- 
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formen  auCgefondeo  wurde ,  in  seinen  Zwiscbenzustanden  zur 
Beobachtung  gebracht  worden. 

Da  nun  aber  die  Entwicklung  der  Parasiten  im  Innern  ihrer 
Wirthe  über  das  oben  beschriebene  Stadium  nicht  hinausging, 
auch  niemals  männliche  Thiere  daselbst  angetroffen  wurden,  lag 
die  Yermutfaung  nahe,  dass  die  Wttrmer  vor  ihrer  Legereife  ein 
freies  Leben  führten  und  während  dieser  Zeit  auch  ihre  ge- 
schlechtliche Ausbildung  erreichten. 

Die  Vermuthung  erwies  sich  als  durchaus  richtig.  Man 
braucht  die  inficirten  Larven  nur  zu  zerreissen  und  den  Insassen 
dadurch  Gelegenheit  zur  Auswanderung  zu  geben,  um  zu  sehen, 
wie  diese  bereits  nach  drei  Tagen  zur  Geschlechtsreife  gekom- 
men sind  und  zum  Theil  sogar  sich  schon  begattet  haben.  Form 
und  Grösse  der  geschlechtsreifen  Wttrmer  sind  gegen  frtther 
freilich  nur  wenig  verändert. 

Was  zunächst  die  Männchen  betrifft,  so  messen  diese  nur 
selten  mehr  als  0,36  mm.    Sie  sind  schlanker  und  auch  meist 
etwas  kleiner  als  die  Weibchen,  sonst  diesen  aber  ausserordent- 
lich ähnlich,   gleich  ihnen  auch  mit  einer  bursalosen  langge- 
treckten Schwanzspitze  versehen.     Was  sie  auszeichnet,  ist  die 
Bildung  des  Genitalschlauches  und  die  Anwesenheit  eines  Spi- 
cuiarapparates.    Der  letztere  besteht  aus  zwei  bogenförmig  ge- 
krüniuiten  äusserst  kleinen  Hornnadeln  von  0,003  mm,  die  mit 
ihrer  Convexität  einem  noch  kleineren  Stützplättchen  anliegen. 
Die  frühere  indifferente  Geschlechtsanlage   hat  sich  zu  einem 
ansehnlichen  Ductus  ejaculatorius  entwickelt,  der  mit  winzigen 
Spermazellen  gefüllt  ist  und  sich  vom  in  einen  Hodenschlauch 
mit  homförmig  umgebogenem  Endstücke  fortsetzt. 

Der  Geschlechtsapparat  der  Weibchen  zeigt  eine  ähnliche 
Configuration.  Er  besteht  zunächst  aus  einer  mächtigen  Vagina 
mit  dicker  Zellenwand  und  derber  Cuticula,  die  fast  die  halbe 
Länge  des  Wurmkdrpers  durchzieht  und  auch  nach  hinten  über 
die  Vulva  hinaus  in  Form  eines  kurzen  Blindkanals  sich  fortsetzt. 
An  diesen  schliesst  sich  sodann  ein  Ovarialschlauch,  dessen 
oberes  Ende  homförmig ,  wie  es  für  den  Hodenschlauch  be- 
schrieben wurde,  sich  umbiegt,  während  das  untere  ein  Re- 
ceptaculum  bildet,  das  nach  vollzogener  Begattung  durch  die 
massenhaft  darin  angesammelten  Samenzellen  die  Form  eines 
länglich  ovalen  Säckchens  angenommen  hat.  Das  blinde  Ende 
des  Schlauches  enthält  dotterlosC)  äusserst  kleine  Eier. 
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Die  Geschlechtsthiere  leben  nuD  eine  Zeit  lang  im  Freien, 
ohne  sich  irgend  wie  zu  verändern.  Die  Männchen  existiren 
überhaupt  nur  als  freilebende  Würmer.  Sie  sind  auch  kurz^ 
lebiger  als  die  Weibchen,  die  nach  der  Begattung  i^ie  die 
Weibchen  von  Sjuhaenüaria^  das  freie  Leben,  falls  sich  dazu 
Gelegenheit  bietet,  mit  einem  parasitischen  vertauschen,  und 
erst  dann  zur  vollen  Entwickelung  und  zur  Legereife  heran* 
wachsen. 

Die  Art  der  Einwanderung  habe  ich  eben  so  wenig  fest- 
stellen können,  wie  die  Auswanderungs weise.    Nur  so  viel  darf 
ich  mit  Bestimmtheit  behaupten,  dass  die  Einwanderung   aus- 
schliesslich in  die  Larven  der  Cecidomyia  stattfindet,  an  einen 
bestimmten  Zeitabschnitt   aber  nicht  gebunden   ist.      Ausge- 
wachsene Larven  lassen  sich  kaum  minder  sicher  inficiren,  wie 
jüngere.    Vielleicht,  dass  die  Würmer  durch  den  After  einw^an- 
dern,  wie  das  bei  andern  Insecten-Nematoden  beobachtet  wird. 
Andererseits  ist  freilich  auch  die  Möglichkeit  einer  Einwande- 
rung durch  den  Mund,  wie  solche  wahrscheinlicher  Weise  bei 
Sphaerularia  geschieht,  nicht  ausgeschlossen.  Gleich  dunkel  ist, 
wie  gesagt,  die  Auswanderung  der  jungen  Würmer.    Ich  weiss 
nicht  einmal,  ob  die  Auswanderung  eine  active  ist,  oder  ob  die- 
selbe erst  nach  dem  Tode  des  Wirthes  stattfindet,  wie  mir  fast 
wahrscheinlich  dünkt.    Jedenfalls  verweilen  die  Würmer  nach 
Verlassen  der  Eihüllen  eine  ungewöhnlich  lange  Zeit  im  Innern 
ihrer  Trager,  wie  die  oben  erwähnten  Unterschiede  der  Körper- 
grösse  und  des  Entwicklungszustandes  ihrer  Genitalanlage  zur 
Genüge   anzeigt.    Im  Darme  der  Wirthe   und  im   entleerten 
Kothe  habe  ich  niemals  ein  Würmchen  auffinden  können. 

Ist  die  Einwanderung  nun  aber  einmal  geschehen,  dann 
beginnt  der  Wurm  alsbald  sich  weiter  zu  verändern.  Es 
wächst  die  Körpergrösse  und  gleichzeitig,  ja  noch  mehr,  die 
Grösse  der  Scheide.  Sie  wächst  nicht  blos  in  Länge,  sondern 
auch  in  Dicke,  so  dass  der  früher  schlanke  Körper  beson- 
ders nach  hinten  zu  merklich  aufgetrieben  wird.  Bei  Würmern 
von  0,45  mm  beträgt  diese  Dicke  über  0,045  mm  und  die 
Länge  der  Vagina  reichlich  0,48  mm.  Auf  der  Höhe  der  Ge- 
schlechtsöfinung  nimmt  letztere  dann  nahezu  den  ganzen  Innen- 
raum des  Leibes  in  Anspruch,  so  dass  der  Darm  hart  an  die 
Rückenwand  angedrängt  wird  und  die  firüher  paarweise  einander 
gegenüberliegenden  Zellen  in  eine  einfache  Reihe  sich  anordnen. 
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Wir  greift)  wohl  nicht  fehl,  wenn  wir  diese  Veränderungen 
im  Wesentlichen  auf  das  Wachsthum  der  Seheide  surttokfahren, 
auf  einen  Vorgang,  der  seinerseits  wieder  durch  eine  beträcht« 
liehe  GrOssenznoahme  der  einzelnen  Wandzellen  bedingt  ist. 
Und  diese  Grössensunahme  ist  es  nun  auch,  die  alsbald  zu  der 
Bildung  des  oben  beschriebenen  Buckels  hinfuhrt. 

Die    ersten  Anzeichen  derselben  bemerkt  man  bereits  bei 
Thieren,  die  nur  wenig  ttber  die  oben  angegebene  Grösse  hinaus 
gewachsen  sind.    Man  sieht  die  Zellen  in  einer  grossem  Zahl 
aus  der  Gescblechtsdffnung  hervorquellen  und  gewinnt  sehr  bald 
die  Ueberzeugung,  dass  der  Buckel  in  der  That  nichts  anderes 
als  die  fast  in  ganzer  Ausdehnung  nach  aussen  vorgefallene  Va- 
gina   ist.     Den  Process   dieser  Umstülpung  hat  man  jedoch 
nichl  so  zu  denken,  dass  der  Scheidenkanal  dabei  mit  seinen 
Lippeni^ndem  immer  weiter  hervortritt,  wie  solches  bei  Sphae-- 
nUaria  der  Fall  ist.   Wäre  dem  so,  dann  würde  der  Vorfall  ver- 
mathlich,  wie  bei  letzterer,  die  Form  eines  Schlauches  haben. 
In  Wirklichkeit  verhält  es  sich  insofern  anders,  als  es  an  Stelle 
der  Lippenrandzellen  die  der  Geschlechtsöffnung  gegenüber- 
liegenden Zellen  der  Bückenwand  sind,  welche  die  Ausstülpung 
einleiten.     Unter  gleichzeitiger  Einbiegung  der  betreffenden 
Wandflilche   treten   diese  Zellen  zunächst  zur  Bildung  eines 
conischen  Zapfens  zusammen,  der  pfropfartig  gegen  die  Genital- 
Öffnung  andrängt  und  dieselbe  dann  der  Art  auswellet,  dass  die 
Spitze  des  Zapfens  nach  Aussen  hervortritt.    Es  ist  Anfangs  ein 
nur  kleines  H(>ckerchen,  das  aus  der  Geschlechtsöffnung  hervor- 
sieht, dieselbe  aber  so  vollständig  ausfüllt,  dass  der  Innenraum 
sowohl  des  hintern,  wie  auch  des  vordem  Vaginalschenkels  an 
den  RSindern  derselben  selbständig  ausmündet.    Die  cuticulare 
Auskleidung  dieses  Innenrauoies  ist  jetzt  von  beträchtlicher 
Dicke  und  zeigt  eine  unregelmässige  Faltung .   Auch  der  Genital- 
sehlauch  hat  sich  in  einiger  Hinsicht  verändert,  indem  das  dem 
Reeeptaculum  anhängende  Endstück,  das  Ovarium,  an  Länge 
zugenommen  hat,  und  am  Grunde  des  erstem  die  Bildung  des 
spätem  Uterus  sich  vorbereitet.   Die  volle  Entwicklung  freilich 
erreicht  der  Genitalschlauch  erst  in  einer  spätem  Periode,  wenn 
die  Umstülpung  der  Scheide  nahezu  vollendet  ist.    Doch  dazu 
bedarf  es  nur  eines  Zeitraums  von  wenigen  Tageb. 

So  lange  es  nur  die  der  Genitalöffnung  gegenüberliegende 
BUckenfläche  der  Scheide  ist,  die  nach  aussen  hervortritt,  hat 
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der  Anhang,  obwohl  an  Grösse  allmälig  gewachsen,    eine  ein- 
{ache  Kugelform.    Er  streckt  sich  erst  in  die  Lttnge,  ^^venn  die 
Umstttlpting,  wie  es  zunächst  geschieht,  auf  den  hintern  blind- 
sackartigen  Schenkel  der  Scheide  übergeht.     Aber  auch  hier 
sind  es  anfangs  nur  die  Zellen  der  Rückenwand,  die  aus  der 
immer  mehr  sich  erweiternden  GenitalOfihung  herverciuelleD« 
Die  cuticulareAuskleidung  des  Innen raums  wird  dabei  in  immer 
grösserer  Ausdehnung  nach  aussen  verlegt,  bis  die  Ausstlllpang 
durch  das  Vortreten  der  den  Lippenrand  bildenden  Zellen  ihr 
Ende  erreicht  hat.    Da  die  neu  austretenden  Zellen  der  Reibe 
nach  den  früheren  sich  anfügen,  so  nehmen  die  letzten  naittr* 
lieh  an  dem  in  gleichem  Maasse  sich  vergrOssenden  Buckel  die 
hinterste  Stelle  ein.    Sie  bilden  einen  abgerundeten  YorspruDg, 
der  die  frühere  Geschlechtsöffnung  überragt  und  den  bis  dahin 
gestreckten  Schwanztheil  des  Wurmes  nach  dem  Rücken  zu  em- 
porhebt. 

Der  vordere  längere  Schenkel  der  Vagina  hat  bis  daäio 
an  diesem  Vorgang  kaum  einen  merklichen  Antheil  genommen. 
Doch  das  ändert  sich,  sobald  die  Umstülpung  des  hintern  Ab- 
schnittes vollendet  ist.     Die  Zeilen  desselben  beginnen  dann 
gleichfalls  nach  aussen  hervorzuquellen  und  zwar  zunächst  im 
ganzen  Umfange  des  Lippenrandes,  so  dass  dieser  in  Form  eines 
kurzen  röhrigen  Aufsatzes  an  den  Vorderrand  des  frühernBuekei« 
sich  anfügt.    Das  Ende  des  Aufsatzes  trägt  natürlich  eine  Oeff- 
nung,  die  sich  in  den  Innenraum  der  Scheide  hinein  fortsetzt. 
Doch  die  Umstülpung  nimmt  insofern  alsbald  einen  nnregel- 
massigen  Verlauf,  als  die  Zellen  des  Scheidenkanals  beim  Hervor- 
treten in  grossester  Menge  wiederum  nach  hinten  sich  wenden  und 
dem  frühem  Buckel  sich  anschliessen,  anstatt  ringförmig  um  die 
Scheidenöffnung  herumzugreifen.   Auf  diese  Weise  geschieht  es 
dann,  dass  letztere  immer  mehr  nach  vorn  gedrängt  wird  und 
schliesslich,  wenn  die  Ausstülpung  vollendet,  mit  den  sie  um- 
gebenden Zellen  zapfenartig  nach  dem  Kopfe  zu  vorspringt.  Mit 
dem  Austreten  einer  immerfort  sich  vergrössemden  Menge  von 
Zellen  wird  die  Vagina  selbst  natürlich  immer  kürzer,  bis  schliess- 
lich nur  noch  das  letzte  Ende  derselben  seine  frühere  Beschaf- 
fenheit beibehält.    Es  bildet  in  diesem  Zustande  das  oben  be-* 
schriebene  zwiebeiförmige  Endstück  des  Geschlechtsapparates, 
das  schon  durch  seinen  Bau  die  Zugehörigkeit  zum  Genitalbuckel 
hinreichend  kundthut.    Dass  dasselbe  seine  ursprüngliche  Lage 
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verändert  hat,  aus  der  Leibeshöhle  in  den  Innenraum  des  Buckels 
fibergetreten  ist,  erklärt  sich  aus  den  inzwischen  veränderten 
Druckverhaltnissen ,  die  durch  die  allmälig  zur  vollen  Ent- 
wicklung gekommenen  Geschlechtsorgane,  die  keimbereitenden 
Theile  (Ovarium)  so  gut,  wie  auch  die  Leitungswege  (Uterus), 
bedingt  werden.  Dier  gesteigerte  Druck  ist  es  auch,  der  sowohl 
den  Genitalbuckel,  wie  den  gesammten  Körper,  so  weit  er 
von  dem  Geschlechtsapparat  durchsetzt  wird,  immer  stärker 
ausweitet  und  dadurch  dann  die  eigenthümliche  Gestaltung 
unseres  Ascanema  zur  Folge  hat.  Der  Ropfzapfen  und  das  hin- 
terste Schwanzende  sind  die  einzigen  Rörpertheile ,  die  ihre 
fraheren Formverhältnisse  beibehalten.  Dass  ersterer  in  anderer 
Hinsicht  sich  verändert,  indem  der  Pharynx,  der  denselben 
durchsetzt,  seine  Selbständigkeit  aufgiebt  und  mit  der  anliegen- 
den Leibeswand  verwächst,  erscheint  als  der  Ausdruck  derselben 
rttckscbreitenden  Metamorphose,  die  wir  an  dem  Darme  schon 
früher  kennen  gelernt  haben. 

Dass  die  Lebensgeschicbte  unseres  Asconema  ein  Abbild 
jener  Verhältnisse  und  Zustände  bietet,  die  wir  durch  Schneider 
und  mich  bei  Sphaerularia  kennen  gelernt  haben,  bedarf  nach  dem 
Voranstehenden  kaum  noch  der  ausdrücklichen  Betonung.  Beide 
Würmergleichen  einander  nicht  blos  dadurch,  dasssie  ihre  Vagina 
nach  aussen  umstülpen  und  zu  einem  eigenthümlichen  Anhange 
entwickeln,  sondern  weiter  auch  insofern,  als  bei  ihnen  die 
männliche  Geschlechtsreife  und  die  Begattung  in  die  Zeit  des 
freien  Lebens  verlegt  ist,  und  nur  die  Weibchen  es  sind,  die 
zu  Eingeweidewürmern  werden.  Der  Unterschied,  der  zwischen 
ihnen  ohwaltet,  reducirt  sich  darauf,  dass  der  Genitalanhang  von 
Asconema  weit  weniger  selbständig  sich  entwickelt,  und  die 
ganze  Lebensgeschichte  in  einen  weit  engem  Zeitraum  sich  zu- 
sammendrängt. 
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Ca?/  B&imhard  Stark  1879. 
Johann  Ernst  Otto  Stobbe  1887. 
Friedrich  Tuch  1867. 
Friedrich  August  Ukert  ^851. 
Wilhelm  Wachsmuth  1866. 
Car/  Geo7'j  ron  Wächter  1880. 
i4nfon  We5^e7'iwawn  1869. 


Mathematisch-physische  Classe. 

Heinrich  d^ Arrest  1875.  Ludwig    Alberet    Wilhelrn  ^"on 

Heinrich  Richard  Baltzer  1887.  Äeso/d  1868. 


Carl  Bruhns  4881. 
Carl  Gustav  Carus  4869. 
Julius  Cohnheim  4884. 
Johann    Wolfgang    Döbereiner 

4849. 
Otto  Linne  Erdmann  4869. 
Gustav  Theodor  Fechner  4887. 
Otto  Funke  4879. 
Peter  Andreas  Hansen  4874. 
Wilhelm  Hofmeister  4  877. 
Emil  Huschke  4858. 
Hermann  Kolbe  4884. 
Gustav  Kunze  4854. 
Carl  Gotthelf  Lehmann  4863. 
Bernhard  August  von  Linden  au 

4854. 
Richard  Felix  Marchand  4850. 
Georg  Metten ius  4866. 


August  Ferdinand  Möbius  4  868. 
Carl  Friedlich  Naumann  4873. 
Eduard  Pöppig  4868. 
Ferdinand  Reich  4882. 
Theodor  Scheerer  4875. 
Matthias  Jacob  Schieiden  4884. 
Christian  Friedrich  Schwägri- 

chen  4853. 
Ludwig  Friedrich  Wilhelm  Au- 

gust  Seebeck  4849. 
Samuel  Friedrich  Nathanael  von 

Stein  4  885. 
Alfred  Wilhelm  Volkmann  4877. 
Eduard  Friedrich  Weber  4874. 
J^rns^  Heinrich  Weber  4878. 
Johann  Carl   Friedrich  Zöllner 

4882. 


Leipzig,  am  3i.  December  1887. 
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Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bureaus.    Redig.  v.  V.  Böhmert. 
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Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschafil.  Gesellschaft 
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Bericht  über  die  im  Jahr  4886  den  Herzogt.  Sammlungen  zugegangenen 

Geschenke.   Gotha  4  887. 
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der  Naturforscher.    H.  XXII,  No.  21-24.  XXIII,  No.  3—20.    Halle 
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Abhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  Bd.  46,  H.  4. 
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Bericht  über  die  Sitzungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle  im 
J.  4  885.  86.    Halle  4  885.  86. 
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in  Charta  aegyptiaca  superest  denuo  edita  a  Frdr.  Blass.  Volbekr, 
Frdr.,  Professoren  und  Docenten  derChristian-Albrechls-Universität 
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J.  4  886/87. 
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Fünfter  Beriebt  der  Commission  zur  wissenschaftl.  Untersuchung  der  deut- 
schen Meere  in  Kiel  f.  d.  Jahre  4882—86.  Jahrg.  4  2 — 46.  Berlin  4887. 

Schriften  der  physikal. -ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg.  Jahrg. 
27  (4886).  Königsberg  4887. 

Vierteljahrsschrift  der  astronom.  Gesellschaft.  Jahrg.  22,  H.  4—3.  Leip- 
zig 4887. 

Zeitschrift  des  Vereins  für  Lübeckische  Geschichte  u.  Alterihumskande. 
Bd.  5,  H.  4.  2.    Lübeck  4886.  87. 

Jahresbericht  u.  Abhandlungen  des  Naturwissenschaft!.  Vereins  in  Magde- 
burg.  4886.   Magdeburg  4  887. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  Juli  4886— Juli 
4887.  Meissen  4  887. 

Abhandlungen  der  mathem.-physikal.  Cl.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wisseoscb. 
Bd.  4  5  (in  d.  Reihe  d.  Denkscbr.  d.  58.  Bd.),  Abtb.  3.  Bd.  46  (in  d. 
Reihe  d.  Denkscbr.  d.  56.  Bd.),  Abth.  4.    München  4886.  87. 

Sitzungsberichte  der  mathem.-physikal.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.Wiss. 
zu  München.  Jahrg.  4  886,  H.  2.  3.  Jahrg.  4  887,  H.  4.  2.  München 
4886.  87. 

Sitzungsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wiss.  zu  München.  Jahrg.  4  886,  H.  3.  4.  Jahrg.  4887,  Bd.  I,  H.  4—3. 
Bd.  II,  H.  4.  2.    München  4886.  87. 

Hertwig^  R.,  Gedächtnisrede  auf  Carl  Theodor  v.  Siebold,  gehalten  in  der 
öfTentl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  zur  Feier  ihres  427.  SÜt- 
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Bauern feind,  C.  M.  v.,  Gedächtnisrede  auf  Joseph  v.  Fraunhofer  zur  Feier 
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Giesebrecht,  W,  v,,  Gedächtnisrede  auf  Leopold  v.  Ranke,  gehalten  in  der 
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Ertekez6sek  a  nyelv-  6s  szöptudomanyok  körtiböl.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akadömia.  Köt.  12,  Sz.  6—12.  K6t.13,  Sz.  1—12.  Budapest  1885.  86. 
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MihalkovicSf  G^za,  Agerinczes  lUlatok  kivälasztö  6s  ivarszerveinek  fejiedöse. 
Budapest  1885. 

Munkdcsiy  Bern.,  Votjük  nepkölt6szeti  hagyomänyok.  Kiadja  a  Magyar 
tudom.  Akad.   Budapest  1887. 

Nydry,  Alb.  Bdrö,  A  heraldika  vez6rfonala.  Budapest  1886. 

(K'dry,  L.,  Diplomatarium  relationum  Gabrielis  Bethlen  cum  Yenetorum 
republica.  Budapest  1886. 

Szddeczky,  L,,  Bölhory  Istvän  lengyel  kirälylyä  vÄlasztäsa.  1574 — 76.  A 
Magyar  tudom.  Akad.  tört6nelmi  bizotlsaga  megbizäsäböl.  Budapest 
1887. 

Szentkldray,  J.,  A  Dunai  hajöhadak  tört6Qete.  Budapest  1 886. 
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SzH&gyi,  Sdndor,  A  Liozi  bäke  okirattära.  Budapest  4885. 

ThclVf  K'^  A  szökesi  Gröf  Bercs^nyi  csaläd.  4525 — 4835.  Kötet  1.  2.  Buda- 
pest 4  S85.  87. 

feite;,  A.,  Magyarorszägi  Idrök  kincstäri  defterek.   Kötet  4.   Budapest  4  886. 

Wlassics,  Gyula,  A  bünkis6rlet  6s  bevögzett  büncselekm^ny.  Kötet  4 .  2. 
Budapest  4885.  87. 

Verzeichnis  d.  öflentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-Josefs-Universltät  zu 
Czernowitz  im  Sommer- Sem.  4  887,  Winter-Sem.  4  887/88.  — 
Uebersicht  der  akad.  Behörden,  Winter-Sem.  4887/88. 

Beiträge  zur  Kunde  steiermörkischer  Geschichtsquellen.  Herausgeg.  vom 
histor.  Vereine  für  Steiermark.  Jahrg.  22.   Graz  4887. 

Mittheilungen  des  histor.  Vereines  für  Steiermark.  Heft  35.  Graz  4  887. 

Zeitschrift  des  Ferdinandeums  für  Tirol  u.  Vorarlberg.  3.  Folge.  Heft  30. 
Innsbruck  4886. 

Berichte  des  naturwiss.- medizinischen  Vereines  in  Innsbruck.  Jahrg.  4  5 
{4884/85  u.  4885/86).  Innsbruck  4886. 

Revue  aus  dem  Inhalte  der  Medicin.  Abtheilung  des  »Orvos-termäszettu- 
domänyi  Ertesitö«  (Medicin. -naturwiss.  Mittheilungen).  Organ  der 
medicin. -naturwiss.  Section  des  Siebenbürgischen  Museumvereins. 
Bd.  9  (4887),  H.  4.  2.  Klausenbu  rg  4887.  —  Revue  aus  d.  Inhalte 
der  Naturwiss.  Abtheilung.  Bd.  9  (4  887),  H.  4.  2.  Klausenburg  4  887. 

Abhandlungen  der  mathem. -naturwiss.  Gl.  der  k.  böhmischen  Gesellschaft 
d.  Wissenschaften.  7.  Folge,  Bd.  4.  Prag  4886.  —  Abhandlungen 
der  Classe  f.  Philos.,  Geschichte  u.  Philologie.  7.  Folge,  Bd.  4.  Prag 
4886. 

Jahresbericht  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  d.  Wissenschaften,  erstattet 
am  46.  Jan.  4  886;   45.  Jan.  4887.    Prag  4886.  87. 

Sitzungsberichte  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  d.  Wissensch.  Mathem. - 
naturw.  GL  Jahrg.  4  885.  86.  Prag  4  886.  87.  —  Philos.-hist.-philol. 
Gl.    Jahrg.  4  885.  86.    Prag  4886.  87. 

Regesta  diplomatica  nee  non  epistolaria  Bohemiae  et  Moraviae.   Opera  Jos. 

Emier.    P.  lU  (4344  —  33),  Vol.  4— 5.    P.  IV   (4333  —  46),   Vol.  4  — 5 

Sumptibus  R.  scientiarum  Societatis  Bohemiae).    Pragae  4  884—86. 

Jahresbericht  der  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenten  in  Prag. 
Vereinsj.  4  886/87  (88.  Jahrg.).  Prag  4  887. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Prag  im  J.  4886.   Jahrg.  47.  Prag  4  887. 

Personalstand  der  k.  k.  Deutschen  Garl-Ferdinands-Universität  in  Prag  zu 
Anfang  d.  Studienjahres  4887 — 88. 

Mitlheilungen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen. 
Jahrg.  25,  No.  4—4.  Prag  4  886.  87. 

Lotes.  Jahrbuch  f.  Naturwissenschaft.  Im  Auftrag  des  Vereines  »Lotos» 
herausg.  N.  F.  Bd.  7.  8  (der  ganzen  Reihe  Bd.  35.  36).  Prag  4  887.  88. 

Verhandlungen  des  Vereins  f.  Natur- u.  Heilkunde  zu  Presburg.  N.  F. 
Heft  5  (Jahrg.  4884—83),  6  (Jahrg.  4884—86).    Presburg  4884.  87. 

Bulletino  di  archeologia  e  storia  dalmata.  Anno  9  (4  886),  No.  42.  Anno  4  0 
(4887),  No.  4—9.  44.    Spalato  4886.  87. 

Anzeiger  der  Kaiser].  Akad.  d.  Wissenschaften  in  Wien.  Math.-phvs.  Gl. 
Jahrg.  28  (4  886),  No.  25—27.   Jahrg.  24  (4  887),  No.  4—25. 
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Archiv  für  Österreich.  Geschichte.  Hcrausg.  von  der  zur  Pflege  vaterlSod. 
Geschichte  aufgestellten  Commission  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissenscb. 
Bd.  68,  2.  Hälfte.    Bd.  69,  4.  u.  2.  Hälfte.    Bd.  70.   Wien  1g87. 

Denkschriften  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Mathem.-natur^*.  Cl.  Bd. 
54.  52.  Wien  4886.  87. 

Denkschriften  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Phi)os.-bisior.  CK  Register 
(II}  zu  den  Bänden  45—35.  Wien  4  $86. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wiss.  Mathem. -natura*.  Ci.  Bd.  93 
(4  886),  Abth.  I,  Heft  4.  5.  Abth.  H,  Heft  3—5.  Abth.  HI,  HeD  4—5. 
Bd.  94  (4886).  Abth.  I,  Heft  4— 5.  Abth.  II,  Heft  4—5.  Abth.  III, 
Heft  4—5.    Bd.  95  (4887),  Abth.  II,  Heft  4.  2.   Wien  4886.  87. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Pbilos.-histor.CI.  Bd.  Ht 
(4886),  Heft  4.  2.  Bd.  443  (4886),  Heft  4.  2.  Bd.  444  (4887;,  Heft  4. 
Wien  4  886.  87. 

Mittheilungen  der  k.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  4886.  Bd.  29 
(N.  F.  Bd.  49).  Wien  4  886. 

Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch- botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 
4  886,  III.  u.  IV.  Quartal.    4887,  I.  u.  II.  Quartal.   Wien  4886.  87. 

Annaien  des  k.  k.  naturbistor Ischen  Hofmuseums.  Bd.  2,  No.  4—4.  Wien 
4887. 

Abhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Bd.  4  2,  No.  4.  Wien 
4886. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4886  (Bd.  36,,  H.  4. 
Wien  4886. 

Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4  886,  No.  43 — 48. 
Jahrg.  4  887,  No.  4. 

Belgien. 

Annales  de  I'Acadömie  d'arcb^ologie  de  Belgique.  T.  44  (IV.  S^r.  T.  r. 
Anvers  4885.  —  Bulletin  (IV.  S^r.  des  Annales),  No.  8.  9.  Anvers 
4886. 

Annuaire  de  l'Acadämie  R.  des  sciences,  des  lettresetdes  beaux-arls  de 
Belgique.    4886  (Annöe  52;.    4  887  (Ann^e  53).    Bruxelles  d.  J. 

Bulletins  de  l'Acad^^mie  R.  des  sciences,  des  letlres  et  des  beaux-arls  de 
Belgique.  Ann6e  55  (4  885),  HI.  S6r.  T.  9.  4  0.  Ann^  56  (4$86), 
III.  S6r.  T.  44.  42.    Annee  57  (4887),  III.  S^r.  T.  43.  Bruxelles d. J. 

Catalogue  des  livres  de  la  biblioth^que  de  TAcad.  des  sciences,  des  lettres 
et  des  beaux-arts  de  Belgique.   P.  I.  II,  4.2.   Bruxelles  4884.  83.  87. 

Mämoires  couronnäs  et  aulres  Mömoires  p.  p.  l'Acad.  R.  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  CoUection  in-80.  T.  37 — 39. 
Bruxelles  4  886. 

M^moires  couronnös  et  Mömoires  des  savants  dtrangers  p.  p.  TAcad.  R.  des 
sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  T.  47. 48.  Bru- 
xelles 4  886. 

M^moires  de  TAcad.  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgi- 
que. T.  46.  Bruxelles  4  886. 

Acad.  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Notices 
biographiques  et  bibliographiques.  4  886.   Bruxelles  4  887. 

Annales  de  la  Sociöt^  entomologique  de  Belgique.   T.  80.   Bruxelles  18S6. 
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Dänemark. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  i 
aaret  1886,  No.  3.  4887.  No.  1.  Kjebenhavn  d.  J. 

Det  KoDg.  Daoske  Videnskabernes  Selskabs  SkriTter.   Naturvid.  og  mathe- 
mai.  Afd.  6.  Raakke.   Bd.  4,  No.  8.   Kjebenhavn  1887. 

Regesta  diplomatica  historiae  Danicae,  cura  Societalis  Reg.  scient.  Danicae. 
Ser.  II.  T.  4,  Fase.  5.  Kjebenhavn  4  886. 

England. 

Proceedings  of  tbe  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  5,  P.  6.  Vol.  6, 
P.  4.  2.    Cambridge  4  886.  87. 

TransactioDs  of  tbe  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  4  4,  P.  2.   Cam- 
bridge 4887. 

Royal  Irish  Academy.  Cunningham  Memoirs.  No.  2.  3.   Dublin  4  886. 

Proceedings  of  tbe  R.  Irish  Academy.   Ser.  II.  Vol.  2  (Polite  literature  and 
aniiquities),  Nr.  6.  7.  Vol.  4  (Science),  No.  4—5.   Dublin  4  884—86. 

R.  Irish  Academy.  Todd  Lectare  Series.  Vol.  2,  P.  4.   Dublin  4  885. 

The  Transactions  of  the  R.  Irish  Academy.    Vol.  27  (Polite  literature  and 
antiquities),  P.  6—8.  Vol.  28  (Science),  P.  4  4—25.   Dublin  <8S8— 86. 

The  scientific  Proceedings  of  the  R.  Dublin  Society.  N.  Ser.  Vol.  5,  P.  3 — 6. 
Dublin  4886.  87. 

The   scientific  Transactions  of  the   R.  Dublin   Society.    Ser.  II.    Vol.  3, 
No.  4  4—43.  Dublin  4886.  87. 

Journal  of  the  R.  Geological  Society  of  Ireland.    Vol.  48  (N.  Ser.  Vol.  8), 
P.  4.  2.    Dublin  48{f6.  87. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britain.    Vol.  XI,  P.  3  (No.  80). 

XII,  P.  4  (No.  84).   London  4887.  —  List  of  the  members,  4  886. 

4  887.    London  d.  J. 
Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.    Vol.  XLI,  No.  248 — 250.   Vol. 

XLII,  No.  254—257.   Vol.  XLllI,  No.  258.  259.  London  4  886.  87. 

Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  For  the  year  4886. 
Vol.  477,  P.  4.  2.  London  4886.  87.  —  The  R.  Society,  30.  Nov.  4886 
fList  of  the  members). 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  4  7,  No.  272—279. 
Vol.  48,  Nr.  280—300.    London  4887. 

Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 
Proceedings.  Ser.  II.  Vol.  6  (4886),'  P.  6».  4887,  P.  «—6.  London  4  887. 

Report  on  the  scientific  results  of  the  exploring  voyage  of  H.  M.  S.  ChaJ- 
lenger,  4  873— 76.  Zoology,  Vol.  4  7.  48,  P.  L  II  and  Plates.  4  9.20.2«, 
Text  and  Plates.  22.  —  Botany  Vol.  2.  London  4  886.  87. 

Frankreich. 

M^moires  de  l'Acadömie  des  sciences,  belies -lettres  et  arts  de  Lyon. 
Classe  des  lettres.  Vol.  23.   Paris,  Lyon  4885—86. 

GtUguef  M.-C,  Cartulaire  Lyonnais.  T.  1.  Documents  ant^rieurs  ä  Tann^e 
4S55  (Collection  de  documents  inädits  pour  servir  ä  Thistoire  du 
Lyonnais,  p.  p.  les  soins  de  l'Acad.  des  sciences,  belles-lettres  et  arts 
de  Lyon;.   Lyon  4  885. 
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» 

Annales  de  la  Soci^tä  Linn^enne  de  Lyon.  Nouv.  S6r.  T.  29,  Fase.  8,  Plan- 
ches  4—4.  T.  30.  Bi.  Lyon  4  884.  83. 

Acad^mie  des  sciences  et  lettres  de  Montpellier.  M^moires  de  la  sectioa 
des  lettres.  T.  7,  Fase.  3  (Ann6e  4885/86).  —  M6moires  de  la  section 
de  möd^cine.  T.  6^  Faso.  1  (Annäe  4  885/86).    Montpellier  4886. 

Bulletin  de  la  Soci^t^  des  sciences  de  Nan cy  (ancienne  Soci^t^  des  sciences 
naturelles  de  Strasbourg) .  S6r.  II.  T.  8,  Fase.  49.  Ann6e  49  (4886). 
Paris  4  886. 

Comit6  international  des  poids  et  mesures.  Proc^s-verbaux  des  s^ances  de 
4886.    Paris  4887. 

Journal  de  l'Ecole  polytechnique ,  publ.  p.  le  Conseil  d'instructioa  de 
cet  6tablissemet)t.  Cah.  56.  Paris  4  886. 

Mission  scientiflque  du  Cap  Hörn,  4882 — 83.  T.  3.  Magn6tisme  terrestre. 
Paris  4  886. 

Bulletin  de  la  Sociöt^  matb^matique  de  France.  T.  44,  No.  5.  T.  4  5, 
No.  4—6.  Paris  4  886.  87. 


Holland  und  Luxemburg. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam, 
voor  4  885. 

Verbandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenscbappen.  Afdeel.  Natuurkunde. 
Deel  XXV.  Amsterdam  4  887. 

Verslagon  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. III.Reeks,  Deel  3.  Amsterdam  4  887.  —  Afdeel.  Natuurkunde. 
III.Reeks,  Deel  2.  Amsterdam  4  886. 

Judas  Macbabaeus.  Nupta  ad  amicam.  Carmina  in  certamine  poet.  in- 
dicto  ab  Acad.  Reg.  discipünarum  Neerlandica  praemio  et  laude 
ornata.  Amstelod.  4  886. 

Bijdragen  tot  de  Dierkunde,  uitg.  door  het  Genootschap  »Natura  artis  ma- 
gistra«  te  Amsterdam.   Aflev.  4  3.   Amsterdam  4886. 

Annales  de  l'Ecole  Polytecbnique  de  Delft.  T.  2,  Livr.  3.  4.  T.  3,  Livr.  1—3. 
Leide  4  886.  87. 

Archives  nöerlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,  publikes  par 
la  Soci^tö  Hollandaise  des  sciences  ä  Harlem.  T.  24,  Li\T.  2— 3. 
T.  22,  Livr.  4—3.   Harlem  4  886.  87. 

Programme  van  de  Hollandscbe  Maatschappij  der  wetenscbappen  te  Haar- 
lem  voor  bet  jaar  4  884.  85.  —  Naamlijst  van  directeuren  en  leden 
van  de  Holl.  Maatscb.  d.  wetenscbappen  te  Haarlem.    24.  mei  1885. 

NBtuurkundige  Verbandelingen  van  de  Hollandscbe  Maatscbappij  der^'eteo- 
scbappen.  HI.  Verzameling.  Deel  4,  St.  3.  4.  Deel  5,  St.  4.  Haarlem 
4883.  87. 

Arcbives  du  Mus6e  Teyler.  S6r.  H.  Vol.  3,  P.  4.   Harlem  4887. 

Fondation  Teyler.  Catalogue  de  la  bibliolb^que,  dress6  p.  C.  Ekama.  Livr. 
5.  6.  Harlem  4  886. 

Handelingen  en  Mededeelingen  van  de  Maatscbappij  der  Nederlandsche 
Letterkunde  te  Leiden  over  bet  jaar  4886.  Leiden  4886. 

Levensberigten  der  afgestorvene  medeleden  van  de  Maatscbappij  der  Neder- 
landscbe  Letterkunde  te  Leiden.  Bijlage  tot  de  Handelingen  van  4886. 
Leiden  4  886. 
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Nederlandscb  kniidkundig  Archief.  Verslagen  en  Mededeelingen  der 
Nederlandsche  botanische  Vereeniging.  Ser.  II.  Deei  5,  St.  4. 
Nijmegen  4887. 

Aanteekeningen  van  bet  verbandelde  in  de  sectie-vergaderingen  van  bet 
Provinc.  Utrecbtscbe  Genootschap  van  kunsten  en  wetenscbappen, 
ter  gelegenheid  van  de  algem.  vergaderingen  gehouden  d.  28.  Sept. 
1886.    ütrecbt  4886. 

Questions  mises  au  concours  par  la  Soci^t6  des  arts  et  des  sciences 
ätablie  ä  Utrecbt,  4887. 

Verslag  van  bet  verbandelde  in  de  algem.  vergader.  van  bet  Provinc.  Ut- 
recbtscbe Genootschap  van  kunsten  en  wetensch. ,  gehouden  d. 
28.  Sept.  4886.  Utrecht  4886. 

Fränkel,  Sigm.,  Die  aramtfischen  Fremdwörter  im  Arabischen.  Eine 
von  »bet  Provinz.  Utrecbtscbe  Genootschap  van  kunsten  en  weten- 
schappen«  gekrönte  Preisschrift.  Leiden  4  886. 

Bijdragen  en  Mededeelingen  van  bet  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 
Utrecht.  DeeHO.  Utrecht  4  887. 

Werken  van  bet  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.  Ser.  43—45. 
Utrecht  4886.  87. 

Onderzoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  der  Utrecbtscbe 
Hoogeschool.  Uitgeg.  door  Donders  en  Engelmann.  III.  Reeks. 
Deel  X,  St.  2.  Utrecht  4  887. 

Pablications  de  l'Institut  R.  Grand-Ducal  de  Luxembourg.  Section  des 
sciences  naturelles.  T.  20.  Luxembourg  4  886. 

Oservations  mötöorologiques,  faites  ä  Luxembourg  p.  F.  Reuter.  Vol.  3.  4. 
Luxembourg  4  887. 

Italien. 

Bollettino  delle  pubblicazioni  ilaliane  ricevute  per  dirilto  di  stampa.  4  886, 
No.  24  e  Indici  S.   4—455.   4887,  No.  25—47.   Firenze  4886.  87. 

Bollettino  delle  opere  moderne  straniere  acquistate  dalle  biblioteche  pub- 
bliche governative  del  regno  d'llalia.  Vol.  4  (4886),  No.  5.  6  e  In- 
dice.  Vol.  2  (4  887),  No.  4—3.  Roma  4  886.  87. 

Novi  Commentarii  Academiae  scientiarium  Instituti  Bononiensis.  T.  4 — 4  0. 
Bononiae  4834 — 49,  und  Indices  generales  in  Nov.  Comment. 
Bononiae  4  855.  —  Memorie  delTAccademia  delle  scienze  dell'Isti- 
tuto  di  Bologna.  T.  4 — 12.  Bologna  4850 — 64,  und  Indici  generali. 
Bologna  4  864.  —  Serie  II.  T.  4—4  0.  Bologna  4862—70  und  Indici 
generali.  Bologna  4874.  —  Serie  IIL  T.  4—40.  Bologna  4874—79, 
und  Indici  generali.  Bologna  4  880.  —  Ser.  IV.  T.  4 — 7.  Bologna 
4880—86. 

Galvanik  Luigi,  Opere  edite  e  inedite.  Raccolte  e  pubbl.  p.  cura  dell'Acca- 
demia  delle  scienze  deiristituto  di  Bologna.  Bologna  4  8H.  Nebst 
Aggiunta.  Bologna  4842. 

Giudice,  Franc,  del,  Universalitä  dei  mezzi  di  previdenza,  difesa,  e  salvezza 
per  le  calamitä  degl'  incendi.  Opera  premiata  dairAccademia  delle 
scienze  deiristituto  di  Bologna.  Bologna  4  848. 

Della  instituzione  de'  pompieri  per  grandi  ciltä  e  terre  minori.    Opera 

premiata  daU'Accademia  delle  scienze  deiristituto  di  Bologna.  Bo- 
logna 4  852. 
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Pttbblicazioni  del  R.  Istituto  di  studi  superiori  pralici  e  di  perfezionamento 
in  Firenze.  Sezione  di  filosofia  efilologia.  Rondoni,  G.,  IpüiaoUchi 
frammenti  del  Costiluto  FiorentiDO.  Firenze  4  882.  Del  Vecckio,  A,, 
Le  seconde  nozze  del  conjoge  superstite.  Studio  storico.  Firenze  1885. 
—  Sezione  di  medicina  e  chinirgia  e  Scuola  di  farmacia.  Archiv io 
della  Scuola  d'anatomia  patologica,  diretto  da  G.  Pellizari.  Vol.  II. 
Firenze  4  883.  Filippi,  A.,  Esegesi  medico  legale  sul  Methodas  testi- 
ficandi  di  G.  B.  Codronchi.  Firenze  4883.  —  Sezione  di  scienze  fisiebe 
e  naturali.  Luciani,  I,.,  Ltnee  generali  della  fisiologia  del  cervelietto. 
Prima  memoria.  Firenze  4  884.  RöiU,  A.,  Osservazioni  continue  della 
eleitriciiä  atmosferica.  Fireuze  4884. 

Reale  Istituto  Lombardo  dt  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  49. 
Milano  4886. 

Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  artl  di  Mode  na.  Ser.  I. 
T.  20,  P.  3.  Ser.  II.  Vol.  4.  Modena  4  882.  86. 

Annali  della  R.  Scuola  normale  saperiore  di  Pisa.  Della  Serie  Vol.  8  Scienze 
fisiche  e  naturali,  Vol.  4).  Pisa  4887. 

Atti  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.   Memorie,     j 
Vol.  8,  Fase.  4.  2.  Pisa  4886.  87. 

Processi  verbali  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa. 
Vol.  5,  adunanza  del  44.  Nov.  4886,  9.  Genn..  43.  Marzo,  8.  Maggio, 
3.  Luglio  4887. 

Atti  della  R.  Accademia  de'Lincei.  Serie IV.  Memorie  della  Classe  di  scieoze 
fisiche,  matemat.  e  naturali.  Vol.  4.  Roma  4883.  —  Memorie  della 
classe  di  scienze  morali,  storiche  e  filologiche.  Vol.  4.2,  P.  2  No- 
tizie  degli  scavi,  4  886,  Genn.  —  Dlcemhre  e  Indice  topografico . 
Roma  4885.  86.  —  Rendiconti.  Vol.  2,  II.  Sem.,  Fase.  4  0—42.  Vol. 
3,  1.  Sem.,  Fase.  4—43.  II.  Sem.,  Fase.  4—5.  Roma  4886.  87. 

Mittheilnngen  des  Kais.  Deutsehen  Archaeologischen  Instituts.  Rtimiscbe 
Abtheilung  (Bullettino  deir  Imp.  Istituto  Archeologico  Germaaico. 
Sezione  Romana).  Bd.  4,  H.  4.  Bd.  2.  H.  4—3.  Rom  4  886.  87. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torin  o.  Vol.  XXII,  Disp.  4— (5. 
Torino  4  887. 

BoUettino  meteorologico  ed  astronomico  delT  Osservatorio  della  R.  Coiver- 
Sita  di  Torino.  Anno  24  (4  886).  Parte  meteorologica.  Torino  4887. 

Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  T.  3,  Disp.  40.  T.  4. 
Disp.  4—40  eAppendice.  T.  5,  Disp.  4.  Venezia  4884/85— 1886/87. 

Russland. 

Meteorologische  Beobachtungen  angestellt  in  Dorpat.  Bd.  5,  S.  4-64 
(Dorpat4  886.  87). 

Weikrauch,  K.,  Zwanzigjährige  Mittelwerthe  aus  den  meteorologischen  Be- 
obachtungen 4  866 — 4885  für  Dorpat.  Ergänzungsheft  zum  4.  Bande 
der  Dorpater  meteorolog.  Beobachtungen.  Dorpat  4  887. 

Bericht  über  die  Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  den  Regenstationen  der 
Kaiserlichen  livländ.  gemeinnützigen  u.  Ökonom.  Societät  f.  d.  J.4865. 
Dorpat  4886. 

'Bidrag  tili  kännedom  af  Finlands  natur  och  folk,  utg.  afFinska  Veleoskaps* 
Societ.  Haftet  44.   Helsingfors  4887. 
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Observation«  pabli6e6  par  riostituk  m^ft^roIogMiae  central  de  la  Soci6t^  des 
sciences  de  Finlande.  Vol.  4,  Livr.  4  (Observations  mätterol.  faiies 
k  Uelsingfors  en  488S}.  Vol.  3,  Livr.  4  (Obeervat.  mätöorol.  faites  k 
Helaiogfors  en  4883).  Helsingfors  4886. 

Exploration  internationale  des  r^gions  polaires,  4882/83  et  48^3/84.  Exp^- 
diiion  polaire  finlandaise.  T.  II.  Observations  faites  aux  stations  de 
Sodankyltt  et  de  Kullala  p.  S.  Lemström  et  £.  Biese.  Helsingfors 
4887. 

t'niversitetskija  Izvestija.  God  26  (4  886),  No.  4  0—42.  God  27  (4887),  No. 
4—9.  Kiev4886.  87. 

Balletin  de  la  Sociötö  Imp^r.  des  Naturalistös  deMoscou.  T.  62  (Ann^e 
4886),  No.  4.    T.  63   (Ann^e  4887),  No.  4—3.  Moscou  4887. 

Meteorologische  Beobachtungen,  ausgeführt  am  Meteorol.  Observatorium 
d.  Landwirthschaftlichen  Akademie  zu  Moskau  von  A:  A.  Fad^i^ff. 
4886,  2.  Htflfte  (Beilage  z.  Bulletin  de  la  Soc.  Imp.  des  Natural,  de 
Moscou,  T.  62).  Moscou  4887. 

Balletin  de  TAcadömie  Imperiale  des  sciences  de  St.-P6tersbourg. 
T.  XXXI,  No.  3.  4.  T.  XXXII,  No.  4.  St.-Pötersbourg  4886.  87. 

M^moires  de  TAcadämie  Imperiale  des  sciences  de  St.- P^tersbourg. 
Vll.Sörie.  T.34,  No.7— 43.  T.35,  No,4— 7.  St.-P6tersbourg  4886.87. 

Repertorium  für  Meteorologie,  bsg.  v.  d.  kais.  Akademie  d.  Wissen scfa., 
redig.  v.  H.  Wild.  Bd.  4  0.  St.  Petersburg  4  887.  —  Supplementband  2 
[RyJuUschew,  M.,  Über  den  Aufgang  und  Zugang  der  Gewässer  des 
Russischen  Reichs).  3  {WahUn,  £.,  Wahre  Tagesmittel  u.  tägliche 
Variation  d.  Temperatur  an  48  Stationen  des  Russischen  Reichs). 
4  'Leystj  B.,  Katalog  d.  meteorolog.  Beobachtungen  in  Russland  und 
Finnland).  St  Petersburg  4887. 

Annalen  d.  physikalischen  Centralobservatoriums;  heransg.  von-H.  Wild. 
Jahrg.  4885,  Th.  4.'2.  Jahrg.  4886,  Th.  4.   St.  Petersburg  4886.  87. 

Acta  Horti  Petropolitani.  T.  9,  Fase.  2.  Petropoli  4886. 

Trudy  S.-Peterburgskago  Obscestva  estestvoispytatelej.  T.  47,  4.  St.  Peter- 
burg 4886. 

Joridiceskaja  Bibliograflja  izdav.  Jufid.  Fakultetom  Imp.  S.  Peterburgskago 
üniversiteta.  God  3  (4886),  No.  7—9.  S.  Peterburg  4886.  87. 

Protokoly  zas&danij  soveta  Imperat.  S.-Peterburgskago  üniversiteta.   No. 

88—35.  S.  Peterbnrg  4886,  87. 
Wedenski,  N.,  Über  die  Beziehungen  zwischen  Reizung  und  Erregung  im 

Tetantfs.  S.  Peterburg  4886. 

Sazonovic,  P^sni  o  d^vulk^voin^  i  byliny  o  stavr^  Godlnovice.  Varsava4  886. 

Correspondenzblatt  des  Naturforscher- Vereins  zu  Riga.    Jahrg.  80.   Riga 

4887. 
llagnetische  Beobachtungen  des  Tifliser  Physikal.  Observatoriums  in  den 

Jahren  4884—85,  hsg.  v.  J.  Mielberg.  Tiflis  4887. 

Meteorologische  Beobachtungen  des  Tifliser  Physikal.  Observatoriums  im 
J.  4885,  hsg.  V.  J.  Mielberg.  Tiflis  4886. 

Schweden  und  Norwegen. 

Sveriges  offentliga  Bibllotek  Stockholm,  Upsala,  Lund.  Accessions-Kataiog. 

4   f 4  886).  Stoekholm  4  887. 
Forhandlinger  ved  de  Skandinaviske  Natorforskeres  43(>e  Mode  i  Christi- 

ania  7.-42.  Juli  4886.  Ghristiania  4887. 
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Forbandlinger  i  Videnskabs-Selskabei  i  Christi  an  ta.  Aar  4886.  Christi- 
ania  1887. 

Caspari,  C.  P.,  Eine  Augustin  fölschlich  beigelegte  Homilia  de  sacrilegüs 
(Hsg.  von  der  Geseliscbaft  d.  Wissensch.  zu  Christiaota).  Christi- 
ania  4886. 

Liehlein,  /.,  Handel  und  Schiffahrt  auf  dem  Rothen  Meere  in  alten  Zeiten. 
Nach  ägyptischen  Quellen  (Hsg.  von  der  Gesellsehaft  d.  Wissenscfa. 
zu  Christiania).  Christiania  4  886. 

Publication  der  Norweg.  Commission  d.  Europäischen  Gradmessang.  Geo- 
dätische Arbeiten  H.  5.  Christiania  4887. 

Udgivet  af  den  Norske  Gradmaalingskommission.  VandstandsobserratioDer 
Hefte  A.  Christiania  4887. 

Schübeier,  F.  C,  Viridarium  Norvegicum.  Norges  Yaextrige.  Bd.  4,  H.  ) 
og  Bd.  9,  H.  4.  Udgivet  som  Univ.-Progr.  for  andet  Semester  4886. 
Christiania  488iS. 

Agricola,  Joann.,  Apophtbegmata  nonnulla.  Nunc  primum  edid.  Lud.  Daae 
(Programme  academ.  quo  inclytae  üniversitati  Heidelbeigeasi  inter 
saecularia  sollemnia  gratulatur  Univ.  Reg*.  ChristianensisJ .  Christi- 
aniae  4886. 

Drachmann,  A.  B.,  Catuls  digtning  belyst  i  forhold  til  den  Udligere  grsske 
og  latinske  litteratur.  Kjgbenhavn  4  887.  Guderne  hos  Yergil.  Kje- 
benhavn  4  887. 

Stenersen,  L.  B»,  Catuls  digtning  opiyst  1  dens  sammenbaeng  med  den  tid- 
ligere  grsaske  og  latinske  literatur.  Kristiania  4887.  Udsigt  over  deo 
romerske  Satires  forskjellige  arter.  Kristiania  4887. 

Den  Norske  Nordhavs-Expedition  4876 — 78.  XVll.  .Zoologi.  Dani^sen, 
D.  C,  Alcyonida.  XVIII.  A.  B.  Mohn,  Ä.,  Nordhavets  dybder,  tem- 
peratur  og  atremninger.  Christiania  4  887. 

Acta  Universitatis  Lundensis.  Lund«  üniversitets  Ars-Skrift.  T.  22  [4885— 
86],  I.  n.  Lund  4886.  87. 

Kongl.  Vitterhets  Historie  och  Antiquitets  Akademiens  Manadsblad.  Arg.  45 
(4886).  Stockholm  4886— 87. 

Antiquarisk  Tidskrift  för  Sverige  utg.  af  Kongl.  Vitterhets  Historie  och  An- 
tiquitets Akademien  genom  Bror  Emil  Hildebrand.  Delen  9,  4 .  i. 
4  0,  4.2.  Stockholm  4887. 

Entomologisk  Tidskrift,  pä  föranstaltende  af  Entomologiska  Föreningen 
i  Stockholm  utg.  af  Jac.  Spängberg.  Arg.  7  (4886)^  H;4— 4.  Stock- 
holm 4886. 

Tremse  Museums  Aarshefter.  4  0.  Tremse  4887.  —  Troms9  Museums 
Aarsberetning  for  4886.  Troms0  4887. 

Nova  Acta  Reg.  Societatis  scientiarum  üpsa  Mensis.  Ser.  HI.  Vol.  XUl, 
Fase.  2.  Dpsaliae  4887. 

Bulletin  mensuel  de  TObservatoire  m^t^orologique  de  TUniversit^  dTpsal> 
Vol.  48  (4886).  üpsal  4886—87. 

Schweiz. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  Naturforschenden  GeseUschafl  in  Locle 
44. — 43.  Aug.  4885.  68.  JahresversammluDg.  Jahresbericht 4 884/85. 
Neuenburg  4886.  —  Verhandlungen  in  Genf  4  0.— 48.  Aug.  4886.  (1 
Jahresversammlung.  Jahresbericht  4885/86.  Genf  4886. 
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Compte-rendu  des  travaux  prösentäs  ä  la  68.  sessioo  de  la  Soci^t^  Helv.  des 
sciences  naturelles  röunie  k  Locle  4  4.— 13.  aoüt  4885  (Archives  des 
Sciences  phys.  et  naturelles,  Sept.  4885).  Geneve  4885.  —  Compte- 
rendu  des  travaux  pr^.  ä  la  69.  sessioa  ä  Geneve  40. — 42.  aoüt  4886 
(Arch.  d.  sc.  phys.  et  nat.,  Sept.-Oct.  4886).  Geneve  4886. 

Basler  Chroniken.  Heraasgeg.  von  der.  Historischen  u.  Antiquarischen  Ge- 
sellschaft in  Basel.   Bd.  3.  Hsg.  durch  W.  Vischer.   Leipzig  4  887. 

Verhandlungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Th.  8,  H.  2. 
Basel  4887. 

MiUheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  4  885, 
H.  3  (No.  4133—42).    Aus  d.  J.  4  886  (No.  i 4 48— 68).    Bern  4886.  87. 

Jahresbericht  der  naturforscbenden  Gesellschaft  Graubündens.  N.  F.  Jahrg. 
30  (Vereinsjahr  4885/86).  C hur  4  887. 

Vierteljahrsschrift  d.  naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  82, 
H.  4.  Zürich  4887. 

Spanien. 

Discursos  leidos  ante  la  Real  Academia  de  ciencias  morales  y  ppliticas  en 
la  recepcion  publica  de  Franc.  Silvela  4887.  Eug.  Moniere  Bios 
4887.  Madrid  4887. 

Real  Academia  de  ciencias  morales  y.politicas.  AÜo  de  4887.  Majdrid  4887. 

Real  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  Programa  para  los  concur- 
SOS  ordinarios  de  4  888  y  4889.  Madrid  4887. 

Danvila  y  CoUadOf  M,,  El  poder  civil  en  Espana.  Memoria  premiada  por  la 
R.  Acad.  de  cienc.  mor.  y  pol.  T.  6.  Madrid  4887.  —  Soler  y 
Arquäs,  Carlos,  Ideal  de  la  familia.  Memoria  premiada  por  la  R. 
Acad.  de  cienc.  mor.  y  pol.  Madrid  4  887. 

Nordamerika. 

Transactions  of  the  American  Philological  Association.  Vol.  47  (4  886).  Boston 
4887. 

Proceedings  of  the  American  Oriental  Society,  at  New  Haven,  Oct.  4886; 
at  Boston,  May  4887. 

iohns  Hopkins  Unlversity  Circulars.  Vol.  6,  No.  5< — 59.  Baltimore 
4  886.  87. 

Eleventh  Annual  Report  of  the  President  of  the  Johns  Hopkins  University, 
4886.  Baltimore  4886. 

American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Publ.  under  the 
auspices  of  the  Johns  Hopkins  University.  Vol.  IX,  No.  2 — 4.  Vol.  X, 
No.  4.  Baltimore  4  887. 

Johns  Hopkins  University  Studios  in  historical  and  political  science. 
V.  Ser.,  4— 4.  7—44.  Baltimore  4887. 

Memoirs  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences  [Boston].  Vol.  2, 
P.  4,  No.  5.  Vol.  44  (Centennial  Volume),  P.  4,  N.  5.  Boston 
4877.  86. 

Proceedings  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  N.  S.  Vol.  XIV 
(Whole Ser.  Vol. XXII),  P.  4.  2.  FromMay4886to  May  4887.  Selected 
from  the  Records.  Boston  4  887. 
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Bulletin  of  the  Buffalo  Society  of  Natural  History.  Vol.  V,  No.  ä.  Bitf- 
falo  1886. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  XIII,  No.  S->5.  Cambridge,  Mass.  188«.  87. 

Memoirs  of  the  Museum  of  comparative  ZoOlogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  XVI,  No.  4.  9.  Cambridge,  Mass.  4887. 

Annual  Report  of  the  Curator  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at 
Harvard  College,  Cambridge,  Mass.,  for  4886/87.  Cambridge,  Mass. 
4887. 

Annais  of  the  Astronomical  Observatory  of  Harvard  College.  Vol.  47.  Cam- 
bridge, Mass.  4887. 

Publications  of  the  Washburn  Observatory  of  the  Dniversity  of  Wisconsio. 
Vol.  5.  Madison  4887.. 

Memorias  de  la  Sociedad  cielitifica  »Antonio  Alzate«.  T.  4,  Cuad.  4—4. 
Mexico  4887. 

The  geologlcal  aod  natural  history  Survey  of  Minnesota.  The  4  3. 4  4.  annual 
Report,  for  the  year  4  884.  4885.  Minneapolis  (St.  Paul)  4885.  86. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  R.Society  of  Canada  for  the  year  4885. 
Vol.  8.  Montreal  4886.  For  the  year  4886.  Vol.  4.  Montreal  4887. 

The  Canadian  Record  of  science,  including  the  Proceedings  of  the  Natural 
history  Society  of  Montreal  and  replacing  the  Canadian  Naturalist. 
Vol.  9,  No.  5.  6.  Montreal  4887. 

Transactions  of  the  Connecticut  Academy  of  arts  and  science.^.  Vol.  7,  P.  4. 
New  Haven  4886. 

Transactions  of  the  Astronomical  Observatory  of  Yale  University.  Vol.  4, 
P.  4:   New  Haven  4  887. 

Annais  of  the  New  York  Academy  of  sciences  [late  Lyceum  of  nahirai 
history).  Vol.  III,  No.44.  42.  Vol.  IV,  No.  4.2.  New  York  4  885. 87. 

Transactions  of  the  New  York  Academy  of  sciences.  Vol.  IV.  V,  No.  4. 
7.  8.  New  York  4  885—87. 

Bulletin  of  the  American  Geographica!  Society.  4  885,  No.  4.  5.  4886,  No. 
2—5.  Vol.  4»  (4887),  No.  4—3.  New  York  4886.  87. 

Proceedings  of  the  Academy  of  natural  sciences  of  Philadelphia.  4886, 
P.  8  (Oct— Dec).  4887,  P.  4  (Jan.— April).  3  (Aprilr-Aug.).  Phila- 
delphia 1887. 

Transactions  o(  the  Wagner  FreQ  Institute  of  science  of  Philadelphia.  Vol. 4. 
Philadelphia  4887. 

Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelpbitf 
for  promoting  useful  knowledge.  Vol.  XXllI,  No.  424.  Vol.  XXIY, 
No.  425.  Philadelphia  4886.  87. 

The  Transactions  of  the  Academy  of  science  of  St.  Louis.  Vol.  4,  No.  4. 
St.  Louis  4  886. 

Peabody  Academy  of  science.   49t^  Report  of  the  Trustees.  Salem,  Mass. 

4887. 
Bulletin  of  the  California  Academy  of  sciences.    Vol.  2,   No.  5 — 7.  San 

Francisco  4886.  87. 

Kosmos.  An  eclectic  monthly  Journal  of  natura,  science  and  art.  Vol.  4, 
No.  4.  2.  San  Francisco  4887. 

Anuario  del  Observatorio  astronömico.naeional  deTacubaya,  para  el  ano 
de  4  888  (Ano  VIII).  Mexico  4  887. 
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Proceediogs  of  theCaiiadiaii  Institute,  Toronto,  being  a  continuation  of 
ihe  Canadiao  Journal  of  aclenee  9  literatore  aod  biatory.  III.  Ser. 
Vol.  4,  Fase.  2.  Vol.  5,  Fase.  4.  Toronto  4887. 

Memoirs  of  tlie  National  Academy  of  scienoas.  Vol.  8,  P.  2.  Washington 
488«. 

Circalars  of  Information  and  Balletins  of  tho  Bureau  of  Education  for  4885. 
4887,  No.  4.  2.  Washingtoo  4886.  87. 

Fonrth  Annnal  Report  of  the  Borea«  of  Bthnology  to  the  Secretary  of  the 
Smifhsonian  Institution.  4882^88.  By  J.  W.  Poirell.  Washington 
4888. 

Report  of  the  Commissioner  of  Agriculture  for  the  year  4  88S.  Washington 
4885. 

Report  of  the  Comtnissioner  of  Edncation  for  the  year  4  884 — 85.  Washing- 
ton 4  888. 

Smithsonian  MisceÜaneous  Collections.  Vol.  28 — 80.  Washington  4887. 

.\nQual  Report  of  the  Board  of  Regents  of  the  Smithsonian  Institution  for 
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SITZUNG  AM  i  7.  JANUAR  i  887. 


H.  Bmns,  Ueber  die  Integrale  des  Vielkörper-  Problems. 

§<• 

Die  bis  jetzt  bekannten  Integrale  des  Vielkörper-Problems, 
nämlich  die  Schwerpunkts-  und  Flächen-Satze  und  der  Satz  von 
der  lebeilldigen  Kraft,  besitzen  die  geroeinsame  Eigenschaft,  dass 
sie  die  Goordinaten  und  die  Geschwindigkeits-Componenten  nur 
in  algebraischen  Verbindungen  enthalten.  Dieser  Umstand, 
sowie  die  Yergeblichkeit  der  bisherigen  Bemühungen  zur  Auf- 
findung weiterer  Integrale  legen  die  Vermuthung  nahe,  dass  der 
Kreis  der  algebraischen  Integrale  mit  den  genannten  abge- 
schlossen sei.  Es  soll  deshalb  hier  die  Aufgabe  behandelt 
werden,  alle  algebraischen,  die  Zeit  nicht  explicite  enthaltenden 
Integrale  aufzusuchen.  Das  Ergebniss  ist,  wie  hier  gleich  be- 
merkt werden  soll,  negativer  Art,  d.  h.  die  noch  fehlenden  Inte- 
grale sind  sämmtlich  transcendent. 

Es  seien  m^ ,  o;^ ,  y„ ,  z^  (^  ^  1 ,  2  ...  n)  die  Massen  und 
die  Coordinaten  der  materiellen  Punkte,  r^^ß  die  Distanz  der 
Massen  m„  m^, 


u^2^ 


ni^  m 


a^ß 


die  Kräftefunction  für  den  Fall  des  Newton'schen  Gravilaiions- 
gesetzes,  dann  können  wir  die  Bewegungsgleichungen  in 
der  Form 

schreiben.  Wir  beschränken  uns,  wie  bereits  angedeutet,  auf 
die  von  t  freien  Integrale  und  bezeichnen,  wie  Üblich,  als  Inte- 
gral einen  aus  den  cc,  X . . .  gebildeten  Ausdruck  (p^  dessen  Ab- 

Matb.-pliys.  Classe.  1SS7.  1 
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leitUDgnach  t  unter  Berücksichtigung  derDifferentalgleichungen 
(1)  identisch  verschwindet,  der  also  der  Bedingung 


0   SS    —  ^   Y 


a 


ÖA' 


a 


m^  öx« 


genügt.  Ausserdem  werden  wir  mit  Ausdrücken  tp  zu  thun 
haben,  welche  die  Bedingung  (S)  zwar  nicht  identisch  befriedigen, 
wohl  aber  in  Folge  der  Bedingung  tp  ss  0.  Derartige  Aus- 
drücke wollen  wir,  in  Ermangelung  einer  anderen  Bezeichnungs- 
weise,  kurz  » Integralgleichungen a  nennen.  Solche  Ausdrücke 
entstehen  z.  B.  durch  Verbindung  und  Umformung  von 
Gleichungen,  welche  Bestandtheile  einer  allgemeinen,  parti- 
culären  oder  singulären  Lösung  der  vorgelegten  Differential- 
gleichungen sind.  Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  diese  ver- 
schiedenen Möglichkeiten  nicht  näher  zu  untersuchen;  wir 
können  deshalb  auch  davon  absehen,  dass  das  vorgelegte  ProbJeui 
überhaupt  keine  singulSiren  Lösungen  besitzt. 

Zur  Abkürzung  des  Ausdruckes  wollen  wir  noch  festsetzeo, 
dass  die  Zeichen  G  und  R  benutzt  werden  sollen,  wenn  es  sich 
nur  darum  handelt,  anzuzeigen,  dass  eine  Grösse  eine  ganze 
Function  oder  eine  rationale  Function  ist,  ohne  dass  es  dabei 
auf  die  besondere  Form  derselben  weiter  ankommt. 


§  2. 
Bei  der  Aufsuchung  der  algebraischen  Integrale  des  Systems 
(1)  wollen  wir  zunächst  ein  etwas  allgemeineres  System  von 
Differentialgleichungen  zu  Grunde  legen,  und  erst  später  auf  das 
System  (1 )  zurückgehen.  Es  seien  die  2m  Variablen  x^  ..* 
^m  1  Vi  "  '  Vm  ^^^  Functionen  von  t  durch  das  Gleichungssystem 


(3) 


dx 


dt 


^»y«, 


""TT  ""  ^a  (^1  •  •  •  ^»i)  , 


definirt,  wo  die  i4„  algebraische  Functionen  der  x^  •••  ^n 
ohne  t  bedeuten.  Diese  algebraischen  Functionen  können  wir 
uns  immer  dargestellt  denken  als  rationale  Functionen  der  x 
und  einer  einzigen  algebraischen  Irrationalität  £,  welche  als 
Wurzel  einer  irreductiblen  Gleichung 

(4)      F[s\x^  ...  x„,)  =  5»*  -h  S^  s''-"*  +  . . .  -h  S„  =  0 

definirt  ist,  in  der  8^^  ^  G  [x] .  Wir  werden  vorläufig  bezüg- 
lich der  A^  , . .  A^T  F  nur  folgende  zwei  Einschränkungen  fest- 
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setzen.  Erstlich  soll  F  eine  ganze  homogene  Function  (vom 
«**" Grade)  der  Variablen  5unda?,  ohne  willkürliche,  in  den 
A^  nicht  vorkommende  Constanten,  bedeuten;  zweitens  sollen 
die  A  homogene  Functionen  der  x^  s  und  zwar  von  einer  geraden 
Ordnung  ^N  sein.  Beide  Einschränkungen  treffen  für  unser 
specielles  Problem  (4]  zu.     Setzt  man  nämlich 

<5)  s  -^'•«/? » 

und  schafft  man  die  Quadratwurzeln,  als  welche  sich  die  r  dar- 
stellen, fort,  so  erhält  man  für  s  in  der  That  eine  Gleichung  der 
vorausgesetzten  Art.  Ferner  werden  die  Ableitungen  der  Kräfte- 
function  in  (1)  homogene  rationale  Functionen  von  den  x,  y,  z 
und  von  5,  und  zwar  von  der  Ordnung  —  2,  indem  sich  jedes 
r  rational  durch  diese  Variablen  ausdrücken  lässt.  Um  sich 
hiervon  zu  überzeugen,  hat  man  nurnöthig,  in  (5}  alle  Quadrat- 
wurzeln bis  auf  eine  fortzuschaffen. 

Ein  algebraisch  von  den  x^  y  abhängiges  Integral  q>  der 
Gleichungen  (3)  lässt  sich  nun  immer  definiren  als  Wurzel  einer 
gewissen  Gleichung 

(6)  (pP  -I-  B^  (pP"'  H-  •••-«-  J?p  =  0  , 

in  welcher  ^^  s  R{Xy  y)  ist,  und  von  der  wir  voraussetzen 
dürfen,  dass  sie  ni6ht  in  Factoren  von  ähnlicher  Beschaffenheit 
zerlegbar  sei.     Die  Differentiation  nach  t  liefert 

Verschwinden  in  dieser  Gleichung  sämmtliche  Coefficienten,  so 
sind  die  B  rational  aus  den  x,  y  zusammengesetzte  Integrale, 
also  9  eine  algebraische  Verbindung  rationaler  Integrale.  Ver- 
schwinden die  Ableitungen  der  B  nicht,  so  nehmen  sie  die  Form 
^{^j  Vi  ^)  A^f  und  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  besitzen  eine 
gemeinsame  Wurzel,  d.  h.  die  Gleichung  (6)  wird  reductibel, 
wenn  man  den  Variablen  x,  y  die  Irrationalität  s  »adjungirt«. 
Beide  Gleichungen  besitzen  also  einen  gemeinsamen  Theiler 

^8)  qp9  ^.  C,  r/)9-*  ^  ...  C^  ,      (C«  =  fi  (jc,  y,  s))  , 

welcher  nicht  in  Factoren  von  ähnlicher  Form  zerlegbar  ist  und 
der  verschwindet,  wenn  für  (p  das  betrachtete  algebraische 
Integral  substituirt  wird.  Die  Wiederholung  derselben 
Schlussweise  führt  zu  der  Bedingung 
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welche  wegen  der  Irreduclibilität  von  (8)  nicht  anders  erfüllt 
sein  kann,  als  wenn  die  Ableitungen  der  C  sämmllich  ver- 
sehwinden. Die  C  sind  daher  Integrale  von  der  Form  R{Xy  y,  s\ 
Zusammenfassend  können  wir  also  sagen :  die  gesuchten  al- 
gebraischen Integrale  lassen  sich  immer  als  algebraische  Ver- 
bindungen von  Integralen  der  Form  R  (cc,  y,  s)  darstellen. 


§  3. 

Es  sei  nun  r/)  ein  Integral  von  der  Form  R{x,  y,  s).  Denken 
wir  uns  dasselbe  als  Quotienten  zweier  Polynome  von  der  Form 
G{x,  y,  s]  geschrieben,  so  können  die  Coefßcienten  in  Zähler 
und  Nenner  ausser  den  in  den  Differentialgleichungen  auf- 
tretenden Constanten  noch  irgend  welche  Parameter  a^ ,  a^  . .. 
enthalten,  denen  beliebige  constante  Werthe  beigelegt  werden 
dürfen,  ohne  dass  g)  aufhört  Integral  zu  sein.  Wir  wollen 
zeigen,  dass  ein  solches  Integral  sich  allemal,  als  rationale  Ver- 
bindung von  parameterfreien  Integralen  derselben  Art  darstellen 
lässt.  Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  einen  Quotienten  qp'  zweier 
Polynome  D  und  E  angesetzt,  welche  genau  dieselben  Terme 
wie  Zähler  und  Nenner  von  y,  aber  mit  unbestimmten  Coeffi- 
cienten  Z>^ ,  2>, ,  . . .  resp.  ^^  ,£*,.. .  enthalten. 

Die  Forderung,  dass  rp  ein  Integral  sein  soll,  führt  zu  der 
Bedingung 

welche,  vollständig  entwickelt,  eine  gewisse  Anzahl  voit 
Gleichungen  liefert,  die  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  D^  ... 
F^  , , .  bilinear  sind.  Diese  Gleichungen  sind  mit  einander 
verträglich,  denn  sie  werden  durch  die  Coefficienten  von  <p  er- 
füllt ;  andererseits  sind  die  D^  . ,.  E^  .,.  nicht  vollständig  durch 
jene  Gleichungen  bestimmt,  wenn  cp  die  Parameter  a,  . ..  ent- 
hält. Die  allgemeinste  Art  und  Weise,  der  Bedingung  (9)  durch 
<len  Quotienten  ()f)' zu  genügen,  besteht  nun  darin,  dassdieD,  ... 
h\  . . !  gewissen  Ausdrücken  gleichgesetzt  werden,  welche  in 
rationaler  W^eise  1)  eine  gewisse  Anzahl  von  Parametern  6^, 
6,  . . .  ,  2)  eine  einzige  algebraisch  von  den  Parametern  6  ah- 
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hängige  Grösse  c  enthalten.  Die  Grösse  c  können  wir  uns  de- 
fioirt  denken  als  Wurzel  einer  irreductiblen  Gleichung 

(40)  c*  +  c,  c^'-*  +  . . .  -h  c;r.  =  0  , 

in  welcher  die  c^  ...  die  Form  R{b)  besitzen.  Aus  dem  auf 
diese  Art  gewonnenen  Integral  rp  wird  rp  erhalten,  wenn  man 
für  die  b  gewisse  Verbindungen  der  Parameter  a  einsetzt. 
Ferner  lasst  sich  jede  an  (p'  ausfuhrbare  Umformung  oder  Zer- 
legung auch  an  <p  ausführen  j  so  dass  wir  uns  auf  die  Unter- 
suchung von  q>'  beschränken  dürfen.  Wir  denken  uns  nun  cp 
auf  die  Form 

cp   =F,^  F.c-h  '"  -*-Ffc_,  c^-* 

gebracht,  wo  die  F  gleich /?(cc,  t/,  s,  b)  sind.  Dieser  Ausdruck 
kann  wegen  der  Irreductibilität  von  (40)  nicht  anders  ein  Inte- 
gral sein,  als  wenn  die  F^  , . .  Integrale  sind,  d.h.  man  kann 
jedes  Integral  von  der  Form  R{x,  y,  5),  welches  die  Parameter 
in  nicht  rationaler  Weise  enthält,  als  ein  Aggregat  von  Inte- 
gralen der  Form  R  (a?,  y,  ^,  b]  darstellen.^) 

§  4- 

Es  sei  jetzt  rp  ein  Integral  von  der  Form  R[x,  y,  s,  b).  Wir 
greifen  einen  der  Parameter  heraus  —  derselbe  werde  b  genannt 
—  und  betrachten  <p  als  Function  von  b.  Wenn  cp  oder  der  re- 
ciproke  Werth  von  (p  die  Form  G{b]  besitzen,  so.  sind  offenbar 
die  Coeffieienten  der  einzelnen  Potenzen  von  6  in  (p  oder  dem 
reciproken  Ausdrucke  Integrale,  welche  den  Parameter  b  nicht 
enthalten.  W^enn  weder  cp,  noch  der  reciproke  W^erth  von  cp 
nach  6  ganz  rational  sind,  so  schreiben  wir  cp  in  der  Form  H:K, 
wo  H  und  K  die  Form  G  (ö)  besitzen.  Zerlegen  wir  dann  (p  in 
den  nach  b  ganzen  Theil  (p^  und  in  den  echtgebrochenen  Theil 
yJ^ ,  SO  sind,  wie  man  sofort  durch  Entwickelung  von  (p  nach 
fallenden  Potenzen  von  b  erkennt,  cp^  und  ip^  Integrale,  und  zwar 
sind  auch  die  Coeffieienten  der  einzelnen  Potenzen  von  6  in  rp^ 
Integrale.    Den  reciproken  Werth  von  ^p^ ,  welcher  unecht  ge- 


4)  Wenn  die  DifTerentialgleichungen  gewisse  Parameter  «p  ej..., 
weiche  nicht  in  der  Gleichang  für  s  vorkommen,  in  rationaler  Weise  ent- 
halten, so  lässt  sich  auf  ähnJiche  Weise  zeigen,  dass  Integrale,  in  denen  die 
e  algebraisch  vorkommen,  sich  auf  solche  von  der  Form  Ä  (e, ,  e^  . . .;  redu- 
ciren  lassen.  Derartige  Parameter  sind  z.  B.  beim  Vielkürperprdbleni 
durch  die  Massen  gegeben. 


^ 
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brochen  ist,  zerlegen  wir  wieder  in  den  ganzen  rationalen  Theil 
(f^  und  in  den  echt  gebrochenen  xfj^,  dann  sind  (p^  und  tp^  eben- 
falls Integrale.  Setzt  man  dieses  Verfahren,  welches  schliesslich 
von  selbst  abbricht,  bis  an^s  Ende  fort,  so  gelangt  man  zu  der 
Kettenbruchdarstellung 

9)  =  ^^  H-  «  :  y,  4-  1  :  9)3  -h  •  •  •  , 

wo  die  (pf^  ganze  Functionen  der  b  bedeuten,  deren  Coefficienten 
Integrale  ohne  den  Parameter  b  sind.  Durch  Wiedereinrichtung 
des  Kettenbruches  erhält  man  dann  q>  als  Quotienten  zweier 
ganzen  Functionen  von  6,  deren  Goefficienten  von  6  freie  Integrale 
der  Form  R{x,  y,  s)  sind. 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erkenat  man,  dass 
jedes  Integral  von  der  Form  R  [x,  t/,  s) ,  welches  gewisse  Para- 
meter 6| ,  6,  . . .  in  rationaler  Weise  enthält,  allemal  aus  einer 
Anzahl  parameterfreier  Integrale  in  ganz  oder  gebrochen  linearer 
Form  zusammengesetzt  werden  kann.  Dieser  Satz  führt  in  Ver- 
bindung mit  den  über  die  Differentialgleichungen  (3)  gemachten 
Voraussetzungen  sofort  zu  einer  für  das  Folgende  wichtigen 
Consequenz.  Es  sei  k  eine  beliebige  constante  Zahl ;  man  ersetze 
in  den  Differentialgleichungen  die  Grössen  a?,  t  und  entsprechend 
s,  y  durch 

wo  A^  die  in  §  2  angegebene  Bedeutung  besitzt,  dann  hebt  sieb 
die  Grösse  A:  aus  den  Differentialgleichungen  heraus,  und  es  gebt 
deswegen  jedes  Integral  (p  durch  diese  Substitution  wiederum 
in  ein  Integral  über,  welches  jedoch  jetzt  im  Allgemeinen  den 
Parameter  A:  enthält.  Es  sei  nun  (p  ein  parameterfreies  Integral 
von  der  Form  R  (x,  y,  s] ,  welches  durch  die  angegebene  Sub- 
stitution in  q)'  übergehen  möge.  Wir  schreiben  cp  in  der  Form 
y>G[x^  y,  s]  dividirt  durch  G(a:,  y,  s)«,  dann  nimmt  jeder  Ten» 
in  Zähler  und  Neoner  nach  der  Substitution  wieder  die  ur- 
sprüngliche Gestalt  an,  jedoch  mit  einer  bestimmten  Potenz  vod 
A*  multiplicirt,  deren  Exponenten  wir  als  die  Dimension  des  be- 
treffenden Terms  bezeichnen.  Schreiben  wir  nun  Zähler  und 
Nenner  von  (p  in  der  Form 

L  =  L^kP  -h  L^kP-'  +  ...  H-lp, 
M  =  M,  k^  +  M^  Ä9-»  +  . . .  4-  jl/^  , 

so  umfassen  die  Goefficienten  1„,  i/«  immer  nur  Terme  gleicher 
Dimension.  Diese  Goefficienten  müssen  nun  durch  MultipHcatioo 
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mit  einem  und  demselben  Factor  in  Integrale  übergehen,  und 
man  erkennt  leicht,  dass  man  für  diesen  Multiplicator  den  reci- 
proken  Werth  irgend  eines  der  Coefficienten  z.B.  ^  :L^  wählen 
darf.  Wir  erhalten  dann  (p  linear  zusammengesetzt  aus  Integralen 
der  Form  äG(x,  y,  s)  dividirt  durch  G[Xj  y,  5)«,  deren  Zähler 
und  Nenner  nur  Terme  von  gleicher  Dimension  enthalten.  Solche 
Integrale  sollen  »homogen  in  den  Dimensionen«  oder,  wenn  kein 
Missverständniss  zu  befürchten  ist,  schlechtweg  homogen  heissen. 

§  5. 

Es  sei  jetzt  q)  ein  homogenes  Integral  von  der  Form  A(a;,  y,  s), 
welches  wir  uns  in  die  Gestalt  G{x,  y,  s)  :  G{Xj  y,  s)  gebracht 
denken.   Da  ein  von  den  y  freier  Ausdruck  nicht  der  Bedingung 

dt 
identisch  genügen  kann ,  wenn  er  nicht  gleichzeitig  von  den  x 
frei  ist,  so  muss  wenigstens  eine  der  Variabein  y  in  (p  vorkommen. 
Es  sei  dies  y^.   Wir  denken  uns  Zähler  und  Nenner  von  (p  nach 
y  in  Linearfactoren  zerlegt,  setzen  also  an 

(< »}      9>  =  0 (y.  -  1?,)«  (y,  -  vt)<*  {y  -  v^V  •■■  , 

wo  die  a,  ß,  y  . . .  ganze  positive  oder  negative  Zahlen^  die  t] 
rationale  oder  algebraische  Functionen  der  Variabein  ac,  y,  s  unter 
Ausschluss  von  y^  bedeuten  und  Q  eine  rationale  Function  der- 
seihen  Variablen  ist.   Da  (p  Integral  ist,  so  erhalten  wir 

0  =  ^^Qgy  -.  ^Jo8  Q    .  yy      «        /^  _  ^\ 
dt  dt  "^  Vi  —  Vi   \^^         ^^1 

Zur  Umformung  dieses  Ausdruckes  wollen  wir  für  den  Augen- 
blick die  Zeit  t,  so  weit  sie  in  den  Variablen  a?,  y,  s  unter  Aus- 
schluss von  x^  und  y^  vorkommt,  mit  t  bezeichnen,  dann  ist 

dlofjQ  ^  Mog  Q  dlogQ 

dt  hx^     ^*  dT     ' 


also 


^1  =   H.        ,    d^i 
dt         da?, '^*        dT 


0  =  ^-?y,  ^  ^g_?  -  Va  .  ^ 
öx,     ^*  dx         ^       öor, 


8  H.  Bruns, 

Da  nuQ  y^  in  dieser  Gleichung  nur  insofern  vorkommt,  als  es 
explicite  hingeschrieben  ist,  so  folgt 

l^*^  dt         dT        "?*  bx,        ^  ' 

Zur  weiteren  Verwendung  dieser  Relation ,  weiche  ofTenbar  in 
Bezug  auf  i^f  eine  partielle  Differentialgleichung  darstellt,  denken 
wir  uns  jetzt  Zähler  und  Nenner  des  betrachteten  Integrals  (p, 
statt  in  Linearfactoren,  so  weit  als  möglich  in  die  einfachsten 
Factoren  zerlegt,  welche  noch  die  Form  G{y)  resp.  R{x,  s]  be- 
sitzen. Die  von  einander  verschiedenen  Theiler,  welche  die 
Variablen  y  wirklich  enthalten,  mögen  mit  i/^i ,  V^,  ...  bezeichnet 
werden,  so  dass  wir  ansetzen  können 

wo  die  A ,  |ii  . . .  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  bedeuten 
und  T  die  Form  R  (cd,  s)  besitzt.  Die  Wurzeln  ij  in  (44)  werden 
dann  erhalten,  wenn  man  diejenigen  i//,  welche  y^  enthalten, 
gleich  Null  setzt  und  nach  y^  auflöst.  Es  sei  xp^  [y^]  ein  solcher 
Theiler,  welcher  die  in  (4  2)  benutzte  Wurzel  rj^  liefert.  Dann 
erhält  man  aus  der  Identität 
(13)  V/.  (ri,)  =  0 

die  Gleichungen 

hrj^   hx„  "^  ^  bx^'      hij^  Vy'ß'^  "  Jy^' 
(a  =  4 ,  2  . . .  yw  ,    /?  =  2,  3  . . .  w)  . 
Beachtet  man  nun  noch  die  Differentialgleichungen  (3),  so  geht 
(42)  successive  über  in 

{.i  =  2,  3  . ..  m)   , 

Die  linke  Seite  der  letzleren  Gleichung  ist  offenbar  nichts  anderes, 
als  der  vollständig  entwickelte  Ausdruck  für 

dt      ' 
vorausgesetzt,  dass  für  y^  Überall  die  aus  (13)  sich  ergebende 
Wurzel  ?jj  geschrieben  wird.    Hiernach  ist  also  ^,  (yj  eine  In- 
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legralgleichung,  denn  die  Ableitung  von  ^p^  nach  t  verschwindet 
nach  (14)  wenn  nicht  identisch,  so  doch  sicher  in  Folge  der 
Gleichung 

Derselbe  Schluss  gilt  offenbar  für  die  übrigen  Theiler  tp.  Au- 
fgenommen nun  man  könnte  beweisen ,  dass  jeder  der  Theiler 
V'i  . . .  durch  Multiplication  mit  einem  Factor  von  der  Form 
R  (x,  s)  in  ein  Integral  fp^  . . .  verwandelt  werden  kann ,  so 
wurde  daraus  folgen,  dass  jedes  homogenes  Integral  cp  sich  auf 
die  Form 

(p  sss  U  qp/  9),^  ... 

bringen  Idsst,  wo  die  homogenen  Integrale  9>i  . . .  die  Form  G  {y) 
resp.  R{x,  s)  besitzen,  und  der  Factor  U^  welcher  höchstens  die 
ar,  £  enthalten  kann,  sich  auf  eine  Constante  reducirt,  weil  er 
der  Bedingung 

genügen  muss.  Ferner  würde  damit  die  Aufgabe,  alle  algebra- 
ischen Integrale  der  vorgelegten  DifTerentialgleichungen  zu 
finden,  auf  die  andere  zurückgeführt  sein,  alle  homogenen 
Integrale  der  Form  G{y)  resp.  R  Ix,  s)  zu  ermitteln.  Wir  werden 
nun  zeigen,  dass  eine  solche  Reduction  der  homogenen  Integral- 
gleichungen ^|J^  . . .  ,  auf  die  uns  die  Untersuchung  geführt  hat; 
unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  in  der  That  immer 
möglich  ist. 

§  6. 

Es  sei  ip  eine  homogene  Integralgleichung  der  Form  G  [y] 
resp.  fi(x,  5),  welche  sich  nicht  in  Theiler  von  ähnlicher  Gestalt, 
die  die  y  wirklich  enthalten ,  zerlegen  lüsst.  Der  vollständig 
entwickelte  Ausdruck  für  die  Ableitung  von  xp  nach  t  besitzt 
eine  ähnliche  Gestalt  wie  1//,  nur  dass  der  Grad  in  Bezug  auf 
die  y  um  eine  Einheit  höher  ist  als  in  xfj.  Diese  Ableitung  muss 
verschwinden,  wenn  xp  verschwindet,  muss  also  wiegen  der 
vorausgesetzten  Irreductibilitat  von  xp  durch  x^f  selber  theilbar 
seJD,  so  dass  wir  ansetzen  können 

dxli 

^77-  =  ^-^' 
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wo  oj  in  Bezug  auf  die  y  ganz  linear  und  ebenso  wie  ip  in  den 
Dimensionen  homogen  ist.    Schreiben  wir 

so  sind  die  lu^  o)^  ,  ,.  homogene  rationale  Functionen  von  den 
(T,  s.  Substituirt  man  ferner  für  die  Variabein  x,  f,  5,  y  wie 
früher 

so  ergibt  sich,  dass  die  Dimension  von  (a  ungerade  ist.  Femer 
sind  die  Dimensionen  der  a;^  to^  , . .  gerade,  die  der  y  ungerade, 
es  muss  also  in  tj  das  Glied  tj^  fehlen,  d»  h.  cd  ist  in  Bezug  auf 
die  y  homogen  linear.  Dieser  Umstand  ist  für  die  folgende  Be- 
weisführung von  wesentlicher  Bedeutung  und  bildet  den  Grund, 
weshalb  wir  in  den  Differentialgleichungen  (3)  die  A  als  homogene 
Functionen  gerader  Ordnung  in  Bezug  auf  die  x^  s  vorausgesetzt 
haben.  Es  wäre  möglich,  dass  diese  Einschränkung  bei  einem  an- 
dern Beweisgange  sich  als  unnöthig  herausstellt.  Ich  gehe  auf  diese 
Frage  nicht  näher  ein,  weil  sie  für  unser  eigentliches  Ziel, 
nämlich  die  Aufsuchung  der  algebraischen  Integrale  des  Eingangs 
aufgestellten  Vielkörper-Problems,  unerheblich  ist. 

Es  werde  \p  als  Polynom  der  y  geschrieben;  sein  Grad  in 
Bezug  auf  diese  Variabein  sei  p,  und  es  werde  angesetzt 

i/;  =  i/^o  -fr-  V'i  -fr-  •  •  •  j 

wo  die  ipQ,  ipi  "  '  die  Tenne  vom  Grade  p,p  -^  \  ...  zusammen- 
fassen.   Mit  Rücksicht  auf  das  Vorhergehende  ist  dann 

SO  dass  es  für  die  Untersuchung  von  (o  lediglich  auf  das  Anfangs- 
glied  ipf^  ankommt.  Die  Coefficienten  lo^  in  lo  hängen  auf  ein- 
fache Weise  mit  gewissen  Coefficienten  in  xp^^  zusammen.  Man 
ordne  i//^  nach  einem  der  darin  vorkommenden  y  —  sagen  wir 
y^  —  und  setze  an 

WO  die  V  ganze  Functionen  der  übrigen  y  sind,  dann  folgt 
aus  (15) 

(«6)  0^*==  ^'<'''''  • 
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* 

Sind  a,  a  . . .  die  Coefficienten  des  Polynoms  F^,  so  ist,  da  die 
Relation  {\  6)  fttr  beliebige  y  bestehen  muss, 

öa  ha  ,        ^ 

- —  SS  a  10.  ,     T —  =  a  co^  etc.  ; 
hx^  *  '     ö  ccj  ' 

wir  können  also  allgemein  ansetzen 

h  log  cia 


''^'-       hx 


a 


wo  die  a„  gewisse  Coefficienlen  in  jj/^  bedeuten. 

Als  Vorbereitung  für  das  Folgende  betrachten  wir  zunächst  den 
Fall,  wo  die  Coefficienten  ini/;^  sämmtlich  von  der  Irrationalität  5 
frei  sind.  Es  sei  x  ^^^^  Function  der  x,  y,  ganz  homogen  nach 
den  y,  rational  homogen  nach  den  x,  welche  der  Bedingung 

genügen,  wo  die  &^  gewisse  Coefficienten  des  nach  den  y  ge- 
ordneten Ausdruckes  x  bedeuten.  Man  denke  sich  sämmtliche 
Coefficienten  in  x  auf  den  kleinsten  gemeinsamen  Nenner  M  ge- 
bracht und  den  etwa  vorhandenen  gemeinsamen  grOssten  Theiler 
L  aller  Coefficientenzähler  aufgesucht,  dann  ist 

.        M 

ein  Ausdruck  von  der  Form  G  (a?,  y),  welcher  keinen  von  den 
y  unabhängigen  Theiler  der  Form  G  (cc)  besitzt.     Ferner  wird 

wo  die  h\  gewisse  Coefficienten  in  x  bedeuten.  Es  sei  nun 
Q  ein  irreductibler  Theiler  von  h\^  welcher  die  Variable  cc^ 
wirklich  enthält,  dann  tritt  in  if  ein  Glied  der  Form 

Q     h^a 
auf,  welches  sich,  so  lange  specielle  Werthsysteme  der  y  aus- 
geschlossen bleiben,  nicht  gegen  andere  Glieder  in  t'  fortheben 
kann.    Der  Ausdruck  %*  wird  also  sicher  unendlich  für  alle  end- 
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liehen  Werthsysteme  der  x,  für  welche  Q  verschwindet.  Es 
mUsste  also,  da  für  endliche  x  die  linke  Seite  von  (4  8]  sicher 
endlich  bleibt,  wider  die  Voraussetzung,  x  durch  Q  theilbar 
sein.  Der  Coefficient  6^'  ist  daher  von  o?^  unabhängig,  d.  h. 
t'  ist  gleich  Null  und 

woraus  folgt,  dass  sich  x  ^^s  eine  ganze  rationale  Verbindung 
der  Ausdrücke 

^'i  Vi       ^4  y«  ?  •  •  •  ^m  Vi  ""  ^1  Vm  > 
ohne  x^  darstellen  lässt. 


§7- 
Zu  der  Relation 


zurückkehrend,    wollen    wir   den   Satz   beweisen,    dass  der 
Ausdruck 

^0)^  dx^ 

ein  totales  Differential  ist,  dass  also  die  sogenannten  Integrabih'- 
tätsbedingungen 

^lüg  _  ^^  ^     y  log      iaa\  _ 
hxR       öx^        örr^öa;^  \aß)  "" 


0 


:ß        oxg        oXf^QXß  \aß\ 

symmtlich  erfüllt  sind.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  \f)^  die 
Grössen  y^  >  -•  y^  gleich  Null  setzen,  jedoch,  um  Unbestimmt- 
heiten zu  vermeiden,  folgendermassen  vorgehen.  Wenn  ip^ 
durch  eine  Potenz  von  y^  theilbar  ist,  so  unterdrücken  wir 
diesen  Theiler,  welcher  für  die  Gleichung  (45)  bedeutungslos 
ist,  und  bezeichnen  i//^  mit  t/^om*  Darauf  setzen  wir  y„^  gleich 
Null  und  bezeichnen  den  Ausdruck,  in  welchem  i/z^,^  hierdurch 
übergeht  mit  tp^^f^-i-     Derselbe  genügt  der  Gleichung 


ölog 


h  log  a„ 


öcc«^'^^"*-*     --^^«     örr« 


Hierauf  unterdrücken  wir  in  Vo»«i-4  ^^®  Qiy/h  als  Theiler  auf- 
tretende Potenz  von  y„,_|  und  setzen  y,„«4  gleich  Null,  wo- 


r 
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I  durch  wir  zu  dem  Ausdrucke  V/orm-«  gelangen,  u.  s.  w» 
I  Gelangt  man  auf  diese  Weise,  bevor  auch  ^,  gleich  Null  gesetzt 
wird,  für  ^q,j^  zu  einem  Monom  von  der  Form 

so  kann  ofieobar  in  lu  fUr  die Coefficienten  a^  a^  ,. .  aj^  der  eine 
Coefficient   C  gesetzt  werden,    und  es  sind  die  zu  den  aus 

X| Xf^  gebildeten  Variablen  paaren  gehörigen  Integrabilitäts- 

bedingungen  von  selbst  erfüllt.  Wir  haben  deshalb  nur  noch, 
den  ungünstigsten  Fall  zu  verfolgen,  dass  man  nämlich,  nach- 
dem auch  y,  beseitigt  ist,  mit  Unterdrückung  der  einflusslosen 
Potenztheiler  zu  einem  xfj^^  von  der  Form 

gelangt,  in  welchem  q  mindestens  gleich  Eins  und  die  £nd-« 
coefficienten  c^  und  Cg  von  Null  verschieden  sind.  Dieses  ip^^ 
genügt  der  Bedingung 

^y« '-^ -^'i/« -«.(«  =  ^  2)  . 


hx 

n 

WO  in 


«  «  a 


_  h  log  a„ 


für  die  Coefficienten  a^  a,  offenbar  c^  und  Cg  zu  nehmen  sind. 
Die  gefundenen  Relationen  formen  wir  um  in 

V  =  V«.  :  c,  =  y,«  +  ^  y,9-*  y,  +  .. .  +  fs  y,?  , 

('»)  »r„    i>  log  ifj'  _  „    d  log  (CA 

Die  Coefficienten  von  ip'  können  nun  die  Irrationalität  s  ent- 
halten. Ist  dies  der  Fall,  so.  gilt  die  Gleichung  (49)  für  alle 
Wurzelwerthe  s^  $^  . , ,  ^„,  welchem  annehmen  kann.  Summiren 
wir  die  den  einzelnen  Wurzeln  entsprechenden  Gleichungen 
(<9)  und  setzen 

V'{*,)  •'/''(«.)•••  VW  =  'P  , 

CgK)   ^  Cg  (*t)    _  _  .    Cg(S^  _^  ^ 
Co  ;«.)  *  C,  («,)    ■  "   C,  («J  ' 
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so  sind  V  und  C  homogen  rational  nach  den  x ;  ferner  ist 


9 


^Va 


5  log  y  _     öiog  c 


hx 


Der  Ausdruck  ^  ist  also  eine  Function  von  derselben  Beschaffen- 
heit, wie  die  vorhin  mit  x  bezeichnete.  Bedeutet  Hden  kleinsten 
gemeinsamen  Nenner  der  Coefficienten  in  V,  so  ist  HV  eine 
Function  der  Form  G  [x^  y) ,  welche  keinen  von  den  y  unabhängigen 
Theiler  der  Form  G  [x)  besitzt  und  der  Bedingung 


y 


*     bx^ 


0 


genügt.    Es  ist  also,  abgesehen  von  einem  constanten  Coeffi- 
cienten 

HV^[y,x,-^y,xf\ 

nq 


Hieraus  folgt  sofort 


f2  =  ^  =  ±  /^f 
Co        o,  \xj    ' 

ox^  ox^   \aj 

Damit  sind  offenbar  die  Integrabilitätsbedingungen  allgemein 
bewiesen,  und  wir  haben  femer  für  das  ursprüngliche  tp^  die 
Relation 

wo  die  9q  ganze  positive  Zalilen,  die  Null  eingesctüossen  be- 
deuten.   Femer  erkennt  man  hieraus,  dass 


dt  \a,  y*         ymj-» 


r 
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I       ist,  dass  also  die  Integralgleichung  ip  durch  den  Multiplicalor 

I        in  ein  Integral  verwandelt  wird.    W.  z.  b.  \v. 

!  Es  sei  jetzt  qp  das  zu  tp  gehörige  Integral.     Wir  spalten 

f        dasselbe  Uhnlich  wie  jp,  setzen  also  an 

9P  =  OPo  -*■  <Pi  +  •  •  •  > 
wo  qpo  sich  von  iff^^  durch  den  integrirenden  Multiplicator  unter- 
scheidet und  der  Bedingung 

genügt.    Wir  wollen  nun  zeigen ,  dass  q)^  sich  als  eine  ganze 
rationale  Function  der  m  *  4  Verbindungen 

^1  yi  -  ^1  y*   »      ^3  »1  -  ^i  !/3   J    •  •  •  ^m  Vi  -  ^i  Vm 
ohne  x^   darstellen   lässt.     Zur  Vereinfachung  des  Beweises 
schicken  wir  folgende  Bemerkung  vorauf. 

§  8. 

Angenommen  man  hatte  in  dem  ursprünglichen  System 
von  Differentialgleichungen 

Statt  der  Variabel n  cc,  y  andere  Variable  ^,  rj  durch  die  lineare 
Substitution 

ß  ß 

eingeführt,  in  der  die  c  feste  Zahlen  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  bedeuten ,  so  würde  dadurch  an  den  über  die 
Differentialgleichungenund  die  Irrationalität  s  gemachten  Voraus- 
setzungen nichts  geändert  worden  sein ;  es  würde  also  auch  die 
^anze  bisherige  Untersuchung  ohne  Weiteres  für  das  transfor- 
mirte  System  gültig  bleiben.  Insbesondere  würde  der  Satz,  dass 
die  hier  untersuchten  Integralgleichungen  durch  einen  Multipli- 
cator von  der  Form  R  (a?,  s]  in  Integrale  übergehen,,  wenn  er  vor 
der  Transformation  gilt,  auch  nach  derselben  gelten  und  umge- 
kehrt. Diese  Bemerkung  benutzen  wir  in  folgender  Weise.  Die 
Discriminante  ^  der  Gleichung  für  s  ist  eine  homogene  ganze 
rationale  Function  der  x  vom  Grade 

n  (n  —  4 )  as  jM  . 
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Die  Discriminante  J'  der  transformirten  Gleichung  für  %  geht 
aus  J  hervor,  wenn  man  statt  der  x  die  ^  einführt.  Bei 
passender  Wahl  der  Substitutionscoefficienten  c  lässt  sich  nuD 
stets  erreichen,  dass  in  J"  die  Glieder  mit 

bi*  >    s»'    •  •  •  Sot 
wirklich  vorkommen.     Es  ist  deshalb  keine  wesentliche  Ein- 
schränkung der  Allgemeinheit,  wenn  wir  annehmen,  dass  bereits 
in  der  ursprunglichen  Discriminante  ^  die  Glieder  mit 

wirklich  vorkommen,  da  diese  Eigenschaft,  wenn  sie  ursprüng- 
lich nicht  vorhanden  ist,  durch  eine  vor  Beginn  der  ganzen 
Untersuchung  vorgenommene  Transformation  stets  herbeigeführt 
werden  kann. 

Wir  denken  uns  nun  in  der  Gleichung  für  z  den  Variablen 
x^, .,  x^  irgend  welche  endliche  W^erthe,  dem  x^  dagegen  einen 
ausserordentlich  grossen  Werth  beigelegt,  dann  lässt  sich  jede 
W^urzel  %  nach  fallenden  Potenzen  von  x^  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln, welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Form 

Z  SS  GX.  +  (Jq  •*--=-  H — I  -i-  .. . 

besitzt.     Hierin  ist  a  die  Wurzel  einer  Gleichung 

welche  keine  mehrfachen  Wurzeln  besitzt  und  deren  Goefti- 
cienten  nur  von  den  in  der  ursprünglichen  Gleichung  für  %  auf- 
tretenden Constanten,  aber  nicht  von  den  x  abhängen.  Die 
tibrigen  Coefficienten  a^,  a^  ...  besitzen  die  Gestalt  K  (a)  resp. 

Führt  man  jetzt  statt  der  Variablen  x  neue  Variable  p  durcli 
die  lineare  Substitution 

^         y«  «.  y»» 

Pi  "~  *i  >  Pi  —  ^«  *"  ^i  7"  »  •  •  •  Vm  —  ^m        ^i  TT 

ein,  so  erhalt  man  das  Glied  mit  p^^  in  der  Discriminante,  wenn 
man  an  Stelle  der  x^  . . .  o:,^  resp. 

schreibt.  Der  Coefficient  von  p^^  in  der  Discriminante  wird 
also,  so  lange  specielle  Werthsysteme  der  y  ausgeschlossen 
werden,  von  Null  verschieden  sein.  Infoige  dessen  lässt  sich  für 
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gn)sse  Werthe  von  p^  und  endliche  Werthe  der  p,  . . .  p,n  d*® 
Irrationalität  s  nach  fallenden  Poteozen  von  p^  in  die  Reihe   . 

^^*        ^'       Pi        P\ 
entwickeln^  wo  q  eine  von  den  p  unabhängige  Irrationalität, 
?«j  p„  ?i  •  •  •  dagegen  ganze  rationale  Functionen  der  ?,  p,  . . .  p^ 
bedeuten. 

Dies  vorausgeschickt  betrachten  wir  wieder  den  Anfangs- 
term^^j^  in  dem  Integral  9.  Derselbe  stellt  sich,  wenn  er  die 
Irrationalität  s  wirklich  enthält,  zunächst  dar  in  der  Form 

muss  aber  in  Wirklichkeit  von  p^  frei  sein.  Entwickelt  man 
nun  s  und  darauf  (p^  nach  fallenden  Potenzen  von  p^^  so  muss 
diese  Reihe  sich  auf  den  einen  von  p,  freien  Term  reduciren, 
welcher  nach  den  vorausgehenden  Bemerkungen  die  Variablen 
Pt  -"  Pm  i^ur  in  rationaler  Weise  enthält,  d.  h.  ^p^  enthält  auch 
die  X  nur  in  rationaler  Weise  und  ist  in  Wirklichkeit  frei  von  s. 
Hieraus  folgt  weiter/  wenn  man  die  in  §  6  über  die  Ausdrücke 
X  und  X  gemachten  Bemerkungen  beachtet,  dass  ^^  eine  ganze 
Function  der  x  ist. 


§  9. 

Fassen  wir  die  Resultate,  zu  denen  wir  bisher  gelangt  sind, 
zusammen,  so  können  wir  folgende  Sätze  aussprechen. 
Gegeben  ist  das  System  von  Differentialgleichungen 

in  welchem  die  il  als  homogene  rationale  Functionen  von  der 
geraden  Ordnung  2^  aus  den  x  und  einer  gewissen  Irrationalität 
«  zusammengesetzt  sind.  Die  Grösse  s  ist  Wurzel  einer  irreduc- 
tiblen  Gleichung 

*-  +  Si«-- +  •••  +  «„  =  0  , 

deren  linke  Seite  eine  ganze  homogene  Function  der  s,  x  von 
der  n-ten  Ordnung  bildet.  Wenn  das  vorgelegte  System  von 
Differentialgleichungen  algebraische,  von  t  freie  Integrale  besitzt, 
so   lassen  sich  dieselben   allemal  darstellen  als  algebraische 

lUth.-pliys.  Clafise  1887.  9 


2^'  S  - » 
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Functionen  eines  oder  mehrerer  Integrale  qp,  welche  folgende 
Eigenschaften  besitzen : 

4)  Jedes  q)  ist  eine  ganze  rationale  Function  der  y,  eine 
rationale  Function  der  x  und  s.  : 

2]  q)  ist  in  den  Dimensionen  homogen,  d.  h.  wenn  man 
für  die  ac,  s,  y  resp.  setzt 

xk*  ,     sk^  j     j/Ä*"*"*^  ,     {k  =r  constans)  , 
so  nimmt  cp  wieder  die  ursprüngliche  Gestalt  an,  jedoch  versehen 
mit  einer  gewissen  Potenz  von  k  als  Factor. 

3)  Bedeutet  (p^  das  Aggregat  der  Glieder  in  qp,  welche  in 
Bezug  auf  die  y  von  der  höchsten  Ordnung  sind,  so  sind,  wenn 
(p^  nach  den  y  geordnet  wird,  die  Coefficienten  ganze  rationale 
Functionen  der  x  ohne  gemeinsamen  Theiler. 

4}  Der  Ausdruck  q)^  genügt  der  Bedingung 

enthält  also  die  x  nur  in  den  Verbindungen 

Vi^a-  Va^i  y  («  =  2,  3  .  . .  m)  . 
Nachdem  wir  bis  zu  diesem  Punkte  gelangt  sind,  brechen 
wir  die  allgemeine  Untersuchung  ab  und  wenden  uns  wieder 
zu  dem  Vielkörper-Problem  zurück,  welches  ja  den  Ausgangs- 
punkt bildete,  und  welches,  wie  bereits  bemerkt,  einen  speciellen 
Fall  der  hier  betrachteten  Differentialgleichungen  repräsentirt. 


Es  seien 

r^a  1     ^a  >     »«  ?     Ä«     (a  =  4,  2  . . .  n) 
die  Massen  und  die  Coordinaten  der  einzelnen  materiellen  Punkte 
in  dem  betrachteten  Vielkörper-Problem, 

X        Y        7 

die  Geschwindigkeitscomponenten,  r^p  die  Distanz  der  beiden 
Massen  m^ ,  mß ,  dann  haben  wir 

dt    ""^^«  '       dt         ^«-^^/?      riß      ' 
dt    --  ^''^       dt    '  ^«-^^/?      riß       ' 
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vo  bei  den  Summationen,  ebenso  wie  weiterhin,  zu  beachten 
ist,  dass  Glieder  mit  r^^^  nicht  vorkQmmen  dürfen.  Es  sei  q)  ein 
iiomogenes  Integral  von  der  Form 

G(XYZ)  resp.  R{xyxr)  , 

■  •   *  -  ^ 

i^^elches  in  Bezug  auf  die  X,  Y,  Z  vom  Grade  p  ist;  fernßr  setze 
man 

wo  die  9Po  ,  (p^  ...  die  Aggregate  der  Glieder  bedeuten,  welche 
m  den  X,  Y,  Z  von  den  Ordnungen  p,  p  —  4  ...  sind ;  endlich 
bezeichne  man  die  Zeit  t,  je  nachdem  sie  in  den  Coordinaten  oder 
in  den  Geschwindigkeiten  vorkommt^  mit  ti  resp.  v,  führe  also 
die  Operationssymbole 


1^ 


«Q,  dann  muss  sein 

,(82)  ^-0,     ^+l5Pi,o  ., 

Diese  beiden  Bedingungen  werden  sich  als  für  unseren  Zweck 
ausreichend  erweisen.  Die  erste  Bedingung  besagt,  dass  tp^  die 
^.  y,  z  nur  ganz  rational  in  den  Verbindungen 

/tt  =  ^a  ^1  —  ^1  ^  >  9a^^  Va  ^i  ""  ^\^ai  ^a  ^  ^a  ^4 .""  ^i  ^a 
enthält,  d.  h.  wenn  man  statt  der  x,  y,  z  in  qp^  die  Ausdrücke 

^     X  J(  '     ^  —  X  *  X  '   ^  ""  X  *  J^ 

einsetzt,  so  verwandelt  sich  tp^  in  eine  Function  der  Grossen 

1%  • '  •  In  1    9i  ' '  '  9n  1    "4  •  •  •  ^n  » 

welche  von  x^  frei  ist,  und  abgesehen  davon,  dass  eine  Potenz 
von  X|  als  Nenner  vorkommen  kann,  die  X,  Y,  Z  nur  ganz  rational 
enthalt.  Im  Folgenden  werden  wir  voraussetzen,  dass  q)^  bereits 
durch  die/,  ^,  h  ausgedrttcM  sei. 

Bilden  wir  jetzt  die  Ableitung  voa  g>^  Dach  t;,  so  enthalten 
'die  einselnen  Glieder  im.  Nenner  die  dritte  Potenz .  eines  r^a, 
siQd  aber  im  übrigen  rational  aus  den  verschiedenen  Yariabein 
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zusammengesetEt.  Bilden  wir  ferner  die  verschiedenen  Irrar' 
tionalitaten,  welche  einschliesslich  der  r^ß  selber  dadurch  ent- 
stehen, dass  man  je  zwei,  je  drei  u.  s.  w.  verschiedene  r^ß  mit 
einander  multiplicirt,  und  bezeichnet  man  diese  Irrationalitäten 
in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  ?|  ^^  •  •  •  ,  so  lässt  sich  q>^  stets 
auf  die  Gestalt 

sCC 

bringen,  wo  die  <jp^^ ,  9^ti  -* *  rational  aus  den  x^y,  »^  X,  Y,  Z 
zusammengesetzt  sind.   Mit  Rücksicht  auf  (22)  folgt  daraus,  dass 

^9m  -5  0 
hu 

ist,  und  dass  ferner  der  Ausdruck 

allemal  verschwindet,  wenn  die  Irrationalität  q  sich  nicht  auf 
ein  einziges  r^  4  reducirt.  Führt  man  femer  in  q>^  statt  der 
X,  y,  z  die  f,  g,  h  ein,  wobei  möglicherweise  x^  sich  nicht  aus 
(jp,  forlheben  wird,  so  geht  die  partielle  Ableitung  von  g>^  nach 
u  über  in 

Ersetzt  man  ebenso  in  der.  Ableitung  von  q)^  nach  r  die  ur- 
sprünglichen Variablen  durch  die  /*,  9,  A,  X,  F,  Z  und  x^ ,  und 
integrirt  nach  x^ ,  indem  alle  übrigen  Grössen  als  constant  an- 
gesehen werden,  so  darf  die  Integration  keine  logarithmischen, 
sondern  nur  algebraische  Glieder  Kefern.  Dieser  Umstand  wird 
uns  gestatten,  die  Verbindungen  der  f^  g^  A,  aus  welchen  sich 
(jpo  zusammensetzt,  vollständig  zu  bestimmen. 


§  n. 

Zur  Abküi'zung  der  Ausdrucksweise  wollen  wir  festsetzen, 
dass  die  Indices  a,  j^  ...  die  Werthe  4,  2  ...  n,  dagegen  die  In- 
dices  A,  jet . .«  nur  die  Werthe  2^  3  . ..  n  annehmen  sollen.  Wir 
suchen  nun  diejenigen  Glieder  in  der  Ableitung  von  (p^  nach  t^ 
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\ütj  welche  die  dritte  Potenz  von  r^x  ^^^P-  ^A/u  ^^  Nenner  ent- 
^halten.      Die  Ableitung  von  g>^  besitzt  zunächst  die  Gestalt 

5?  '»•'''  "  '"•  *''  *  5^  ''•  '••  "  "'  ''■' 


^^l->.A.-^M*-^(y^A,-=.M*^^M-a:,cA 


Die  Glieder,  welche  rf>  im  Nenner  enthalten,  werden,  mit  Fort- 
lassung des  Nenners,  un<i  wenn  wir  derKttrze  halber  das  Zeichen 
£1  einführen,  um  eine  Summation  über  die  drei  Coordinatenaxen 
anzudeuten, 

Aehnlich  werden  die  zu  rxu  gehörigen  Terme 

-  aj,  Ä  (»^  -  a^l)  (»^  ^  -  »1  ^) 

Fuhrt  man  hierin  auch  fUr  die  ausserhalb  q)^^  vorkommenden 
^1  y>  ^  die  Grössen  cc^ ,  /*,  ^,  A  ein,  so  müssen  die  Terme,  welche 
das  Quadrat  von  x^  enthalten ,  verschwinden ,  weil  sonst  die 
oben  erwähnte  Integration  nach  x^  auf  logarithmische  Glieder 
lühren  würde.     Es  muss  also  sein 


4^.  -  A'A)  (™/f  -  »./^))  • 


^ 


H.  Bruns, 


Die  vorstehenden  Bedingungen,  in  welchen  dte  Indiices  A,  /li  alle 
zulässigen  Werthe  anzunehmen  haben ,  können  wfr  jetat  als 
lineare  parüelle  Difier^ntiaigieichungen  mit  den  unabhängigen 
Variablen  f,  g,  h  und  mit  der  abhangigen  Variablen  tp^  ansehen. 
Die  Coefficienten  sind  von  dßn  f,  g,  h  uuabhängig  und  deshalb 
ibei  der  Aufsuchung  der  allgemeinen  LÖsuing  als  Constaoten  ajua- 
sehen.  Um  die  allgemeine  Lösung  aufzustellen,  genügt  im  vor- 
liegenden Falle  die  Kenntniss  einer  gewissen  AnzaM  von  ParlK 
cularlösungen,  welche  die  /*,  g,  h  homogen  linear  enthalten. 
Fünf  solcher  Lösungen  werden  durch  die  bekaqnteh  Integrale 
des  Vielkörper-Problems  geliefert;  es  \yird  sich  zeigen, *iiass 
damit  die  gemeinsamen  Lösungen  des  oben  angesetzten  Systens^ 
erschöpft  sind. 

Es  werde  ge.i^etzt 

dann  erhalten  wir.  wenn  die  Buchstaben  a,  b,  c  ganz  willklir- 
liehe  Grössen  bedeuten ,  zunächst  ^^ei  yParticularlösungen 
A',  B\  G  durch  die  eine  zusammenfassende'läleichung 


aX  +  hB' 


&  -' 


a  L  L' 

bUM" 

■CNN' 


Diese  drei  Lösungen  sind  jedoch  nicht  unabhängig  von  einander^, 
weil  zwischen  ihnendie  Relation 

L'A'  +  JI'J5'  +  NC  =  0 

.  ..   ,  ^    .- 

besteht.     Drei  weitere  Lösungen  A,  J5,  C  erhalten  wir  in  ähn- 
licher Weise  durch  die  zusammenfassende  Gleiehttng 


a^  +  6'fi4.c'C=^ 


m 


ix 


fC 


wo  die  a'  V  c*.  ebenfalls  willktLrliche  Zahlen  bedeuten.  Dass 
in  der  That  die  ^4,  ^  ...  Lösungen  sind,  lässt  sich  auch  ohne 
Rechnung  durch folgoQde Ueberlegtin^ nachwj^isep .  Die A^A* -" 
sind  nämlich  nichts  anderes  als  die  Flächenintegrale  und  irti 
aus  den  Schwerpunktsätzen  zusammengesetzte  Integrale,  und 
zwar  homdgetie  Integrale  von  der  hier  untersochteä' BeschaifeD' 
heit,  bei  denen  überdies  das  q)  sich  auf  den  Anfangsterro  (f^ 
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reducirt.      Es  müssen  also  die  hier  für  cp^  aufgestellten  Be- 
dingungen von  selbst  erfttllt  sein. 

Drückt  man  jeUt  die  A^  A  .. .  durch  die  ^  g^  h  aus,  so  er- 
hält mao  zunächst 


.V,  (a.r +  6^+  cC)^ 


X 
X 


X,  [a'  A  -hb'BH-c  q  ==  m, 


a  0  .Y^ 

b[  9.  y. 

c'  A|  Z^ 


X 


b'  9X  yx  I 

c'  h  h  1 


Wir  untersuchen  nun ,  ob  aus  diesen  Gleichungen  sich  die 
Grössen 

ffo  Kl  A»  ?«j  K 

durch  die  A^  A'  ,,,  und  die  ttbrigen  f^  g,  h  ausdrücken  lassen. 
Xun  sind  in  den  Ausdrücken  für 

X^  ff  j  Aj  C  ,   A|  A  j  X^  B  j  X^  C 

die  Coefficienten  der  fünf  Grössen 

durch  Dachstehende  Zeilen  gegeben 

0  ,     +  r ,     -  JV'  ,  0   ,     +  L'  , 


-L-, 


0 


Ai  .      —   '  I  » 


0    .     - 


0 


j.  7      •  y 

-jr,,       0  ,    +  y,,    -jf,,       0  , 

-  und  es  kommt  jetzt  darauf  an,  zu  zeigen,  dass  die  aus  diesen 
Zeilen  gebildete  Determinante  nicht  identisch  verschwindet. 
Berechnet  man  dieselbe,  so  erhält  man 

X,  V  X^ 
V{X,^X,)     Y.AtY, 

Z,  N'  Z, 

die  Grössen  g^ , . .  h^  lassen  sich  also  in  der  That  durch  die  A  ... 
und  die  übrigen  fj  g,  h  ausdrücken.  Infolge  dessen  äürfen  wir 
bei  der  Aufsuchung  etwaiger  weiterer  Parlicularlösungen  vor- 
«iussetzen,  dass  dieselben  von  den  g^  ...  h^  unabhängig  sind. 
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§42. 

Die  noch  aufzusuchenden  Particularlösungen  bezeichnen 
wir  mit  x  und  setzen  fest,  dass  die  Indices  er,  t  . . .  nur  die 
Werthe  8,  4  ...  n  annehmen  sollen.  Die  gesuchten  Losungen 
mUssen  den  Differentialgleichungen  genügen,  welche  aus  denen 
für  9o  dadurch  entstehen,  dass  man  für  (p^  die  Grösse  x  schreibt, 
femer  die  Ableitungen  von  x  ^^^^  den  9«  . . .  A,  gleich  Null  setzt 
und  die  Fälle  A,  fi  =  2  von  den  Fallen  Xj  ^i  =  a  trennt.  Auf 
diese  Weise  erhält  man  zunächst  das  Svstem 


(23)  0  =^(iSf  (X„  j^))  , 

(24)  0  =  m^  (AV  -  X^j^^S  (A'a  ^) )  +  »«.  A\  8  (  Jt  -  A"»  ^ 

(25)  0  =  S  ((AV-X,)^), 

(26)  0  =  S  ((Äff  -  Ar)  {m„  |^  _  m^  ^^))  . 

Aus  (23)  und  (24)  folgt 

(27)  0  =  8  ((A't  -  A.)  ^) 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  (25)  die  zusammenfassende 
Gleichung 

in  welcher  k^  einen  vorläufig  unbestimmten  Proportionalitäls- 
factor  bedeutet.  Bezeichnen  wir  den  Werth,  welchian  die  Deter- 
minante in  (28)  für 

a  =  Ä'ff  —  AV  ,    6  =  y^  —  y^  ,    c  ^  Zfj  --  Zy 

annimmt,  mit  Z),  so  erhält  man  mit  einer  kleinen  Umformung 

D^\Xa-  X^  X,  X,  I  +  I  X^  Ä'^  X,  -  XJ  , 

wo  von  den  Determinanten  nur  die  erste  Zeile  angesetzt  ist. 
Durch  Vertauschung  der  Indices  o  und  t  ändert  also  D  nur  sein 


Ueber  die  Integrale  des  Vielkörper-Problehs.  25 

Vorzeichen.    Infolge  dessen  erbalten  wir  aus  (28)  die  beiden 
Gleichungen 


also  mit  Berücksicbtigung  von  (26) 

{m„  *^  -  m^  y  Z)  =r  0  , 
d.  h.  es  ist 

wo  l  einen  von  dem  Index  a  unabhängigen  Factor  bedeutet. 
Hiermit  liefert  die  Gleichung  (28)  weiter 

woraus,  wenn  man  nach  t  summirt,  mit  Rttoksieht  auf  (23) 

folgt.  Es  verschwinden  also  /,  die  k  und  infolge  dessen  auch  die 
s&mintlichen  Ableitungen  von  Xi  d*  ^'  ^^  existiren  ausser  den 
bereits  angegebenen  fünf  ParticularlOsungen  keine  weiteren, 
und  es  enthält  qp^  die  Variablen  x,  y,  z  nur  in  den  Verbindungen 

A  j  B  j  C  ,    Ä  j  n,  C  . 

Eliminirt  man  also  z.  B.  y^,  js^,  x^^  y^,  z^  mittelst  der  Ausdrücke 
Aj  A'  ...  aus  9pQ,  so  fallen  alle  übrigen  x,  y,  s  von  selbst  heraus. 
.  Bei  dieser  Elimination  nimmt  ^^  die  Form  (j(A^  A  . . .]  an,  da- 
gegen kann  (p^  aufhören  eine  ganze  Function  der  X,  F,  Z  zu  sein. 
Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  sich  f)^  immer  auf  die  Form 

G[A,B,  C,A,  V,  C,  \,Y,Z] 
bringen  lässt. 

§  <3. 

Da  bei  der  Elimination  von  y^  . . .  js^  aus  q>^  die  übrigen 
or,  y,  %  von  selbst  fortfallen ,  so  kann  man  die  Elimination  in 
der  Weise  bewirken,  dass  man  sowohl  in  qp^  als  auch  in  B\  C,  i4,  Bfi 
die  schliesslich  fortfallenden  Variablen  von  vornherein  gleich 
Null  setzt,  die  y«  .  •  •  ^t  <lürch  die  ^  ...  ausdrückt  und  die  so 
gewonnenen  Ausdrücke  in  das  vereinfachte  q>^  substituirt.  Nun 
sind  die  Grössen 


n 
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\n  B',  C.  Ay  B,  C  mitCoefficienten  verbunden,  die  dureh  nach- 
stehende Zeilen  gegeben  sind 

-1-7       —    y  0         -1-7       *-y 

0        j-    Y        7  ft        '-4-    Y 

—  A\ ,        0   j  ?f-v  y^ ,  —  .-Y,  ,        0.   , 

welche,  wie  w  ir  bereits  ^früher  gesehen  haben,  zu  der  Deter- 
minante 


£  =  r  (A.  -  A-,) 


rf\j        ^B^         M-d 


Y,  Y,  M' 

Z,  Z,  iV 

führen.  Der  umgeformte  durch  die  ^,  C',  ^  B,  C  dargestellte 
Ausdruck  von  fp^  konnte  also  eine  Potenz  von  E  im  Nenner 
haben,  oder  die  Gestalt 

GiB",  a,A,  B,  C,  X,  ¥,Z)  :  E9 

besitzen.  Diese  Form  ist  nun  von  der  Art  und  Weise,  wje  die 
Eliminalion  im  Einzelnen  ausgeführt  wird,  unabhängig.  Hätte 
man  die  Eliniination  mittelst  der  Variablen 

bewirkt,  so  würdeman  im  Nenner  vontjp^  statt  des  vorstehenden 
E  ein  anderes 

E' ^V(X,-^X,)\X,X,L'.\ 

erhallen  haben.  Nun  haben  E  und  E'  nur  den  Theiler  I'  ge- 
meinsam, woraus  wir  schliessen ,  dass  die  übrigen  Theiler  von: 
E  oder  E'  in  dem  Ausdrucke  von  <p^  sich  gegen  entsprechende- 
Theiler  des  Zahlers  fortheben^  so  dass  nur  eine  Potenz  von  L'm 
Nenner  von  y,,  verbleiben  kann. 

Hstte  man  statt  der  Variablen  y^  %^  x^  y^  z^  die  Variablea 
x^  s^  x^  y^  z^  und  statt  B\  C  die  Ausdrücke  C',  Ä  bei  der 
Elimination  benutzt,  so  würde  man  für  ijpq*  einen  Ausdruck  von 

der  Form 

G(C,  ^',  ^,  J9,  C,  X,   F,  Z):  !/'*• 

statt  des  früheren 

G[g,  C,  A,B,  C,  X,   Y,Z]'.  L'9 

erhalten  haben.  Auf  analoge  Art  könnte  man  noch  zu  einer 
dritten  Darstellung 

cp^  rs  G{A\  B\  A,  B,  ,C,  .Y,.y,  Z)  :  N' 


s 
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gelangen.  Um  nun  7tt  zeigen,  dass  diese  Nenner  immer  duroh 
passende  Umformnng  von  ^^  beseitigt  werden  können ,  haben 
wir  nur  den  Fall  in's  Auge  zu  fassen,  wo  keine  der  drei  Wahlen 
q^  r,  5  gleich  Null  ist. 

Zunächst  ßchick^n  wir  die  Bemerkung  voraus,  das^  abge- 
sehen von  der  Relation 

(29)  ^'r  H-Ä'JI/' +  C'iV'  =  0 

die  A,  X  ...  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  es  existirt 
zwischen  den  A^A\, .  keine  weitere  Relation 

in  w^eleher  die  Coefficienten  Py  P  , . ,  von  den  x,  y,  z  unab- 
hängig sind.   Infolge  dessen  darf  man  in  cp^  die  Variablen 

als  Grössen  ansehen,  welche,  abgesehen  von  der  einen  Ein- 
schrSinkung  (29),  völlig  willkürlich  ^erwählt  werden  können.  Es 
sei  nun  auf  irgend  eine  Art  für  cp^  die  Darstellung 

ip,  =  H{:A\B\ C,A, 2?,  C,Ü,  jr, iV,  X.,  F„  2,r:. .^n,  yn.Z^)'-L'^' 

gefunden  worden,  wo  in  9?,>  die  X^,  Y^^  Z^  durch  die  L'j  3f-,  iV' 
und  die  übrigen  X,  K,  Z  ausgedrückt  zu  denken  sind,. dann 
kann,  so  lange  die  x,  y,  js,  X,  K,  Z,  endliche  Werthe  besitzen, 
(po  nicht  unendlich  werdei\.  Ordnen  wir  nun  qp^  nach  fallenden 
Potenzen  von  L\  setzen*  also  an- 

wo  die  Hq  ...  ganze  Functionen  der  vorkommenden  Grössen 
bedeuten,  so  muss,  sobald  V  verschwindet,  sobald  also 

im'  •\-  CN'  =0 

i&t^  der  Ausdruck  H^^  vierschwiqdeo,  wie  auch  die  Werthe  di^r 
übrigen  darin  vorkommenden  Grössen  beschaffen  sein  mögen. 
Es  muss  also  Ä,^*  durch  "  •       •'        i  i  ' 

theilbar  sein,  d.  h.  man  hat  identisch 

wo  ^Q^  wiederum  eine  ganze  Function  der  darin  vorkommenden 
Grössen  ist.    Infolge  dessen  vs^fd 


.  t «  ^ 
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Wendet  man  auf  diese  Darstellung  dieselbe  Sdiiussweise  an, 
u.  s.  w.,  so  gelangt  man  schliesslioh  dahin,  den  Nenner  von  g>^ 
ganz  zu  beseitigen,  d.  b.  9)^  ist  immer  als  eine  ganze  Function 
der  Grössen 

A,  Bj  Cf  A  ^  B^j  C-,  Aj ,   2^,  Z^ ,  ...  X„,   y^i,  z,| 

darstellbar. 

§  U. 

Um  nun  die  Verbindungen  der  X,  Y,  Z  zu  ermitteln,  welche 
in  9)q  vorkommen,  bilden  wir  in 

0  =  ^4.  ^ 
dt?  bu 

zunächst  das  erste  Glied  rechts.   Dasselbe  hat  die  Gestalt 

wo- 

(30)      0„ß  -  S((^ß-<^a)  iflißl^  -  «"«Ig-))  , 

und  die  Ableitungen  von  q>^  sich  nur  auf  die  explicite  vor- 
kommenden X,  Yj  Z  beziehen,  weil  die  A,  B,  C,  A',  Bf^  C  den 
Bedingungen 

V  öt; 

genügen.   Führt  man  in  dem  Quotienten 

^aß  '  ^iß 
statt  der  x,  y,  %  die  f,  9,  A  und  x^  als  Variable  ein,  so  muss  die 
Integration  desselben  nach  x^  den  mit  dem  Factor  •—  X^  ver- 
sehenen Term  in  q>^  liefern,  welcher  r^ß  im  Nenner  hat^  und 
der  im  Uebrigen  eine  ganze  Function  der  X,  F,  Z  ist.   Nnn  ist 

/dx  (Poj  4-(?)  (aaj*  4-2  6a:  4- c)"*  ==  (Fa?-h  Tr)(oa?»+26.x+cr*, 

wenn  zwischen  den  von  x  unabhängigen  Grossen  P,  Q,  a,  i,  c, 
V,  W  die  Relationen 

/)  a=  6«  —  öc, 
DF«  ftP-  Oa  , 
/)TF=  cP  -^  Qb  , 
D{Vx  -h  TF)  =  P(6ir  -h  c)  -  (?(ax  4-  b) 

stattfinden.  Mit  Rücksicht  hierauf  setzen  wir  an 


Uebbr  DIB  Integrale  dbs  Yielkörper-Problems. 


29 


m. 


^Vi 


bX 


ß 


'a/^> 


/*a  —  A/?  «  faß  7 
^a  ^  V  ^  ^^ß  ' 

PX,: 


ax\ 


26a?4 


SXJ^  , 


(bx, 


^  ^aß  faß  j 
Sf^ß  , 

QX^  =  Sf^ßA^ß  j 

b)  X^  =  SX^ß  x^ß  , 

c)  ^4  =  S/'^^  x^ß  , 


(6*-  ac)  XJ  =  {SX^ß  x^ßY^  {SX^ß}'{Sx^ß)  »  E, 


^'--ßf^'^^l^-^^ 


^iß 
FX, 


F  = 


Pax^  -♦ 

S  X^ß  A^ß 
Sfaß  ^aß 

S^aß^aß 

^^aß^aß 


b 

c 


=  FX, 


^  ^aß  ^aß 
Sfaß^aß 

^  ^aß  ^-aß 
S  ^aß  ^uß 


Der  Ausdruck 


Eraß 

ist,  wie  bereits  erwflbnt,  derjenige  Termia<)p,i  welcher  r^,« 
als  Nenner  enthält;  es  muss  also  der  Quotient  F:E  eine  ganze 
Function  der  X,  Yy  Z  sein.  Da  nun  F  und  E  ganie  Functionen 
der  Xj  X  ..,  sind ,  und  da  E  als  Function  der  o;,  X  . . .  be^ 
trachtet  irreductibel  ist,  so  muss  der  Quotient  F :  E  auch  eine 
ganze  Function  der  x,  y,  %  sein. 

Um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  nehmen  wir  fttr  den  Augen- 
blick an,  dass  die  Indipes  Uy  ß  in  Ftind  f  auf  die  Werthe  3,  4  . . . 
beschränkt  seien.  Weiter  denken  wir  uns  in  F  und  E  die 
Xf  y,  z  zunächst  durch  die  f,  g,  h  und  x^ ,  und  dann  die  Grössen 
9iy  *4J  ftf  9t  j  *i  durch  die  A,  B,  C,  Ä*,  C  und  die  übrigen 
fy  g,  h  ausgedrückt.  Durch  diese  linearen  Transformalionen 
wird   an  der  Theilbarkeit  von   F  durch  E  nichts  geändert. 


aa  H.  bruhs^ 

Der  Ausdruck  für  E  enthält  dann  nur  die  Variablen 
faj  9a i  ^ay  fßi  9ßi  ^ßi  während  Fsich  zunächst  als  eine  ganze 
homogene  Function  zweiten  Grades  derselben  /*,  g^  h  und  von 
cc^  darstellt,  deren  Coefficienten  die  x,  y,  z  nur  in  den  Ver- 
bindungen A,  A  . . ,  enthalten.     Setzen  wir  demgemäss  an 

so  müssen  Fq  ,  F^ ,  F,  einzeln  durch  £''theiH>ar  sein.  Nun  sind 
die  F^  und  F,,  wenn  sie  vorkommen,  in  Bezug  auf  die /*!;{  ...  A^ 
von  der  ersten,  resp.  nullten  Ordnung,  woraus  wir  schliessen, 
dass  sie  in  Wirklichkeit  identisch,  versehwinden ,  dass  also  F 
sich  auf  den  Term  F,  reducirt,  und  dass  infolge  dessen 

ist.  Führt  man  nun  die  Differentiation  nach  u  aus,  so  er- 
hält man         .  ^        . 

{S  x^ß  A^ß)  .  { S  X^ß)  «c  [S  X^ß  A^ß]  {S  X^ß  Xciß) , 

und  hieraus 

{^faß  Aaß}  •  {5  ^ß)  —  {^  ^aß  ^aß)  (^  ^aßfaß)  • 

Die  vorstehende  partielle  Differentialgleichung  für  q)^  kann  nun, 
da  die  A^^^ß  ...  die  /^^  ...  hß  nicht  enthalten,  nicht  anders  be- 
stehen, als  wepn  die  mit  den/,  9,  h  multiplicirten  Glieder  links 
und  rechts  einzeln  einander  gleich  sind,  d.  h.  es  ist 

Kß  _  ^aß  _  ^  _  ^  ^aß  ^aß 
^aß  ^aß     •     ^aß         ^  ^aß  ^aß 

Zu  diesem  System  Yon  Differentialgleichungen,  welche  aus 
Gründen  der  Symmetrie  auch  noch  gelten,  wenn  die  Indiees  a,  ß 
die  Werthe  1  odef  2  annehmen,  gehören  zunächst  die' ^ner 
Particuhrlösungen 

T^\2m^{Xi^Yi^Zi)  , 

(a  CSS  4^  2  . ,.  fi)  . 

Es  fragt  sich  nun,  ob  noch  andere  gemeinsame  Particular- 
lösupgen  existiren  können.     Die  Integration  der  Gleichung 

^aß   ^  Kß 
^aß  ^aß 
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ist  durch  die  drei  ParticuIarlösuQgeD  L%  M\  T  vollstündig  er- 
schöpft^d.h. die  weiteren  noch  aufzusucheudenParticuIarlöstingen 
dttrfen  als  unabhängig  von  X^^  Xß  Y^  Yß  vorausgesetzt  werden. 
Dies  fahrt  zunächst  zu  der  Gleichung 

welcher  die  Lösung  AT  genügt.'  Infolge  dessen  können  die  noch 
eiw*a  fehlenden  Lösungen  als  unabhängig  auch  von  i^^  Xß  voraus- 
gesetzt werden.  Es  muss  also,  wenn  noch  weitere  Lösungen, 
die  von  den  gefundenen  unabhängig  sind,  exisliren,  durch 
einen  von  .Y^,  T^.  Z^  unabhängigen  Ausdruck  (p^  das  System 

oder 


X 

^ 

B^y  : 

Y 
*ay 

= 

c«/ 

.    7 

hXy' 

^oty 

» 

hYy' 

Y 

'  ay 

- 

^ay 

befriedigt  werden  können,  was  offenbar  nicht  mdglich  ist,  wenn 
9>o  d^^  ^yi  ^v)  ^y  wirklich  enthält.  Wir  schliessen  hieraus,  dass 
der  Ausdruck  cp^  die  Variablen  X,  Y,  Z  nur  in  vier  von  den 
^,  y,  z  unabhängigen  Verbindungen,  nämlich  L\  Af,  N*,  T 
enthält.     Eliminirt  man  also  aus 

Vo  *"  ^M>  ^»  ^>   ^  1  ^ -»  ^»  ^^i»  ^1'  ^1?  •••  ^ni  ^n>  ^n) 

vier  der  X...,  z.  B.  Ä\,  K,,  Zj,  X,  mittelst  der  Ausdrücke 
Ir',  M\  N',  T,  so  müssen  die  übrigen  X,  F,  Zvon  selbst  heraus- 
fallen.    Man  erkennt  leicht,  dass  dann  q)^  die  Gestalt 

q>,  =:iSr(4,  B,  C,  A,B\  (T,  L^.M,  JV,  T) 

annimmt,  wo  AT  eine  ganze  Function  der  darin  vorkommenden 
Grössen  bedeutet.  Hiermit  sind. wir  im  Wesentlichen  an  das 
2iel  gelangt.     Ist  nämlich 


•*^    r. 


aß 

die  Kräftefunction,  so  sind  die  Ausdrücke 

A,  B,  C,  A\  Bf,  C,  L\  M\  iV,  T  -  1/ 

homogene  Integrale    von    der    hier    untersuchten  Art.      Der 
Ausdruck 

:  V  =•  K{A,  B,  ...  M\  N'y  T  -  Vy 

ist  ein  ebensolches  Integral,   welches  entwickelt  und  nach  den 
X,  y,  Z  geordnet,  mit  dem  hier  untersuchten  Integral  q>  in  den 
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Gliedern  höchster  Ordnung ,  QSimlioh  in  dem  Anfangsterm  9^ 
ttbereinsttfnmt.     Die  Differenz 

ist  wiederum  ein  Integral  von  derselben  Art  wie  q>y  nur  dass 
die  Ordnung  in  Bezug  auf  die  X^  K,  Z  in  q>'  um  wenigstens  eine 
Einheit  niedriger  ist,  als  in  <p.  Es  lässt  sich  also  von  dem  vor- 
gelegten Integral  q>  stets  ein  aus  den  bekannten  Integralen  zu- 
sammengesetztes Integral  in  der  Weise  abspalten,  dass  das 
tlbrig  bleibende  Integral  nach  den  X,  7,  Zvon  niedrigerer  Ordnung 
ist  als  (p.  Wiederholt  man  diese  Abspaltung,  so  gelangt  man 
schliesslich  zu  einem  Integral,  welches  die  X,  F,  Z  nicht  enthält, 
welches  sich  deshalb  auf  eine  Gonstante  reducirt. 

Hiermit  haben  wir  den  Satz  gewonnen :  Bei  dem  VielkOrper- 
Problem  ist  der  Kreis  der  algebraisch  aus  den  Coordinaten  und 
Geschwindigkeiten  zusammengesetzten  und  von  i  freien  Inte- 
grale vollständig  mit  den  bekannten  Integralen,  nämlich  den 
Schwerpanktsatzen,  den  Flächensätzen  und  dem  Satze  von  der 
lebendigen  Kraft  abgeschlossen. 

§  ^5. 

Aus  dem  gefundenen  Ergebniss  lassen  sich  sofort  einige 
weitere  Folgerungen  ziehen.     Wir  fflhren  ein 

und  schreiben  demgemäss  die  lebendige  Kraft  in  der  Form 

ferner  setzen  wir,  wenn  U  wieder  die  Kräftefunction  bedeutet, 

T  -  ü»=  tf  j 
dann  haben  die  Bewegungsgleichungen  die  Gestalt 
dx„        bH      df„  ötf 

dt  Ha'     <^^  ^^a  ' 

Diese  Gleichungen  transformiren  wir,  indem  wir  stall  der  a;,  ^ . .» 
neue  Variable 

Pi  •  •  *  Pzn  >     ?i  •  •  •  ?3n 
durch  die  Gleichungen 

^«-öx«'    ''«"öy«'    -«""ö^«' 
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linführen,  wo  Y  irgend  einen  aus  den  Grössen  x,  y,  z,  p 
immengesetzten  Ausdruck  bedeutet.  Die  transformirten 
lleichungen  werden  dann  bekanntlich 


dqg  _  ^      dp„  ^ 


hH 


dt         öp^  '      dt  öj^  ' 

wo  If  durch  die  q,  p  ausgedrückt  zu  denken  ist.  Wir  wollen 
eine  derartige  Transformation  für  das  Dreikörper-Problem  wirk- 
lich durchfahren;  für  das  Vielkörper-Problem  gestaltet  sich  die 
Rechnung  nicht  wesentlich  anders. 

Die  den  §,  rj,  ^  correspondirenden  Variablen  sollen  mit 

Pj  Pi  ' ' '  P%j  ^^^  d®^  ^}  Vj  ^  entsprechenden  mit  q,  Qi  -  ->  g^ 
bezeichnet  werden.  Femer  soll  die  transformirende  Function  V 
in  Bezug  auf  die  p  homogen  linear  sein,  woraus  sofort  folgt,  dass 
man  ansetzen  kann 

wo  für  die  q  bestimmte  Functionen  der  x,  y,  z  gesetzt  zu  denken 
sind.  Der  Kürze  halber  möge  das  Zeichen  S  eine  Summation 
über  die  drei  Goordinatenaxen ,  das  Zeichen  2  eine  cyclische 
Summation  über  die  Indices  1,  2,  3  bedeuten.  Dies  voraus- 
geschickt setzen  wir  zunächst  an 

9j  =  S(x,  -  x,]^  ,     q\  =  S[x,  -  x,\^  ,    ql  =  S[x,  -  x,)^  , 

d.  h.  die  q^^  q^,  q^  sind  die  Distanzen  der  drei  Körper  von 
einander.    Weiter  sollen  sein 

q^=^2m,x,,    q.^^m.y,,    ?«  =  ^  m,  z,   . 

Endlich  bilden  wir  mit  den  neun  willkürlich  gewählten  Con- 
stanlen 

«wischen  denen  die  Relationen 

•^  "l    "~    -**    ^4     — '    ^    ^1     —    V     , 
^1  ^3    —    «3   ^   =    »3  *4    —    «4   *3    =    ^4    *«    —    «J   ^    ==    ^     > 

Stattfinden  sollen,  die  Ausdrücke 

q,^Ic,z^ 

9«  ==   -  &4  (^4  -♦•  '  ^4) 
j  =  [3  a,  {x,  -h  i  y,)]  :  q,  , 

dann  haben  wir  die  Transformationsgleicbungen 

^t]i.-ph7S.  Claase  1887.  8 
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?i = ?  (S4  -  ^3)  ■*■  ?  (-1  -  -4)        +  ;^5  C4         -*-p«  w, . 

etc. 

Die  p  ergeben  sich  hieraus  als  lineare  Functionen  der  ^,  1^,  T, 
mit  Coefficienten,  welche  algebraisch  von  den  x.  y,  z  abhängeo. 
Aus  diesen  Gleichungen  folgern  wir  zunächst 

:?  m,  X,  =  :?  ^,  =  /),  ^  m,  , 
^  m,  }\  =  J  >^4  =  p,  :?  m,  , 

:?  ?w^  z^  =  ::?  L^  =  p, :?  m^  , 

d.  h.  die  p,  g  mit  den  Indices  6,  7,  8  sind,  von  constanten  Fac- 
toren  abgesehen,  gleich  den  Geschwindigkeiten  und  den  Coor- 
dinaten  des  Schwerpunktes.    Weiter  bilden  wir  die  compleie 
Verbindung  der  beiden  ersten  FlHchensätze 
1    X,   ^,  ' 


«        yi      '/l       =7^5-^*4  (^4  -  '^4)  +  9:  ?^H  -  ?8P7  ■*■  '  i%Pi-9tPf^ 

0  ^4  ?4  : 

und  den  dritten  Flächensatz 


4  ^i 


Xt     s 


^l     '/l 


=  '  Pi  9a  +  P:  9e  -  7^6  97   • 


Der  Ausdruck  für  H  endlich  setzt  sich  zusammen  aus  den  drei 
Gliedern 


P»   Ps   9I  +  9!  — 7? 


9t     ?! 


im. 


c* 


"-^  2»j, 


"'1  ^?3  Vt  ' 

H"  =  p.  V'-^  (5,  -  z,]  l'^±  -  -^-'-)  +  ;>?  ^ 

«"'  =  1  (P^   +  P?   +  PJ)  ^  »'«     • 

In  den  transformirten  Differentialgeichungen 
spaltet  sieb  jetzt  zunächst  das  System 


r 
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ab;  dessen  Integration  die  Schwerpunktsätze  liefert.  Nehmen 
wir  den  Schwerpunkt  als  Coordinatenanfang,  so  haben  wir  die 
p.  q  mit  den  Indices  6,  7,  8  einfach  gleich  Null  zu  setzen,  und 
erhalten  das  System  zwölfter  Ordnung 

%  =  ^  (//'  +  //").  ^^  =  -  T^(«'-*-^"),  («=0,1  ...5). 
dt  ^Pa  d^  ^Pa 

Wählt  man  ferner  die  invariable  Ebene  als  sc^-Ebene,  so  ist  p^ 
gleich  Null  zu  setzen.  Infolge  dessen  reducirt  sich  das  System 
zwölfter  Ordnung  auf  ein  System  zehnter  Ordnung  mit  den  Va- 
riablen p  . . .  ^4,  9  . . .  94  und  auf  eine  Quadratur  zur  Bestimmung 
von  9^.    Das  letztgenannte  System  hat  die  Form 

d^^^ir     d^^^^if    («^0,1. ..4) 

dt  bp^  '      dt  ^qa 

und  giebt,  da  If  die  Variablen  p^  und  94  nur  zu  dem  Producte 
Pt  ?4  verbunden  enthalt,  in  Folge  der  Gleichungen 


dq 
dt 

die  Relation 


^  _       bH  ^Px  ^  _       ö// 

'""     ÖV49J    **'         dt    -  l[p,q,)    ^'' 


dt         ^         ' 


welche  sich  vorhersehen  Hess,  da  4^494  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  das  dritte  Flächenintegral  ist.  Von  dem  System 
zehnter  Ordnung  spaltet  sich  also  das  System  achter  Ordnung 

dq^  _   hH'         dp^ bW        ,,,_  0    I    2   3 

ab,  wo  in  ü*  an  Stelle  von  p^  q^  eine  Constante  zu  schreiben 
ist,  die  wir  mit  Ä*  bezeichnen  wollen.  Die  beiden  übrig  bleiben- 
den Gleichungen  liefern  dann  den  Ausdruck  für 

durch  eine  Quadratur. 

3» 
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§  ^6. 

Um  das  System  achter  Ordnung  noch  weiter  zu  redudreD, 
schreiben  wir 

WO  H^  und  H^  offenbar  von  p  frei  sind.    Ferner  setzen  wir  an 

L^p^-^ =  pH.Ä  =  0, 

und  können  dann  die  Gleichungen  zunächst  in  der  Form 
^?a  _  hL       hL        dp^  ^   ^^    .   ^^ 

sehreiben,  wo  nach  Ausführung  der  partiellen  DifferentiatioDeD 
für  H'  wieder  der  ursprüngliche  Ausdruck  gesetzt  zu  denken 
ist.   Wegen  der  Relation 

dt  ^  '  hW 

folgt  aber  für  a  =  1 ,  2,  3 

^9    ""  ^  '    .  ^?   ""  ""  ö?« 

Für  das  vorstehende  System  sechster  Ordnung  ist  der  in  Kant- 
tretende  Ausdruck  H'  ein  Integral^  wir  dürfen  also  für  ff  eine 
Constante  — /i  schreiben  und  haben  damit  das  Problem  auf  die 
Integration  eines  Systems  sechster  Ordnung  und  die  Quadratur 

dp  _  __  öÄ' 

dq  ""        hq 
zurückgeführt. 

Eine  weitere  Reduction  als  auf  dieses  System  sechsler 
Ordnung,  welches  schon  mehrfach,  wenn  auch  in  abweicheuder 
Gestalt,  abgeleitet  worden  ist,  lässt  sich,  wie  aus  den  Unter- 
suchungen von  Herrn  Lie  über  Gruppen  [Mathem.  Annalen, 
Band  VIII)  hervorgeht,  an  der  Hand  der  bisher  bekannten  Inte- 
grale nicht  erreichen.  Der  vollständige  Ausdruck  für  K  hat 
die  Gestalt 
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^.=^^.?. 


"^  •?» 


.4.  =  („.  _  b,  q)  (^i^n^ii  -  ^^I^ZM]  ,     etc., 

//  =  y  W  0«  "»t +  "»»  .  v^  ^ 


9»  +  ?l  -  9? 


■2",  l  -  " 


5 


Es  lässt  sich  jetzt  unschwer  zeigen,  dass  unser  System  sechster 
Ordnung  keine  algebraischen  Integrale  besitzt.     Angenommen 
esexisiirte  ein  algebraisch  aus  denj9,  9  zusammengesetztes  Inte- 
gral, dann  ergiebt  sieh  zunlichst,  weil  A"  eine  rationale  Function 
der  Pj  q  ist,  die  in  §  2  benutzte  Schlussweise,  dass  dieses  Inte- 
gral sich  als  eine  algebraische  Verbindung  von  Integralen  dar- 
stellen lässt,  welche  die  p,  q  nur  rational  enthalten.     Für  die 
rationalen  Integrale  ferner  zeigt  die  in  §  3  benutzte  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten,  dass  in  diesen  Integralen  die 
in  A' auftretenden  Constanten,  nämlich  die  m,  a,  b,  c,  k,  h  nur 
in  algebraischen  Verbindungen  auftreten  können.     Setzt  man 
nun  in  einem  solchen  rationalen  Integral  für  die  p,  q  ihre  Aus- 
drücke durch  die  ursprünglichen  Variablen  x,  y,  z,  ^,  /;,  l  und 
ferner  für  die  Constanten  k  und  Ä,  welche  ja  algebraische  Inte- 
grale bedeuten,  ebenfalls  ihre  Ausdrücke  durch  die  ursprüng- 
lichen Variablen ,  so  gelangt  man  zu  einem  Integrale  des  Drei- 
körper-Problems, welches  die  Coordinaten  und  die  Geschwindig- 
keiten nur  algebraisch  enthält.     Ein  derartiges  Integral  reducirt 
sich  aber  allemal,  wenn  man  den  Schwerpunkt  als  Coordinaten- 
anfang  und  die  invariable  Ebene  als  xy- Ebene  wählt,  auf  eine 
algebraische  Function  von  h  und  k  allein ,   womit  offenbar  die 
Niehlexistenz  algebraischer  Integrale  für  das  System  sechster 
Ordnung  bewiesen  ist. 

Bei  den  bisher  mittelst  der  Hamilton -Jacobi^schen  Methoden 
erledigten  Problemen  der   analytischen   Mechanik  beruht  die 
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Lösung  im  Allgemeinen  darauf,  dass  man,  nöthigenfails  durch 
eine  passende  Transformation,  eine  sogenannte  Trennung  der 
Variablen  herbeiführt.  Dieses  Princip  iHsst  sich  etwas  alige- 
meiner als  es  bei  Jacobi  geschieht,  folgendermassen  formulireo. 
Gegeben  ist  das  kanonische  System 

die  Variablen  lassen  sich  trennen^  wenn  zwischen  den  Variablen 
9  •••  9n>  Pi  '"Pnj  einer  neuen  Variablen  p  und  gewissen 
Parametern  c^ ,  c^  ...  Gleichungen  von  der  Form 

/^i  (p  9'  c^  Cj  , .  .)  =  0  ,     H^(p^  q^^  c^  c,  . . .)  =s  0     etc. 

aufgestellt  werden  können,  welche  folgenden  Bedingungen 
genügen :  1 )  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  der  Parameter  c 
ist  gleich  der  Anzahl  der  Variablenpaare  />  ?,  P4  ^i,  . . . ;  2)  jede 
Gleichung  enthalt  nur  ein  Variablenpaar;  3]  eliminirt  man 
mittelst  der  angegebenen  Gleichungen  aus  dem  Ausdrucke 

p  +  H 

je  eine  Componente  eines  Paares,  so  fallen  die  anderen  Compo- 
nenten  von  selbst  heraus,  d.  h.  der  genannte  Ausdruck  ver- 
wandelt sich  in  eine  von  den  p,  q  freie  Function  der  Parameter  c. 
Aus  diesen  Eigenschaften  folgt  dann  weiter,   dass,   wenn  maD 
die  Gleichungen  H^H^  ...  nach  den  c  auflöst,  die  für  die  c  sich 
ergebenden  Ausdrücke  Integrale  des  vorgelegten  Problems  sind. 
Aus  diesen  Bemerkungen  lUsst  sich  das  Ergebniss  ableiten, 
dass  es  nicht  möglich  ist,  bei  unserem  System  sechster  Ord- 
nung eine  Trennung  der  Variablen  durch  rein  algebraische  Be- 
rührungstransformationen, d.  h.  Transformationen,  bei  welchen 
die  kanonische  Form  der  Differentialgleichungen  erhalten  bleibt, 
herbeizuführen.     Bei  einer  algebraischen  Transformation  näm- 
lich verwandelt  sich  K  in  eine  algebraische  Function  der  neuen 
Variablen.     Wenn  nun  in  diesem  Falle  eine  Trennung  nach  den 
neuen  Variablen  möglich  ist,  so  lassen  sich  die  Parameter  c  stets 
so  wählen^  dass  die  Zusatzgleichungen 

«1  =s  0  ,    H^  5=  0  ,  ... 

die  Variablen  und  die  Parameter  nur  algebraisch  enthalten. 
Man  würde  hiermit  auf  algebraische  Integrale  des  Systems 
sechster  Ordnung   geführt.       Darnach   sind  also   die  Trans* 
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fonnationen,  welche  die  TrennuDg  der  Variablen  gestatten, 
oothwendiger  Weise  transcendent ,  ebenso  wie  die  noch 
fehlenden  Integrale. 

Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ist  nun  allerdings 
noch  nicht  die  Möglichkeit  ausgeschlossen,  dass  man  nicht  auf 
algebraischem  Wege  wenigstens  zu  einem  neuen  Integrale  ge- 
langen könnte.  Diese  Frage  ist  im  Wesentlichen  gleichbedeutend 
mit  der  andern :  existiren  Integrale,  welche  durch  Quadraturen 
über  algebraische  Ausdrücke  der  p,  q  entstehen?  Die  Er- 
ledigung dieser  Frage ,  zu  welcher  man  nach  Erschöpfung  des 
Gebietes  der  algebraischen  Integrale  auch  noch  durch  Ueber- 
legungen  ganz  anderer  Art  hingedrängt  wird,  würde  auf  dem 
hier  eingeschlagenen  Wege  als  der  nächste  nothwendige  Schritt 
erscheinen,  bevor  man  den  Versuch  macht,  in  den  Differential- 
gleichungen selbst  Fingerzeige  bezüglich  der  für  das  Problem 
angemessenen   transcendenten  Transformationen  aufzusuchen. 

Leipzig,  Sylvester  1886. 


SITZUNG  AM  7.  MÄRZ  1887. 

Walther  Dyck,    Beiträge   zur  Analysis  süus.     III.  Mit- 
theilung.     (Vorgelegt  von  A.  Mayer,)     Mit  4  lithogr.  Tafel. 

Die  beiden  vorangehenden  Untersuchungen  zur  Analysis 
Situs,  welche  ich  die  Ehre  hatte  der  hohen  Societät  vorzulegen  *), 
behandelten  im  Wesentlichen  die  Definition  der  vGrundzah/c 
einer  Mannigfaltigkeit  (insbesondere  von  zwei  und  drei  Dimen- 
sionen) und  deren  Bestimmung,  falls  die  Mannigfaltigkeit  ia 
analytischer  Form  gegeben  ist. 

Durch  Aufstellung  der  Grundzahl  ist  nun  selbstverständ- 
lich eine  Mannigfaltigkeit  keineswegs  nlm  Sinne  der  Analysis 
Situs  vollständig«  bestimmt.  So  lässt  sich  z.  B.  aus  der  Bestim- 
mung der  Grundzahl  für  den  olnnenraum«  einer  ebenen  Curve 
(A.  S.  11.  pag.  63]  noch  keineswegs  die  Anzahl  der  Zweige, 
aus  welchen  die  betr.  Curve  besteht,  angeben,  oder  aus  der 
Grundzahl  einer  Fläche  sich  ein  Schluss  auf  die  Anzahl  oder  die 
Grundzahl  ihrer  einzelnen  Theile  machen.  So  wird  man  all- 
gemeiner die  Frage  aufwerfen  können  : 

Welche  Anzahl -Bestimmungen  sind  —  unter  Voraussetzung 
eines  analytischen  Datums  —  an  einer  Mannigfaltigkeit  dwrcA- 
zuführen,  um  dieselbe  im  Sinne  der  Analysis  Situs  hinreichend 
und  vollständig  zu  charakterisiren? 

Diese  Frage  ist  in  den  folgenden  Zeilen  fttr  ebene  Gurven 
und  für  Flächen  eines  ebenen  dreidimensionalen  Raumes  behan- 
delt. Es  werden  Anzahlbestimmungen  (im  Wesentlichen  in  wie- 
derholten Anwendungen  des  Stürmischen  Satzes  bestehend)  be- 


4j  Beiträge  zur  Analysis  Situs  I  und  II,  vom  6.  Juli  4  886  und  S.Fe- 
bruar 4  886 ;  im  FolgendeD  A.  S.  I.  und  II.  citirt. 
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zeichnet,  durch  welche  die  betr.  Mannigfaltigkeit  bis  auf  Verbie- 
guDgen  und  Verzerrungen  (ohne  Zerreissen]  eindeutig  definirt 
wird.  Die  zu  Grunde  gelegte  Methode  ist  in  der  Ebene  wie  im 
Räume  dieselbe,  nur  habe  ich  für  die  Discussion  in  der  Ebene 
eine  an  die  früheren Entwickelungen  unmittelbar  anschliessende 
Darstellung  gewählt,  während  ich  im  Räume  die  Ableitung  der 
fraglichen  Charakteristiken  mit  Hülfe  einer  Projection  der  Fläche 
mehr  habe  hervortreten  lassen. 

Die  Frage,  wie  nun  die  so  definirten  Mannigfaltigkeiten  in 
gewisse  Normalformen  übergeführt  werden  können,  deren  Auf- 
stellung und  Classification  uns  über  die  überhaupt  vorhandenen 
gestaltlichen  Möglichkeiten  orientiren  würde,  berühre  ich  in  der 
vorliegenden  Untersuchung  nicht.  Insofern  man  nun  [eben 
anknüpfend  an  eine  solche  Aufstellung  gewisser  Normalformen] 
die  hier  gestellte  Aufgabe  auch  durch  die  Ueberführung  gegebener 
Gurven  und  Flächen  in  gewisse  Normalformen  behandelt  denken 
kann,  wo  dann  die  Gebilde  als  beweglich  gewisse  Umformungen 
erleiden,  mag  man  im  Vergleich  damit  den  hier  eingeschlagenen 
Weg  dadurch  bezeichnen,  dass  wir  für  die  Discussion  unsere 
Mannigfaltigkeiten  zwar  durch  das  analytische  Datum  als  starr 
gegeben  betrachten,  aber  ihre  gestaltlichen  Eigenschaften  nur 
insoweit  rechnerisch  verfolgen,  als  wir  sie  eben  zu  einer  Cha- 
rakteristik im  Sinne  der  Analysis  situs  bedürfen^}. 

Zum  Schlüsse  habe  ich  in  §  3  einige  Bemerkungen  über  die 
Gestalten,  welche  die  ebenen  Projectionen  von  Flächen  besitzen 
können^  angefügt.  Sie  sollen  nur  den  Umfang  der  eintretenden 
Möglichkeiten  an  Beispielen  bezeichnen,  ohne  irgendwie  er- 
schöpfen zu  wollen.  Eine  ausführliche  Darstellung  möchte  ich 
einer  anderen  Gelegenheit  vorbehalten. 

§1- 

Ebene  Cnnren. 
Die  Gleichung  der  Curve  sei 

f  (a^,  y]  =  0, 

wobei  zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  (wie  in  den  früheren 


4}  Man  vergieicbe  übrigens  hierzu  die  Schlussbemerkungen  des  §  2 
p«g.  49. 
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Abhandlungen)  vorausgesetzt  sei,  dass  die  Gleichungen 

f  (^,  y)  =0,  /;  =  0,  A  =  0, 

'wo  /"j  und  /*,  die  partiellen  Ableitungen  von  f  nach  cc  und  y 
bezeichnen)  nicht  gleichzeitig  ftlr  reelle  Werthepaare  x,  y  zu  be- 
friedigen seien  ^) . 

Wir  betrachten  ferner  (ebenso  wie  frtlher  A.  S.  1.  p.  322] 
die  Ebene  als  Kugel,  d.  h.  mit  nur  einem  unendlich  fernen 
Punkte,  w-elcher  im  «Aussen-Raume«  /">  0  der  Gurve  gelegen  seL 

Wir  legen  der  Betrachtung  wieder  einen  schon  früher  (A. 
S.  II.  p.  62]  gebrauchten  Entstehungsprocess  der  Gurve  zu 
Grunde,  den  wir  wieder  der  einfacheren  Ausdrucksweise  wegen 
in  einer  speciellen  Gestalt  voraussetzen :  Eine  Gerade  y  =  y^ 
möge  von  einer  d obersten«  Lage  beginnend,  für  welche  noch 
kein  Schnittpunkt  mit  der  Gurve  statthat,  parallel  zur  Anfangs- 
lage bleibend  mit  abnehmendem  y  über  die  Gurve  hinweg- 
geschoben werden.  Wir  betrachten  dann  den  jedesmal  oberhalb 
der  Geraden  befindlichen  Theil  der  Gui*ve  als  entstanden  und 
achten  darauf,  wie  bei  der  Bewegung  neue  Stücke  der  Gurve 
entstehen  und  schon  vorhandene  sich  vereinigen.  Das  Entstehen 
neuer  Gur\ entheile  findet  jedesmal  statt,  wenn  die  Gurve  von 
»oben«  berührt  wird,  die  Vereinigung  zweier  Theile  jedesmal 
dann,  wenn  eine  Berührung  von  i> unten«  statt  hat.  Die  be- 
treffenden Stellen  sind  also  durch  die  Gleichungen 

/•=o, /-.^o 

charakterisirt  und  die  Art  der  Berührung  von  »obena  bez. 
»unten«  durch  das  positive  bez.  negative  Vorzeichen  von 

Seien  nun  Vi,  y^  -  -  •  yn  der  Grösse  nach  geordnet  die  Ordinaten 
für  welche  Berührungen  eintreten,  so  lässt  sich  zunächst  aus 
der  Kenntniss  dei^  jedem  dieser  Werihe  entsprechenden  Vorzeiditn 
von  f^  .  /*n  die  Anzahl  a  der  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Ge- 
raden y  =  y^  mit  der  Curve  bestimmen.  Versteht  man  nämlich 
unter  [f^-fn]  die  Grösse  ±  i,  je  nachdem  f^.f^^  positiv  oder 
negativ  ist,  so  ist  diese  Zahl  sofort  gegeben  durch 


4)  Indess  sei  ausdrücklich  bemerkt,   dass  ein   Beibehalten  solcher 
singulärer  Punkte  keinerlei  Schwierigkeiten  bietet. 
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die  Summe  aasgedehnt  über  alle  Punkte  y^,  (/"=  0,  f^  =  0),  für 
welche  y"^  ya  ist. 

Die  Intervalle  von  y^  bis  y,,  y,  bis  y,  .  .  .  ,  y„_4  bis  y„ 
sind  dergestalt  jedes  von  einer  bestimmten  Anzahl  von  Gurven- 
stücken  durchsetzt,  die  unter  sich  eben  an  jenen  Berührungs- 
pnnkten  zusammenhängen.  Zur  vollständigen  Charakteristik 
der  Curven  ist  es  also  noch  nothwendig,  die  Lage  der  Be- 
rührungspunkte auf  den  einzelnen  Geraden  y=yi  -  »  'y  =  yn 
zu  kennen,  d.  h.  zu  wissen,  wie  viele,  i,  von  allen  Schnitt- 
punkten einer  solchen  Geraden  mit  der  Curve  »rechts«  (und 
damit  auch  gleichzeitig  wie  viele  »links«)  vom  Berührungs- 
punkte liegen. 

Die  Kenntniss  dieser  Zahlen  X  für  die  sämmtlichen  Tangenten 
y  =  y^  ist  zur  Charakterisirung  jedenfalls  hinreichend.  Denn 
sie  ermöglicht  unmittelbar  und  nur  auf  eine  Weise  ein  Schema 
der  gegenseitigen  Lage  der  einzelnen  Curvenzweige  zu  ent- 
werfen (vergl.  Fig.  4 ) .  Zunächst  etwa  beim  obersten  Berührungs- 
punkte (für  welchen  f^  .  /\^  positiv  ist)  beginnend  und  auf  dem 
einen  der  dort  auslaufenden  Aeste  (etwa  nach  rechts)  fortschrei- 
tend bezeichnen  wir  einen  ersten  Gurvenzug  in  ganz  bestimmter 
Weise  dadurch,  dass  wir  beim  Ueberschreiten  jeder  Tangente 
angeben,  wie  viele  Schnittpunkte  der  Gurve  mit  dieser  Tangente 
rechts  (bez.  links)  des  jeweils  durchlaufenen  Gurvenzuges  liegen 
—  und  diese  Anzahlen  bestimmen  sich  sofort  aus  der  Kenntniss 
der  obengenannten  Zahlen.  Diese  lassen  nämlich  erkennen,  ob 
ein  Berührungspunkt  »rechts«  von  dem  durchlaufenen  Gurven- 
zweige  auftritt  (bezw.  verschwindet),  ob  er  auf  dem  durchlau- 
fenen Zweige  liegt,  oder  endlich  links  davon  gelegen  ist^).  So 
ordnen  sich  in  bestimmter  Reihenfolge  schliesslich  alle  jene  Be- 


1)  Sei,  um  dies  näher  auszuführen,  an  einer  bestimmten  Stelle  der 
Curve  (die  wir  uns  in  der  Richtung  nach  »abwärts«  durchlaufen  denken) 
mdie  Zahl  der  »rechts« liegenden  Curvenzweige;  sei  ferner  für  die  nächst- 
folgende horizontale  Tangente  /u  die  Zahl  der  Zweige  »rechts«  vom  Beruh- 
mngspunkte.  Nehmen  wir  dann  an,  diese  Tangente  berühre  von  »oben«, 
so  wächst  die  Zahl  der  »rechts «liegenden  Curvenzweige  für  den  durch- 
laufenen Zweig  um  S,  wenn  /U  g  m  und  bleibt  ungeändert  für  ^  >-  m.  Be- 
rührt die  Tangente  von  »unten«,  so  nimmt  die  Zahl  der  »rechts« liegenden 
Zweige  um  2  ab,  wenn  ^  <  *»  —  < ;  wenn  aber  ^  b  m  —  1  bez.  ^  =  m 
ist,  so  liegt  der  betr.  Berührungspunkt  auf  dem  Curvenzweige  und  die  Curve 
"wendet  sich  von  da  nach  oben  und  zwar  nach  rechts  bez.  nach  links;  ist 
/«>  m,  so  bleibt  die  Zahl  der  »rechtsliegenden«  Curvenzweige  ungeändert. 
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rtthrungspunkte  auf  geschlossenen  Theilen  der  Curve  an,  deren 
gegenseitige  Lage  durch  unsere  Angaben  völlig  fixirt  ist. 

Unsere  Anzahlbestimmungen  sind  aber  nicht  bloss  hin- 
reichend, sondern  auch  nothwendig,  um  mit  Hülfe  der  gewählten 
horizontalen  Tangenten  die  Curve  im  Sinne  der  Analysis  situs 
vollständig  zu  definiren.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Zahl  n  der 
horizontalen  Tangenten  und  fUr  jede  den  Charakter  der  eintre- 
tenden Berührung  (als  obere  bez.  untere)  gegeben,  so  lassen  sich 
nur  unter  Berücksichtigung  der  obigen  Relation  (1),  welche  die 
Gesammtzahl  a  der  Schnittpunkte  der  Curve  in  jedem  Intervalle 
angiebt,  die  Zahlen  X^y  X^  ,  .  .  k^  der  rechts  von  jedem  Berüh- 
rungspunkte liegenden  Schnittpunkte  der  Curve  mit  diesen  Tan- 
genten noch  willkürlich  festsetzen  und  führen  jedesmal  zu  einem 
und  nur  einem  ganz  bestimmten  Schema  einer  Curve. 

Fassen  wir  die  hiermit  gewonnene  Methode  zur  Charakte- 
risirung  einer  Curve  zusammen ,  so  haben  wir  für  die  Curve 
f  (x,  y^  =  0  ausser  der  Bestimmung  ihrer  horizontalen  Tangenten 
und  des  Charakters  der  jedesmaligen  Berührung  (als  i>obeien 
bez.  »unterem.  Berührung)  auf  jeder  dieser  Tangenten  das  Lagen- 
verhältniss  des  Berühi^ngspunktes  zu  den  übrigen  Schnittpunkten 
auf  der  Tangente  durch  die  Bestimmung  dei*  Zahlen  Xi  zu  fixiren, 
eine  Bestimmung ,  die  jedesmal  die  Amoendwig  des  Sturni' sehen 
Satzes  erfordert. 

Besitzt  die  Curve  Doppelpunkte,  so  ist  für  diese  gleichfalls 
auf  einer  durchgelegten  Horizontalen  je  eine  Zahl  Xi  zu  bestim- 
men. Ebenso  lassen  sich  weitere  singulare  Vorkommnisse  leicht 
in  die  allgemeine  Theorie  einbegreifen. 

Unmittelbar  ist  ersichtli?h,  dass  unser  System  von  horizon- 
talen Geraden,  das  wir  der  »Beschreibung  der  Curve«  zu  Grunde 
gelegt  haben,  durch  irgend  ein  anderes,  die  Curve  einfach  über- 
deckendes Curvensystem  zu  analoger  Formulirung  ersetzt  wer- 
den kann,  wo  dann  der  speciellen  Curve  irgend  ein  specielles 
System  für  die  Discussion  am  angemessensten  sein  wird^;. 

§2. 
Flächen  im  ebenen  dreidimensionalen  Eanme. 

Indem  wir  dazu  übergehen,  eine  analoge  Methode  zurCha- 
rakterisirung  einer  (im  ebenen  dreidimensionalen  Baume  ge- 

4)  Man  vergl.  übrigens  die  Scblussbemerkungen  von  §  S. 
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legenen]  Fläche  (die  wir  uns  auch  wieder  als  aus  einer  Anzahl 
geschlossener^  einander  in  mannigfachster  Weise  durchdringen- 
der und  umschliessender  Theiie  bestehend  zu  denken  haben) 
übergehen,  sei  im  Folgenden  eine  etwas  veränderte  Darstellungs- 
form —  mit  Hülfe  einer  »Projection«  der  Fläche  —  gewählt,  die 
unmittelbar  auch  in  den  voranstehenden  Entwicklungen  hätte 
gebraucht  werden  können. 

Denken  wir  uns  eine  Fläche  (die  wir,  wenn  es  sich  um  eine 
rechnerische  Ausführung  handelt,  wieder  durch  eine  Gleichung 
f  fXy  fff  z)  SS  0  gegeben  voraussetzen)  von  irgend  einem  Punkte 
aus  betrachtet,  so  können  wir  dieselbe  ^von  diesem  Punkte  aus« 
dadurch  beschreiben,  dass  wir  zunächst  die  Umrisscurve,  in 
ihrer  Projection  auf  irgend  eine  Ebene,  vollständig  oharakte- 
risiren  und  dann  angeben,  wie  sich  in  diese  Curve  die  einzel- 
nen Theiie  der  Fläche,  die  als  verschiedene  über  der  Projections- 
ebene  liegende  Blätter  zu  denken  sind,  einspannen. 

Wir  zerlegen  diese  Discussion  in  folgende  Schritte : 

4.  Die  »Umrisscurven  (\n  welcher  wir  gleichzeitig  auch 
etwa  vorhandene  Rückkehrcui'ven  der  Fläche  einbegreifen)  sowie 
die  JtDoppelcurved  —  die  wir  beide  als  aus  einer  Anzahl  ge- 
schlossener, sich  mannigfach  überkreuzender  Theiie  bestehend 
anzunehmen  haben  —  müssen  zunächst  nach  den  soeben  in  §  4 
ausgeführten  Metboden  in  derProjectionsebene  festgelegt  werden. 

2.  Längs  der  Umrisscurve  gehen  nun  (vom  Projections- 
centrum  aus  gesehen)  zwei  Flächentheile  in  einander  tkber,  so 
zwar,  dass  wir  längs  der  Curv'e  noch  diejenige  Seite,  auf  welcher 
der  Uebergang  statthat  (mit  Hülfe  einer  Vorzeichenbestimmung, 
die  für  jeden  getrennten  Theil  der  Curve  an  einer  Stelle  aus- 
zuführen ist)  fixiren  können ;  wir  wollen  diese  Seite  der  Curve 
kurz  die  ^Flächenseitea  nennen. 

Nach  diesen  Bestimmungen  lässt  sich  für  jeden  beliebigen  Pro- 
jectionsstrahl  die  Anzahl  a  seiner  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  an- 
geben, wenn  wir  die  Bestimmung  einmal  für  einen  Projectionsstrahl 
ausgeführt  haben. 

Jede  Ueberschreitung  der  Umrisscurve  (man  sehe  hier  etwa 
Fig.  2,  5)  ändert  nämlich  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  um 
+  2  bez.  — 2,  je  nachdem  sie  durch  die  längs  des  Umrisses 
fixirte  D Flächenseite«  als  Eintritt  oder  Austritt  zu  bezeichnen  ist. 
Ueberschreitungen  der  Doppeicurve  ändern  selbstverständlich 
diese  Anzahl  nicht. 
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3.  Nun  denken  wir  uns  für  alle  Doppelpunkte  der  Umriss- 
curve  und  Doppelcurve  (die  im  Allgemeinen  scheinbare  Doppel- 
punkte sein  werden)  in  der  Projecfcionsebene  den  dort  »Uber- 
kreuzenden  (t  und  den  »unterkreuzenden  a  Curvenzug  bezeichnet; 
weiter  sei  für  etwa  vorhandene  Berührungen  der  Projection  von 
Doppelcurve  und  Umrisscurve  bestimmt,  ob  [im  Räume)  die 
Doppelcurve,  in  bestimmter  Richtung  durchlaufen,  den  Umriss 
von  »oben  nach  unten«  bez.  von  «unten  nach  obenadurchsetzt^). 

4.  Es  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  Entscheidung,  welche 
Blätter  der  Fläche  jedesmal  längs  der  einzelnen  Ränder  zusam- 
menhängen. 

Diese  Entscheidung  wird  dadurch  getroffen^  dass  wir  für 
jeden  in  sich  geschlossenen  Theil  der  Umrisscurve  und  der  Doppel- 
curve an  einer  (übrigens  willkürlichen)  Stelle  bestimmen^  in  wie 
vielen  (X)  Punkten  der  zugehörige  Projectionssirahl  in  dem  Stücke 
zwischen  dem  Projectionscentrum  und  jenem  Punkte  der  ümrisS" 
(Doppel-)  Curve  (seinem  Berührungspunkte)  die  Fläche  schneidet. 

Dann  sind  nämlich  (man  vergl.  etwa  Figur  5),  wenn  wir 
uns  (3)  ausgeführt  denken,  jedesmal  längs  des  betreffenden  in 
sich  geschlossenen  Gurvenzuges  die  dort  zusammenhängenden 
Blätter  bestimmt.  Man  beachte  nämlich,  dass  die  ebenerwähnte 
Schnittpunktszahl  k  für  einen  Projectionsstrahl  längs  eines  ge- 
schlossenen Theiles  der  Umrisscurve  sich  jedesmal  ändert;  so 
oft  ein  scheinbarer  Doppelpunkt  (mit  einem  andern  Stück  der 
Umrisscurve)  auftritt,  in  welchem  der  durchsetzende  Gurven- 
theil  zwischen  Projectionscentrum  und  Berührungspunkt  liegt. 
Und  zwar  wächst  die  Zahl  jener  Schnittpunkte  A  um  2,  bez. 
nimmt  um  2  ab,  je  nachdem  die  betr.  Stelle  einen  Eintritt  oder 
Austritt  bezeichnet.  Dagegen  bleibt  die  Zahl  jener  Schnitt- 
punkte an  denjenigen  scheinbaren  Doppelpunkten  ungeändert, 
für  welche  der  durchsetzende  Zweig  ausserhalb  des  oben  er- 
wähnten Stückes  den  Projectionsstrahl  schneidet.  Ferner  ändert 
sich  die  Zahl  A  um  eins  an  den  Stellen .  in  welchen  die  Umriss- 
curve  von  der  Doppelcurve  der  Fläche  berührt  wird  und  zwar 
um  4-1  bez.  — -'1,  je  nachdem  im  Sinne  der  Durchlaufung  der 
Umrisscurve  gerechnet  die  Doppelcurve  (die  ja  im  Räume  den 


i)  Wir  werden  weiter  unten  für  eine  rechnerische  Durchführung  die 
Ausführung  der  Bestimmungen  (3)  denen  in  (4)  nachsetzen;  doch  formuliren 
sich  die  Bestimmungen  (4)  übersichtlicher,  wenn  wir  für  den  Augenblick  3] 
als  bekannt  voraussetzen. 
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Umriss  durchsetzt)  von  unten  nach  oben  bez.  von  oben  nach 
anten  tritt.  Analog  lässt  sich  jene  Zahl  k  längs  eines  geschlos- 
senen Theiles  einer  Doppelcurve  bestimmen,  wenn  sie  an  einer 
Steile  bekannt  ist.  Dabei  ist  für  diejenigen  geschlossenen  Theile 
der  Doppelcurve,  welche  mit  Theilen  des  Umrisses  eine  Be- 
rtthi*ung  eingehen,  eben  an  jener  Berührungsstelle  die  Zahl  der 
Schnittpunkte  l  für  die  Doppelcurve  gleichzeitig  mit  der  für 
die  betreffende  Umrisscurve  gegebenen  Zahl  A  bestimmt.  Weiter 
ist  selbstverständlich  die  Zahl  A  ohne  Rechnung  gegeben  für  alle 
diejenigen  Curvenzüge,  die  an  ein  Gebiet  grenzen,  in  welchem 
die  Zahl  der  überdeckenden  Blätter  0  ist. 

^*ach  Bestimmung  der  Zahlen  A  kann  die  Verbindung  der 
einzelnen  Flächenstücke,  welche  über  den  verschiedenen  Ge- 
bieten der  Projectionsebene  ausgebreitet  sind;  zur  Gesammt- 
flache  nur  mehr  auf  eine  Weise  erfolgen,  wie  man  dies  sofort 
durch  ähnliche  Ueberlegungen  wie  die  auf  pag.  43  für  ebene 
Curven  gegebenen  übersieht. 

Wir  erkennen  also,  dass  zur  Festlegung  der  Fläche  im  Sin7ie 
der  Analysis  situs  jedenfalls  hinreichend  ist:  i)  Den  Umriss 
und  die  Doppelcurve  (im  Sinne  von  ^  \)  zu  charakterisiren.  2) 
Für  jedes  geschlossene  Stück  des  Umrisses  die  y>Flächenseite(i  zu 
bestimmen.  3)  Die  Art  der  Ueberkreuzungen  des  entstandenen 
Curvensystems  und  der  Berührungen  von  Doppelcurven  und  Um- 
riss zu  fixiren,  und  endlich  4)  die  Zahlen  k  zu  bestimmen. 

Es  handelt  sich  noch  darum,  zu  discutiren,  in  wie  weit  für 
die  Beschreibung  der  Fläche  aus  ihrer  Projection  diese  Be- 
stimmungen im  Allgemeinen  nothwendig  zur  Charakteristik  sind. 
Hat  man  durch  die  Bestimmungen  4  und  2  die  Anordnung 
der  Umriss-  und  Doppelcurven  in  der  Projectionsebene  und 
daraus  die  Blätterzahlen  a  in  den  einzelnen  Gebieten  festgelegt, 
so  geht  man  zweckmässig  zur  Bestimmung  der  Zahlen  l  über. 
Ausser  dem  oben  schon  erwähnten  speciellen  Falle,  in  welchem 
sich  die  längs  einer  geschlossenen  Theilcurve  statthabenden 
Zahlen  l  unmittelbar  ergeben,  wird  es  im  Allgemeinen  an  einer 
))estimmten  Stelle  einer  Theilcurve  immer  eine  (durch  die  zu- 
gehörige Zahl  (7  begrenzte)  Anzahl  von  Möglichkeiten  für  A  geben, 
aus  welchem  Umstände  sich  die  Nothwendigkeit,  die  Bestimmung 
von  l  Jan  einer  Stelle)  für  jede  Theilcurve  zu  treffen,  ergiebt*). 

4)  Im  speciellen  YaWe  kdiun  allerdings  eine  solche  Configuration  des 
Cmrisses  vorliegen,  dass  aus  ihr  mitNothwendigkeit  die  Zusammengehörig- 
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Erst  Dach  Bestimmung  der  Zahlen  A  je  für  eine  Steile  jeder 
Theilcurve  wenden  wir  uns  nun  zu  3)  der  Bestimmung  des 
Charakters  der  Berührung  etwa  vorhandener  Doppelcurven  mit 
Umrisscurven,  in  dem  pag.  46  angedeuteten  Sinne  und  dann 
zur  Bestimmung  der  Ueberkreuzungen  des  Gurvensystenas.    Von 
diesen  letzteren  werden  sich  eine  Anzahl  ohne  Rechnung,  aus 
den  Zahlen  X  herleiten  lassen.    Denken  wir  z.  B.  fttr  zwei  sich 
Uberkreuzende  Gurvenzweige  in  der  Ueberkreuzungsstelle  jene 
Zahlen  l  gegeben ,   so  ist  damit  ohne  Weiteres  entschieden, 
welcher  Curvenzweig  »oberhalb«,  welcher  »unterhalb«  verläuft. 
Weiter  werden  sich  (je  nach  den  specieU  vorliegenden  Configura- 
tionen)  gewisse  Ueberkreuzungen  aus  der  Bedingung  bestimmen 
lassen,  dass  die  entstehende  Fläche  keine  weiteren  Umrisse  nnd 
Doppelcurven  als  die  zuerst  (durch  4  und  2)  bestimmten  haben 
darf.   Ueber  solche  aus  der  speciellen  Gonfiguralion  abzulesende 
Ueberkreuzungen  hinaus  werden  aber  im  Allgemeinen  stets  noch 
Ueberkreuzungen  existiren,    wo  die  Art  des  Uebereinander- 
greifens  der  betreffenden  Gurvenzttge  rechnerisch  durch  Be- 
stimmung der  Lage  der  den  beiden  Zweigen  im  scheinbaren 
Doppelpunkt  entsprechenden  Schnittpunkte  fixirt  werden  muss; 
dabei  wird  für  jede  specielle  Configuration  jede  solche  Be- 
stimmung nach  den  vorhin  ausgesprochenen  Sätzen  gewisse 
andere  nach  sich  ziehen.    So  sind  in  Fig.  3  diejenigen  Ueber- 
kreuzungsstellen  der  als  zwei  in  einandergreifende  Ringe  ge- 
dachten Fläche  durch  Punkte  hervorgehoben ,  welche  allein 
rechnerisch  bestimmt  werden  müssen ,  während  sich  die  Art 
der  Ueberkreuzung  fttr  die  übrigen  Durchkreuzungen  hieraus 
ohne  Rechnung  ergiebt.   Ueberdies  beachte  man  den  Satz,  dass 
die  Gesammtänderung  der  Zahl  A  (wie  wir  sie  für  die  ver- 
schiedenen Ueberkreuzungsstellen  und  Berührungspunkte  mit 
Doppelcurven  auf  pag.   46  verfolgt  haben)  beim  Durchlaufen 
einer  geschlossenen  Theilcurve  gleich  Null  sein  muss,  da  wir 
nicht  voraussetzen ,   dass  eine  Umrisscurve  mehrfach  zählend 
als  Umriss  auftritt. 


keit  zweier  Theilcurven  zu  einem  einzigen  geschlossenen  Flächenthelle 
folgt.  In  einem  solchen  Falle  —  wie  er  in  Figur  S,  wo  die  Curven  Q  und  Ct 
nothwendig  zusammengehören,  vorliegt  —  zieht  dann  eine  auf  der  einen 
Curve  bestimmte  Zahl  X  eine  entsprechende  Zahl  auf  der  andern  Curve 
nach  sich. 
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Der   im  Vorstehenden   gegebene  Weg  der  Discussian  der 
gesialtiichen  Verhältnisse  von  Curven  und  Flächen  mag  noch 
auf  die  mannigfaltigste  Art  durch  die  Auswahl  anderer  Curven- 
Systeme  an  Stelle  der  hier  zu  Grunde  gelegten  Geradenbüschel 
in  der  Ebene  und  im  Räume  abgeändert  werden  und  selbstver- 
ständlich  wird  speciellen  Daten  das  eine  oder  andere  System 
filr  die  Discussion  angemessener  sein.    Allen  Anordnungen  aber 
ist  gemeinsam  die  Art  der  Verwendung  des  Stürmischen  Satzes y 
welche  —  mag  sie  nun  auf  dem  einen  oder  anderen  Wege  in 
grösserer  oder  geringerer  Wiederholung  nothwendig  sein  — 
die  schliessliche  Charakterisirung  der  Curven  und  Flächen  herbei- 
führt.   Auch  wenn  man  sich  etwa  vor  einer  speciellen  Discus- 
sion eine  gegebene  Curve  oder  Fläche  im  Sinne  der  Analysis 
Situs  umgewandelt  denkt  (etwa  bei  einer  Curve  durch  Auf- 
hebung  von  Wendepunkten,  bei  einer  Fläche  durch  Reduction 
gewisser  auflösbarer  Verschlingungenj ,  so  lassen  sich  auch  solche 
Umformungen  durch  die  Auswahl  specieller  Curvensysteme 
durch  eine  Discussion  im  obigen  Sinne  ersetzen,  und  so  führen 
die  schliesslich  nothwendigen  Anzahlbestimmungen  wieder  auf 
Formulirungen  der  vorstehend  gegebenen  Art.    Insofeim  lassen 
iick  also  unsere  Methoden  der  Bestimmung  der  gestalüichen  Ver- 
hüUnisse  van  Curven  und  Flächen  nicht  nur  als  hinreichende^  son- 
fJiem  aiuch  als  nothwendige  bezeichnen. 

§  3. 
Anschliessende  BemerkuDgeD, 

Es  seien  der  allgemeinen  Discussion  noch  einige  Sätze  bei- 
gefügt über  ebene  Curvensysteme,  welche  als  vollständige  Um- 
risse von  Flächen  (in  der  Projection  auf  eine  Ebene)  betrachtet 
werden  können. 

Wir  denken  uns  in  der  Ebene  ein  Curvensystem  gegeben, 
in  welchem  die  einzelne  geschlossene  Theilcurve  sich  nicht  selbst 
durchsetzt,  welches  aber  sonst  ganz  willkürlich  angenommen 
ist,  so  dass  sich  also  die  verschiedenen  Theilcurven  auf  die 
mannigfachste  Art  durchkreuzen  mögen ;  wir  setzen  femer  für 
jede  einzelne  Theilcurve  in  übrigens  völlig  willkürlicher  Weise 
die  »Flächenseite  (T  fest  —  dann  lässt  sich  —  und  zwar  im  All- 
gemeinen noch  auf  mannigfache  Weise  —  ein  solches  Curvensystem 
stets  als  der  vollständige  Umriss  einer  Fläche  betrachten ;  dabei 

Vatli.-pbjB.  Classe  lSvS7.  4 


^ 
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kann  auch  verlangt  werden,  dass  die  Fläche  keine  Doppeleu rven 
besitzen  solU 

Fixirt  man  in  einem  der  Gebiete,  in  welche  durch  den 
Umriss  die  Ebene  zerlegt  erscheint,  die  (über  einer  gewissen 
unteren  Grenze  willkürliche)  Zahl  a  der  Überdeckenden  Blaiter 
der  Flache ,  so  ist  (nach  pag.  45)  die  betreffende  Zahl  für  alle 
Gebiete  der  Ebene  bestimmt^).   Sie  wird  in  gewissen  Gebieten 
einen  kleinsten  Werth  erreichen ;  wählen  wir  diesen  gleich  Null, 
setzen  also  voraus,  dass  die  betreffenden  Gebiete  von  der  Fläche 
nicht  Überdeckt  werden  sollen,  so  lässt  sich  auch  unter  dieser 
Voraussetzung^  bei  welcher  alle  Gebiete  mit  der  kleinstmögUchen 
BlätterzM  iiberdeckt  erscheinen,  stets  und  zwar  im  Allgemeinen 
noch  auf  mannigfache  Art  eine  Fläche  construiren,  welche  das  ge- 
wählte Curvensystem  zum  vollständigen  Umriss  besitzt,    Daliei 
können  wir  auch  hier  noch  verlangen,  dass  die  Fläche  keine 
Doppelcurve  besitzt.    Die  Anzahl  der  verschiedenen  MOgliciH 
keilen  ist  wegen  der  endlichen  Blätterzahl  hierbei  stets  eio^ 
endliche. . 

Der  Beweis  dieser  Sätze  wird  in  einfachster  Art  durch  die 
wirkliche  Aufstellung  zugehöriger  Flächen  geführt.    So  lässt 
sich  etwa  für  den  allgemeinen  Fall  sofort  jede  einzelne  Thei/- 
curve  als  vollständiger  Umriss  eines  Flächenstückes  betrachten« 
welches  die  Gestalt  einer  »Kugel«  (im  Sinne  der  Analysis  situs, 
besitzt,  wenn  das  durch  die  Flächenseite  der  betr.  Theilcunre 
definirte  Curveninnere  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Ebene 
ausschliesst,  welches  andererseits  die  Gestalt  eines  einschaligeD 
Hyperboloids   (etwa  mit  der  Kehlellipse  als  Umriss)  besitzt, 
sofern  das  »Innere«  der  zugehörigen  Theiicurve  den  unendlicb 
fernen  Punkt  einschliesst.  Die  so  construirten  Flächen  besitzen, 
wenn  man  von  der  Möglichkeit  etwa  vorhandener  Flächenlbeile, 
die  Bremen  Umriss  in  die  Projectionsebene  liefern*),  absieht,  das 


4]  Es  ist  sofort  deutlich,  dass  für  die  Fixirung  der  Zahl  a  in  einem 
beliebigen  Gebiete  auch  bei  unserer  ganz  willkürlichen  Eintheiluog  und  b^ 
liebiger  Wahl  des  Randes  der  einzelnen  Theilcurven  kein  Widersprach 
entstehen  kann  aus  der  Abänderung  des  Weges,  auf  welchem  wir  vom  Aos- 
gangsgebiet  nach  dem  betreffenden  Gebiete,  in  welchem  wir  tf  bestimmeA 
wollen,  fortschreiten ;  da  jeder  geschlossene  Weg  —  insofern  auf  ihm  gleich 
viel  Eintritte  und  Austritte  mit  jeder  einzelnen  Theiicurve  liegen  —  die 
Charakteristik  Null  ergiebt. 

%)  Kugeln,  von  einem  inneren  Punkte  projicirt. 
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Maximum  von  Theilen  bei  gegebenem  Umriss.  In  Figur  4  sind 
in  die  einzelnen  Theilgebiete  die  dieser  Annahme  entsprechen- 
den Zahlen  eingetragen,  wo  dann  jeder  Punkt  von  doppelt  so 
vielen  Blättern  überdeokt  erscheint,  als  es  (mit  Berücksichtigung 
der  >  Flächenseite  tt)  ihn  umschliessende  CurvenzQge  giebt. 

Ffir  die  Flfichen  mit  einer  Minimalzahl  von  Ueberdeckungen 
der  Ebene  beachte  man,  dass  man  einander  durchschneidende 
Theiicurven  des  Umrisses  nicht  als  (auf  der  Fläche)  aufeinander- 
folgende Umrisse  eines  FlSchenstttckes  betrachten  kann,  vi^ohl 
aber  eine  umfassende  Theilcurve  und  vollständig  von  ihr  ein- 
geschlossene, welche  sich  die  »  Flächenseiten  «  zukehren,  als  auf- 
einanderfolgende Stücke  des  Umrisses  eines  Flächentheiles.   Da 
nun  für  die  Gebiete,  welche  a=sO  erhalten  sollen,  die  begrenzen- 
den Curvenstücke  des  Umrisses   ihre   Flächenseite   sämmtlich 
von  dem  Gebiete  abkehren,  übersieht  man,  dass  in  der  Thal 
bei  geeigneten  (und  noch  mannigfach  zu  treffenden)  Verbin- 
dungen einzelner  Theiicurven  durch  ein  Flächenstttck  jene  Ge- 
biete unbedeckt  bleiben  können.    Man  vergleiche  etwa  Fig.  5, 
wo  der  Umriss  dieselbe  Configuration  wie  in  Fig*  4  zeigt.    In 
die  einzelnen  Gebiete  sind  jetzt  die  der  neuen  Annahme,  die 
hier  ersichtlich  noch  auf  mannigfache  Weise  erfüllt  werden 
kann,    entsprechenden  Zahlen   eingetragen;  weiter  ist  durch 
specielle  Annahme  einer  Zahl  l  (welche  dem  Rande  des  ent- 
sprechenden Curvenzuges  beigesetzt  ist)  die  Darstellung  eines 
speciellen  leicht  übersichtlichen  Falles  (die  ganze  Fläche  besteht 
aus  zwei  kugelförmigen,  einem  ringförmigen  und  einem  doppel- 
ringförmigen Theile)  festgelegt. 

Für  Curvensysteme,  bei  welchen  die  einzelnen  Theiicurven 
sich  selbst  durchsetzen,  sind  die  hier  gegebenen  Satze  zu  modi- 
ficiren.  Für  ihre  Discussion  ist  zu  beachten,  dass  eine  beliebig 
sich  selbst  durchkreuzende,  geschlossene  Curve  zwar  auch  als 
der  vollständige  Umriss  einer  geschlossenen  Fläche  betrachtet 
werden  kann,  aber  im  Allgemeinen  nur  mit  Zuhülfenahmc  ge- 
wisser singulärer  Punkte  auf  der  Umrisscurve,  die  gestaltlich 
durch  Zusammenziehung  kleiner  Schleifen  (etwa  von  der  in 
Fig.  6  vorliegenden  Art)  entstehen,  oder  etwa  auch  durch  Zu- 
hülfenahmc von  Doppelcurven,  die  im  Innern  der  Fläche  in  Ver- 
zweigungspunkten (pinch-points)  endigen. 

Es  sei  zum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung  gestattet  über 
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gesetzt  worden  ist.    Eine  andere  Entwickelung  desselben  Inte- 
grals folgt  aus  der  Substitution  6"^=  4  —  y,  nämlich 


X 


dy 


y 

4  1  \ 

Die  eben  genannte  Substitution  führt  auch  zur  Entwickelung 
des  dritten  Integrals,  welches  zunächst  übergeht  in 

Wird  nämlich  der  Coefficient  c,^  definirt  durch  die  Gleichung 


wonach 


4  1  4  19  9 


ist,  so  gilt  die  Gleichung  *) 

und  hieraus  folgt  als  Werth  des  aus  auf  y  bezüglichen  Integrals 
/'t      _L  '^*  j c, ^ 


^  +  1        (^  +  4)(/t  +  2)        (/i+1)(,/  +  2)(j.i  +  3) 
Alles  zusammen  ergiebt  das  Endresultat 

n'+W         '"^i     4       2        4-2     ^3  4  •2-2 


•/t  +  4    ■    {/i  +  4){/i  +  2)  ■  (/t  +  4)(iw  +  2)0ti  +  3)  • 

welches  dadurch  bemerkenswerth  ist,  dass  die  erste  Reibe  nach 
aufsteigenden ,  die  zweite  nach  absteigenden  Facultäten  fort- 
schreitet. 


*)  S.  z.  B.  mein  »Uebungsbuch  zum  Stadium  der  höheren  ÄDalysis* 
Bd.  II,  Cap.  5,  Aufg.  4  0. 
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H.  Bruns,  Ueber  die  Integrale  des  Vtelkör per- Problems. 
Zweite  MittheiluDg. 

§  47. 

lo  einer  früheren  Mittheilung,  welche  (vgl.  diese  Berichte) 
in  derKlassensitzung  vonj  47.  Januar  dieses  Jahres  vorgelegt 
wurde,  habe  ich  gezeigt,  dass  bei  dem  Vielkörper*Probleai  die 
Gesammtheit  der  von  der  Zeit  /  freien,  algebraischen  Integrale 
erhalten  wird,  wenn  man  aus  den  neun  bekannten  Integralen 
dieser  Art  alle  möglichen  algebraischen  Verbindungen  bildet. 
Als  Ergänzung  hierzu  wollen  wir  nun  noch  den  Fall  behandeln, 
dass  ein  Integral  ausser  den  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten 
auch  noch  die  Variable  t  algebraisch  enthalt,  wie  dies  ja  bei 
den  Sehwerpunkts-lntegralen  eintreten  kann.  Zu  dem  Ende 
denken  wir  uns  das  System 

-J^  =  /•„  (o:,  .  .  x„ ,  ä),  («  =  4,  2  . .  n) 

von  Differentialgleichungen  vorgelegt,  in  welchem  die  /*  rationale 
Functionen  der  x  und  einer  einzigen,  algebraisch  von  den  x 
abhängenden  Irrationalität  s  bedeuten,  während  t  weder  in  den 
fy  noch  in  s  explicite  vorkommt.  Dieses  System  ist  offenbar 
Doch  allgemeiner,  als  das  in  §  2  zu  Grunde  gelegte.  Ist  nun 
(p  ein  algebraisch  von  den  Variablen  x,  t  abhängendes  Integral, 
so  zeigt  man  zunächst  durch  die  früher  benutzten  Überle- 
gungen, dass  sich  q>  algebraisch  aus  Integralen  von  der  Form 
A(x,  s,  t)  zusammensetzen  lässt.  Wir  nehmen  deshalb  an^  dass 
<p  von  vornherein  die  Gestalt  R{Xj  Sy  t)  besitze,  denken  uns 
dann  (p  als  Quotienten  zweier  Polynome  von  der  Form  G  (x, «,  t) 
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geschrieben,  und  in  Zühler  und  Nenner  die  Linearfacioren  von 
der  Form 

aufgesucht,  in  denen  die  t^^  t^  ...  algebraische  und  von  /  freie 
Functionen  der  x  sind.   Bildet  man  jetzt  die  vollständige  loga- 
rithmische Ableitung  von  (p  nach  t  und  beachtet,  dass  in  den 
Differentialgleichungen  t  nicht  explicite  vorkommt,  so  erkennt 
man,  dass  die  angegebenen  Linearfactoren  sümmtlich  Integrale 
sind,  und  dass  femer  der  nach  Unterdrückung  dieser  Factoreo 
in  ip  übrigbleibende  Bestandtheil   von  der  Form  R[Xj  s]  ebeD- 
falls  Integral  ist.  Die  verschiedenen  in  t  linearen  Integrale  unter- 
scheiden sich   von  einander  um  algebraische  und  von  t  freie 
Integrale.    Hiernach  ist  zur  Aufstellung  aller  Integi*ale  der  be- 
trachteten Art  nur  erforderlich  zu  kennen  4)  alle  algebraischen 
und  von  t  freien  Integrale,  2)  ein  einziges  von  t  abhängiges  Inte- 
gral der  Form  t  -^  t,^.    Beim  Vielkörper-Problem  ist  deshalb  das 
Gebiet  aller  algebraischen  Integrale  durch  die  bekannten  zebo 
völlig  erschöpft. 

Am  Schlüsse  der  früheren  Mittheilung  waren  Betrachtungen 
über  die  Frage  angestellt  worden,  wie  weit  es  möglich  sei, 
durch  algebraische  Transformationen  der  Lösung  des  yielk0^p^^ 
Problems  nSiher  zu  kommen.  In  dem  Nachstehenden  soll  dieser 
Gegenstand  weiter  verfolgt  werden,  wobei  wir  uns  einstweilen 
auf  das  Dreikörper-Problem  beschränken.  Um  später  den  Ge- 
dankengang nicht  zu  unterbrechen,  sollen  zunächst  gewisse 
Nebenuntersuchungen  vorweg  erledigt  werden. 

In  §  45  waren  die  ßewegungsgleichungen  durch  Be- 
nutzung der  Schwerpunkts-  und  Flächensätze  auf  ein  System 
achter  Ordnung 

^.  =  ^,     ^=-M:,     («  =  0.<.2,3)  j 

dt         bp^         dt  ög^  '     ^  I 

reducirt  worden,  in  welchem  die  Variablen  nur  noch  von  der 
Configuration  des  Körpersystems  abhängen.  Die  Gleichungen 
enthalten  ausser  den  vier  Paaren  abhängiger  Variablen  p}, ... 
an  Gonstanten  die  drei  Massen  m^,  die  Grösse  k  und  die  sechs 
Grössen  a^  ,  fe^.    Die  Grösse  ik  ist  der  constante  Werth 
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dritteD  Flächenintegrals,  wejin  die  invariable  Ebene  als  Funda- 
mentalebene  gewählt  wird;  die  Constanien  a^,  6^  konnten  inner- 
halb der  Einschränkungen 

(31;  0,63  —  ag6,  =  a^b^  —  a^b^  =  «^6,  —  a^b^  =  1 

willkttrlich  gewählt  werden.  Bildet  man  mittelst  der  transfor- 
mirenden  Function 

V=rq+lSr„ql,     («=1,2,  3) 
die  Substitutionsgleichungen 


,    s  = 

bV 
br  ' 

Pu  = 

bV 

br     ' 

(«  =  1, 

2, 

3). 

aus  denen 

r  =  p     , 

S  = 

g  . 

S„  = 

i«?*« 

folgt,  so 

werden  die  Bewegungsgleichungen 

ds„ 
dt 

'     dt   ~ 

bH' 
bs„ 

,    («  = 

0, 

1,2 

Im  Folgenden  werden  wir,  je  nach  Umständen,  das  System  der 
p,  q  oder  r,  s  benutzen,  jedoch  für  das  eine  Paar  rs  die  ur- 
sprüDgliohe  Bezeichnung  pq  beibehalten.  Ferner  soll  wie  früher 
das  Zeichen  2  ohne  Summationsbuchstaben  eine  cyclische 
Summation  über  die  Indices  1;  2,  3  bedeuten.  Dies  festgesetzt 
stellen  wir  zuerst  die  weiterhin  benutzten  Abkürzungen  und 
Relationen  zusammen.    Es  sei 


r.  +  r, 
I,  =  CD'  —  CD  , 

A,  =  («.  -  6.  q)  (^1-IlAi  _  ^.JILij)  ,     etc. 
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a 


^^  ^2^ 


%u  ^a   y 


a 


^ti   =        6,  (-  -  -)  .      etc. 


Wlp 

^ 

»n,  + 

m. 

+  W, 

,    »«4  =  m. 

1», 

^0 

=2^ 

6? 

-  ^1  ^1  = 

m  , 

'  m^ 


m, 


m 


Für  die  if,  L  bestehen,  wenn  f^^f^^  /",  drei  willktirlicbe  Zahlen 
bedeuten,  die  zusammenfassenden  Determinanten-Relationen 


m, 


4  I.„  J/,«  I  =  -  m^A  6,  6,  -  ft,^^ 
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Ferner  ist  noch 

4  if,^if„  -  if,,if,,  =  -  |_  4.  _|    ,     etc. 
=  —  2  (—  H W_  4-  _\  H-  4  w  ,     etc. 


kM^M^  -  M,M,  ^  KmD  ^  DD'  . 

Die  letzte  Relation  lehrt,  dass  der  Ausdruck  H^ ,  als  Function 
von  g,  r^,  r^,  r,  betrachtet,  irreductibel  ist.  Setzen  wir  endlich 
noch  an 

Ä  kL^  --  kq  M^  j 

so  ist  der  zur  Bildung  der  Differentialgleichungen  erforderliche 
Ausdruck  W  gegeben  durch 

W  =  pH,  -h  H^  . 

Die  mit  H'  gebildeten  Bewegungsgleichungen  wollen  wir  kurz 
als  das  System  achter  Ordnung  bezeichnen.  Der  Ausdruck  //' 
ist  die  Differenz  »lebendige  Kraft  minus  Kräftefunction«.  Be- 
zeichnet man  den  constanten  Werth  dieser  Differenz  wie  früher 
mit  —h  und  setzt 

so  erhält  man  das  von  p  und  t  freie  »System  sechster  Ordnung« 

dq         bp^  '      dq  Ma 

Fügt  man  hierzu  die  Gleichung 

dt 

—  SS   \    '  H 

dq  ' 
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so  erhült  man  das  »System  siebenter  Ordnung«)  welches  sich 
aus  dem  8.  0.  dadurch  ergiebt,  dass  man  mittelst  des  Integrals 
der  lebendigen  Kraft  die  Vai'iable  p  fortschafil  und  q  an  Stelle 
von  t  als  unabhHngige  Variable  einführt.  Umgekehrt  kann  man 
von  dem  System  7.  0.  zu  dem  8.  0.  dadurch  gelangen,  dass  man 
an  Stelle  der  Constante  h  die  Variable  p  durch  die  Gleichung 

pH^  H-  A/j  +  Ä  =  0 
einführt. 

§  <9. 

Die  in  //'  und  K  auftretenden  Gonstanten  a,  b  konnten 
innerhalb  der  oben  erwähnten  Einschränkungen  völlig  beliebig 
gewählt  werden,  und  man  hatte  t,  B.  ohne  die  Allgemeinbeil 
der  Untersuchung  zu  beeinträchtigen  das  specielle  Werthsyslem 

a^  SS  4  ,  a,  SS  0  ,  ttj  =  —  1 
6,  =  0  ,  6,  =  1  ,  63  =  -  ^ 
zu  Grunde  legen  können.  Der  Symmetrie  halber  wollen  wir 
jedoch  die  a,  b  unbestimmt  lassen,  und  zeigen,  wie  sich  die  für 
zwei  verschiedene  Werthsysteme  der  a,  6  geltenden  Differential- 
gleichungen in  einander  tiberführen  lassen.  Es  seien  a,  b,  c,  d 
vier  willktirliche,  nur  der  Einschränkung 

arf  —  6c  =  1 
unterworfene  Constanten.   Man  setze  an 

o«  =  aa;,  -h  bb;,  ,     b^  =  co^  -*-  db^a  y 
dann  ist 

^i  ^3  ~"  ^^i  6,'  =  4    ,     etc., 
d.  h.  die  o',  6'  genügen  denselben  Bedingungen  wie  die  ur- 
sprünglichen a,  6.    Ferner  sei 

wo  q'  eine  neue  anstatt  q  in  das  System  7.  0.  einzuführende 
unabhängige  Variable  bedeutet;  dann  ist 

»a  -  ^a  ?  =  K  -  b'a  q)  :  [cq*  -I-  d)   , 
2B,  r,  -  kc  icq'  +  d)  //.  =  k2r,  'a,'  -  6/  q)  (^  -  ^)  • 
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Schreibt  man  also  in  K  anstatt  q  und  anstatt  der  o,  b  resp.  q 
imd  a,  b',  so  erhult  man  für  den  so  entstehenden  Ausdruck  A'' 
die  Relation 

f.,  _         K         _       kc 

[cq'  H-  d)*        cq  -h  d' 

K  =  Ä"  [cq'  -I-  d)'  +  kc  [cq  +  d)   . 

Beachtet  man  nun  noch  die  Gleichung 

dq  SS  d(f  :  (cq   -f-  c/)*  , 

so  erkennt  man  leicht,  dass  das  System  7.  0.  nach  Einftlhrung 
von  q'  die  Form 

dq'  "*■  ö/?„  '      dq'  "*        b?«   '     dq''^  ' 

annimmt. 

Von  den  acht  Variablen  p,  q  besitzen  drei,  nämlich  q^,  g^,  q^, 
eine  einfache  geometrische  Bedeutung,  indem  sie  die  gegensei- 
seiligen  Distanzen  der  drei  Körper  darstellen.  Wir  wollen  nun 
auch  für  die  übrigen  Variablen  den  Zusammenhang  mit  den 
ursprünglichen  BestimmungsstUcken^  nämlich  den  Goordinaten 
und  Geschwindigkeiten  aufsuchen.  EsseienX^  y,ZundX',  1",  Z' 
die  auf  den  Schwerpunkt  und  auf  ein  beliebig  gerichtetes  Axen- 
system  bezogenen  Goordinaten  und  Geschwindigkeiten ,  ferner 
x,  y,  z  und  x\  y\  %'  die  analogen  Grössen,  wenn  die  invariable 
Ebene  als  a?y-Ebene  gewählt  wird.  Bedeuten  A^ ,  Ä, ,  fc,  die 
Constanten  Werthe  der  drei  Flächensätze  für  das  erste  Axen- 
system,  so  ist 


F.,  YJ 


Z^ZJ 


tr    ' 


Y     \ 


k*  +  kl  +  kl  +  A*  =  0  . 

Die  (T,  y,  z  hängen  mit  den  X,  F,  Z  durch  eine  orthogonale  Sub- 
stitution der  Form 

ir  =  a   X  +  6    F  +  c   Z  , 

!/  =  a   X  +  6'  >'  -+-  c'  Z  , 

5  =  a"  X  4-  6"  y  +  c"  Z 
zusammen,  für  welche  die  Relation 

\  :  a"  :  b"  :  c"  =  ik  :  i,  :  Ä',  :  k, 
gilt.   Nun  war 


a  a 
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andererseits  ist 

X  ^  iy  ^s  X(a  -4-  ia)  -4-  Y(b  -4-  ib')  -^  Z  {c  -^  ic)  , 

fc*  (a  —  ia')  (x  +  iy) 
=  J(fc«  +  A-J)  +  y(A-,  A-,  +  kk,)  +  Z(A,  fc,  -  kk,)  , 
folglich 

wenn 

?..  =^««  {^«  (A*  +  *f)  +  Ya  (**  fr.  +  **,)  +  ^«  (fr,  fr,  -  frfr-J)  . 
a 

9.,  =^^  {X«  (fr*  +  fr?)  +  y«  (fr|  fr.  +  frfr-,)  +  ^«  (fr-,  fr,  -  frfr.)} 

a 

gesetzt  wird.    Hiermit  ist  offenbar  der  gesuchte  ZusammenhaDs; 
fUr  q  gegeben. 

Um  den  analogen  Zusammenhang  für  die  p  nachzuweisen, 
benutzen  wir  die  Differentialgleichungen 

dt  '  •  ♦  ' 


dt 


^(^-^;^)-^^'^«-^(''»-^'')-^^«p-^*. 


deren  Auflösung  nach  den  r  und  nach  p  die  gesuchten  Bezie- 
hungen liefert.     Zur  Abkürzung  setzen  wir 

Sa  «  -«4     —  2s^    ,  5,'   -I-  «3     =  9iS^  ,  etC.  , 

A;,  «  2A,  -  2yl„  ,  Ai  +  A^  ==  2>l,,  etc.  , 

B^  =  :S2?,  -  22?«  ,  2?,'  +  B^  =  2ß,,  etc.  , 

^y  ist  offenbar  das  IG-fache  Quadrat  des  von  den  drei  Kör- 
pern gebildeten  Dreiecks.     Weiter  sei 

T   =  2B  s'  =  2B's 

r.  =  2A,  A\  , 

v,  =  sa,b;^sa:b,, 

w,=  2A,s;-2a;s,  -jia^a; 

Tr,=  2A,s[  ■  ^fi,«;  -  jsa^b;  , 

dann  wird 
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dt  *  dt 

=  iJD'  +  2pr,  +  27",  , 

%J    dC         ,  dJ       ^  ^ds! 


nun^    dt  *    dt  dt 


m, 


Hiernach  sind  p  und  p„  linear  durch  die  Ableitungen  der  q,  q^ 
ausgedrückt;  die  Coefiicienten  in  diesen  linearen  Ausdrücken 
besitzen  den  gemeinsamen  Nenner 

Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Grossen 

9>  9a»  Pj  Pa?  *»  *«>  ^  > 
wenn  sie  durch  die  ursprünglichen  Variablen  X,  Ä''  . . .  ausge- 
drückt werden,  homogen  im  Sinne  des  §  4  sind.  Infolge  dessen 
bleiben  die  drei  reducirten  Systeme  von  Differentialgleichungen, 
nämlich  das  System  6.  7.  8.  0.,  ungeändert,  wenn  jede  darin 
vorkommende  Grösse  mit  der  ihrer  Dimension  entsprechenden 
Potenz  eines  constanten  Proportionalitäts-Factors  multiplicirt 
wird. 

§  20. 

Als  nächste  Aufgabe  behandeln  wir  die  Aufsuchung  der  zu 
dem  System  7.  0.  gehörigen  Integralgleichungen  von  der  Form 

ö  ih  9»  9a7  Pa)  • 
Dass  wenigstens  eine  solche  Integralgleichung^  nämlich  die  Be- 
dingung für  die  Bewegung  der  drei  Körper  in  einer  Ebene,  vor- 
handen ist,  lässt  sich  von  vornherein  unschwer  durch  geome- 
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irische  Überlegungen  zeigen  ;  es  kommt  jedoch  wesentiich  darauf 
an  nachzuweisen,  dass  nur  diese  eine  existirt.  Es  sei  q)  eine 
irreductible  ganze  Function  der  acht  Variablen  /,  qj  q„.  p^: 
schreibt  man 

Ha  "i 

SO  sind  in  A^Zühler  und  Nenner  von  der  Form  G  (p,  q)  und  man 
erkennt,  dass  der  Ausdruck 

Jq  ■"   hq  '^^  fe  ^'^  ^  ^J  '*'  ö7  '  ^ 

durch  Multiplication    mit  (q^H^)*  ebenfalls  die  Gestalt  G{p,q] 
annimmt*    Wenn  also  q)  eine  Integralgleichung  ist,  so  muss 

(9,W.r^^»«.      <o  =  G(t,p,q) 

sein.    Wenn  /  in  tp  wirklich  vorkommt,  so  können  wir  schreiben 

cp  =  PJ^  +  P^/*'-'  H-  ...  H-  /^, 

wo  V  mindestens  gleich  Eins  ist.  Bildet  man,  indem  fOr  den 
Augenblick  t  als  unabhängige  Variable  genommen  wird,  die 
vollständige  Ableitung  von  (p  nach  /,  so  ist  diese  nach  t  höcb- 
stens  vom  Grade  v,  d.  h.  die  logarithmische  Ableitung  frei  von  ^ 
Hieraus  ergeben  sich,  wenn 

d\oaqi 
dt 
gesetzt  wird,  die  Bedingungen 

also 


d.  h.  es  wäre 


-.4(t)=«. 


w  +  ^ 


ein  Integral  des  Systems  7.0.  Da  ein  Integral  dieser  Form  för 
die  relativen  Bewegungen  der  drei  Körper,  wie  wir  wissen, 
nicht  existirt,  so  schliessen  wir,  das  t  in  (p  nicht  vorkommt. 

Durch  die  bereits  mehrfach  benutzte  Betrachtungsweise 
zeigt  man  ferner,  dass  die  Goefficienten  in  (p  sich  allemal  dar- 
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stellen  lassen  müssen  als  algebraische  Functionen  der  in  den 
Differentialgleichungen  auftretenden  Conslanten  m,  a,  b^  h,  k 
and  eventuell  gewisser,  ausserdem  noch  auftretender  constanter 
Parameter.  Mit  Rücksicht  hierauf  denken  wir  uns  die  Coeffici- 
enten  in  q>  dargestellt  als  rationale  Functionen  jener  Constan- 
ten und  einer  algebraisch  von  denselben  abhängenden  Irrationa- 
lität F,  welche  als  Wurzel  einer  gewissen  irreducttblen  Glei- 
chung definirt  ist.   Die  Bedingung 

/        rrx^dlOg^J 

gilt  dann  für  alle  Wurzelwerthe  F.  Bilden  wir  jetzt  die  Summe 
über  die  den  einzelnen  F  entsprechenden  Bedingungen,  so  er- 
halten wir 

(32)  (,.ff,)«^  =  ß, 

wo  O  das  Product  der  einzelnen  q>  und  ß  die  Summe  der  ein- 
zelnen cü  bedeutet.  Die  <Z>  und  Ü  sind  dann  von  der  Irrationali- 
tät r  frei  und  wir  können  uns  auf  die  Aufsuchung  der  Integral- 
gleichungen von  der  Form  O  beschränken,  da  man  von  0 
rückwärts  durch  Zerlegung  in  Factoren  zu  den  cp  gelangt.  Die 
Hinzufügung  oder  Unterdrückung  constanter  Factoren  ist  auf  das 
Bestehen  der  Bedingung  (32)  offenbar  ohne  Einfluss;  wir  dür- 
fen deshalb  q)  als  eine  ganze  Function  nicht  bloss  der  Variablen 
p,  q,  sondern  auch  der  Constanten  m,  a,  6,  h,  k  und  der  etwa 
auftretenden  constanten  Parameter  04,0,  ...  voraussetzen  und 
femer  annehmen,  dass  <Z>  keine  von  den  Vai'iablen  p,  q  freien 
Theiier  der  Form 

G(m,  a,  6|  A,  &,  C|,  c^  . ..) 

besitze.   Der  Ausdruck  Si  ist  dann  sicher  von  der  Form 

^(P?  ?>  K  A,  Cp  c,  .. .)  . 
Wir  wollen  nun  zunächst  zeigen,   dass  <Z>  parameterfrei  ist. 
Wenn  nämlich  O  einen  Parameter  —  sagen  wir  c  —  enthält, 
80  denken  wir  uns  (Z>  nach  c  geordnet  und 

geschrieben.   Da  f2  in  c  vom  Grade  Null  ist,  so  erhalten  wir 
d.  h.  der  Quotient  zweier  O^  ist  ein  rational  aus  den  p,  q  ge- 
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bildetes  (ntegral  des  System  7.  0.,  reducirt  sich  also,  da  solche 
Integrale  nicht  existiren,  auf  eine  Constante.  Infolge  dessen 
könnte  ein  Parameter  c  in  <Z>  nur  in  einem  von  den  Variablen 
/),  q  freien  Theiler  enthalten  sein.  Da  solche  Theiler  von  vorn- 
herein unterdrückt  werden  sollten,  so  ist  <Z>  parameterfrei  und 
deswegen  auch  homogen  in  den  Dimensionen. 

Der  Ausdruck  0  kann  den  Theiler  q^  H^  enthalten.  Führen 
wir,  wenn  u^  v  zwei  Functionen  der  Variablen  p,  q  bedeuten, 
das  bekannte  Operationssymbol 

ein,  so  wird 

<nog(g,//j  _  a  log  ((?. H,\      I  q,Ht+qM 

—dg— ä^j—    ^  r«  9^^.  '     —^JI^-j  • 

(a  H  )*  '^'°g^'?«^^«) 
*'*    *'  dq 

Hiernach  können  wir  uns  in  <Z>  den  etwa  vorkommenden  Theiler 
q^  H^  unterdrückt  denken,  ohne  dass  dadurch  an  der  Bedingung 
(3S)  etwas  Wesentliches  geändert  wird.  Dies  festgesetzt  führen 
wir  jetzt  in  <Z>  und  £i  anstatt  h  die  Variable  p  durch  die  Gleichung 

ein.  Beide  Ausdrücke  bleiben  dabei  in  Bezug  auf  q,  p,  p^  ganz 
rational,  können  dagegen  in  Bezug  auf  die  9^  Nenner  erhalten, 
welche  jedoch  nur  Potenzen  der  g^  als  Theiler  besitzen.  Geben 
wir,  entsprechend  der  gemachten  Substitution,  von  dem  Sy- 
stem 7.  0.  auf  das  8.0.  über  und  führen  t  als  unabhängige  Vari- 
able ein,  so  können  wir  schreiben 


^  =  ß:(,,/f,)=ß', 


wo  ß',  da  O  nicht  den  Theiler  q^H^  besitzt,  im  Nenner  sicher 
nur  Potenzen  der  ^f^  als  Theiler  enthält.  Führen  wir  weiter  för 
die  p  ihre  in  §  49  gegebenen  linearen  Ausdrücke    durch  die 

dq       ds^ 
dt  '     IT 
ein,  so  werden  <Z>  und  ii'  ganze  Functionen  dieser  Ableitungen 


r 
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und  enthalten  in  den  Nennern  als  Theiler  nur  Potenzen  von  9^, 
C,  J  und  W,.  Ftlhrt  man  endlich  statt  der  g  . . .  ihre  Ausdrücke 
durch  die  rechtwinkligen,  auf  den  Schwerpunkt  und  ein  will- 
kOrlich  gerichtetes  Axensystem  bezogenen  Goordinaten  und 
Geschwindigkeiten  J,  X'  .  . .  ein,  und  denkt  sich  auch  die  in  q 
vorkommenden  Grössen  fc^,  A,,  A,,  sowie  die  durch  die  Glei- 
chung 

2Ä-/  -f.  A-*  =  0 

bestimmte  Quadradwurzel  k  durch  die  X,  X'  . .  .  ausgedrückt, 
so  wird  <Z>  eine  Integralgleichung  der  ursprünglichen  Be- 
wegungsgleichungen, welche  die  Form 

besitzt,  im  Nenner  jedoch  die  Geschwindigkeiten  nur  in  den 
vier  Verbindungen  A'^,  A  enthält.  Das  Gleiche  gilt  von  der  Form 
des  Ausdruckes  fi'. 

Es  werde  jetzt  mit  O^  das  Product  derjenigen  Theiler  im 
Zähler  von  <D  bezeichnet,  welche  sich,  als  Functionen  der  X'  . . . 
betrachtet,  nicht  durch  die  A^,  A  allein  ausdrücken  lassen,  und 
es  sei 

dann  ist  Sl^  genau  von  derselben  Form  wie  Si*  und  dasselbe  gilt 
wegen 

fi,  «  fl'  -  fl, 

auch  von  fl^.  Weiter  erkennt  man,  dass  wegen  der  über  O^  ge- 
machten Festsetzungen  ß^  in  Wirklichkeit  im  Nenner  nur  Po- 
tenzen der  q^  als  Theiler  enthalten  kann ;  <Z>|  ist  also,  wenn  es 
sich  nicht  etwa  auf  eine  Constante  reducirt,  eine  Integralgleichung 
für  die  Bewegung  relativ  um  den  Schwerpunkt.  Schreibt  man 
mit  Rücksicht  auf  die  Irrationalität  A 

fl,  =:fl,,  -I- Afl,,  , 
O,,  und  O,,  =  G  (X,  X'  . . .  ,  9«), 
q\  fl,,  und  9J  fl„  =  G  (X.  X'  . .  .  q^  , 
so  ist,  da  die  Bedingung 


3* 
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für  beide  Vorzeichen  von  k  gilt. 

Das  Product 

(33)  (fl>u+*ä>«)(®..  -*Ö>..) 

ist  also  eine  homogene  Integralgleichung  von  der  früher  behan- 
delten Art  und  ist  deshalb,  da  es  sich  hier  nur  um  die  relative 
Bewegung  handelt,  in  der  Form 

G{X,  7,  Z,  gj  G[k„  k„  /-,,  h] 

darstellbar.  Eliminirt  man  also  in  dem  Producte  (33)  mittelst 
der  Gleichungen 

und  der  Ausdrücke  für  die  A^, ,  k  sieben  von  den  neun  Grössen 
X'j  y,  Z',  so  müssen  die  beiden  anderen  von  selbst  mit  heraus- 
fallen; dies  ist  aber  nicht  anders  möglich,  als  wenn  jeder  der 
beiden  Factoren  jenes  Productes  einzeln  durch  die  angegebene 
Elimination  von  sUmmtlichen  X',  7',  Z'  gleichzeitig  befreit  winJ. 
Hiernach  kann  also  die  gesuchte  Integralgleichung  0,  wenn  man 
wieder  auf  die  Variabein  des  Systems  7.  0.  zurückgeht,  nur 
die  vier  Variabein  q  enthalten  oder  muss  m.  a.  W.  frei  von 
den  p^  sein. 

Unsere  Aufgabe  ist  jetzt  darauf  zurückgeführt,  eine  von 
den  p^  freie  Lösung  0  der  Form  G(q.  f^j  zu  der  Bedingung 

zu  suchen.     Zunächst  ist 

ß=  (9,  ff.)*  ^ +  (?.//,)«  (log  <I>.^^) 

=  (<?4  ff.)*^^  +  ?:«!  {H<J^,ff,+h) - q\  (//,+A)(log<D,f/.). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  Ü,  in  den  p^  höchstens  vom  zweiten 
und  in  den  q^^  höchstens  vom  vierten  Grade  ist.  Wir  spalten 
Sl  nach  der  Ordnung  der  einzelnen  Glieder  in  Bezug  auf  die  p^ 
in  die  drei  Bestandtheile 

ß  =  Wo  -f-  w^  -f-  w,  , 
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wo  der  Index  die  Ordnung  nach  den  p  angiebt,  und  führen  statt 
der  Pf^  die  r^  durch  die  Relationen 

Pa  —  ^a  <la 
ein.    Hiermit  werden  iJ^  und  a/,  nach  den  9^  höchstens  vom 
5teD,  resp.  6ten  Grade.    Weiter  wird,  wenn  man  entwickelt, 

«.  =  gl  {u-  A)(iog  o,  //,) , 

w,  =  kgl  ff,  (log  0,L,-q  M,)  -  kq*  (L,  -  qM,)  (log  ©,  ff,)  , 

«.  -  (?*  Ui)*  ^-^  +  ql  «i  ('og  ®,  ^t)  - 1\  ^,  ('og  «>.  tf.) . 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  das  Symbol  (u,  v)  auch  in  der  Form 

■^  \hs^  hr^         ds,  ör,/ 

geschrieben  werden  kann.  Bei  der  Integration  der  drei  Be- 
dingungen fttr  <2>  wollen  wir  der  besseren  Uebersicht  halber 
folgende  Abkürzungen  und  Relationen  benutzen: 

,      £  =  ^  o,  a,  «,  ,     F  =  —  2  (a,  6,  +  o,  6,)  «,  ,     G  =  2  6,  6,  s,  , 

C  +  ju,  £  +  /<,  F  +  ju,  G  =  0  , 
?^,)=0,  (£,J/,)=0  ,  (F,lfo)=A/,  ,  (G.Jf.)=-ju, 

^J/.)=0,  (£,Jlf,)=-//,  ,  (FA)=0  ,  (G,i/.)=iu, 

f4fj=0,  (£,Jf,)=^,  ,  (F,Jf,)=-Ai,        ,  (G,3/,)=0 

e,ff,)=0,  (£',ff,)=-^,9+^.?«,  (F,ff,)=|u,-|u,9»,  (G,ff,)=-/t,  +  M.? 
C,i,)=m,  (£,  i,)=  0  ,  (F,  !,)=  ju,  ,  (G,  i.)=-  /u. 

(C,  XJ  =  2m  C  ,         • 

(£,  I,)  =  —  /u,  C  -».  ED'  +  C2  o,  a,  r,  , 
(F,  L,)  =  2/i,  C  +  Fö'  -  2C  2  a,  ft,  r,  , 
(G,  I,)  =  -  /*,  C  -f-  GD'  +  CS  6,  ö,  r,    , 
Q  =  E  +  Fq  •*■  Gq* 

=  2s^  (o,  -  6,  q)  (a,  -  6,  9)  , 

(0,  ift>)  =  ^t  9  -  /"»  9*     . 

((?,  if,)  =  -  ^,  -f-  jWo  9*  > 

((?,  Jf.)  =  fi,-  fi^q 

{Q,  ff,)  =  0 

((?,  X,)  '^  fl^q  -  fi^q*     , 
(Q,  I,  -  gJf,)  =  0 
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(Q,  I.)  =  QD'  +  2{a,-  6,9)'  (cr,  -  ^) 

Die  erste  von  den  drei  Bedingungen  für  <Z>  nimmt  mit  der  Ab> 
kürzung 

q,{U-h)  =  V,     V=G{q„) 

die  Gestalt 

io,  =  q,V  (log  O,  H,)  =  V2  A,  q,  9,  ^^ 

an.   Da  (Z>  möglicherweise  durch  V  theilbar  ist,  so  setzen  wir  an 

0=W.VQ  ,     ^=G(q,q„]  , 

mit  dem  Zusätze,  dass  W  nicht  durch  V  theilbar  sein  soll.  Wir 
erhalten  dann 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  kann,  entwickelt,  im  Nenner 
nicht  den  Theiler  ^enthalten,  folglich  ist  der  Zähler  der  rechleo 
Seite  durch  F  theilbar,  also  die  rechte  Seite  in  den  }„  höchstens 
vom  ersten  Grade,  so  dass  wir  ansetzen  dürfen 

g,(log  «F  ,  ^J  =  üi,o  H-^Wo«  ?«  » 

a 

WO  die  Goeffieicnten  rechts  nur  noch  von  q  abhängen.  Führt 
man  in  diese  partielle  Differentialgleichung  an  Stelle  der  9^  die 
Variablen  qf,,  G  und  Q  ein,  so  wird 

ö  log  'F  ^ 


^?i 


a 


^.  log  «F  =  ..,  m«    +2'-.«A«?*. 

wo  bei  den  Quadraturen  (/,  und  9,  durch  q^^CjQ  ausgedrückt  zu 
denken  sind.  Die  erste  Quadratur  führt  auf  elliptische  Inte- 
grale, welche  in  log  V  nicht  vorkommen  dürfen,  d.  h.  es  ist 
w^Q  gleich  Null.  Die  drei  anderen  Quadraturen  führen  auf  Lo- 
garithmen und  lassen  sich,  wie  leicht  verificirt  werden  kaoo, 
in  der  Form 


r 
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A,  ff,  log 


schreiben,  wo  die  a  wegen  der  Beschaffenheit  von  ^  nothwen- 
diger  Weise  ganze  Zahlen  sind.   Setzt  man  nun 

Iog'F=2'ff..og|^  +  ^)+^(9,C,Q), 

SO  ergiebt  die  Substitution  in  die  Differentialgleichung  die  Re- 
lationen 


d.  h.  entgegen  den  für  oi  bestehenden  Voraussetzungen  irratio- 
nale Ausdrücke.  Die  a  und  co^^  müssen  deshalb  verschwinden 
und  es  ist  *F  als  Function  der  drei  Grössen  q,  C,  Q  allein  dar- 
stellbar. Setzt  man  nun  in  dem  ursprünglichen  Ausdrucke  für 
y  an  Stelle  von  q^  und  q^  ihre  Ausdrücke  durch  g,,  C,  Q,  so 
muss  q^  von  selbst  herausfallen ;  entwickelt  man  andererseits 
9%j  ?9  ^^^  dann  ^  nach  fallenden  Potenzen  von  q^,  so  erkennt 
man,  dass^V^  die  Gestalt  G  (C,  Q)  besitzt,  also  in  der  ursprüng- 
lichen Gestalt  nur  die  Quadrate  der  9^  enthielt.  Mit  Bücksicht 
hierauf  kann  man  zunächst  schreiben 

y^=  G[q,E,F,  G)   . 

EUminirt  man  hieraus  abwechselnd  eines  der  drei  Paare  FG, 
GE,  BF  mittelst  der  drei  Gleichungen 

Ell,  -h  Ffi,-¥-Gfi,=  -C  , 
E      ^  Fq    -¥■  Gq^   —        Q  , 

so  muss  die  dritte  Grösse  E  oder  F  oder  G  jedesmal  von  selbst 
mit  herausfallen.  Als  Nenner  können  bei  den  drei  so  entstehen- 
den Formen  für  'F  nur  Potenzen  von 

A^i  9*  -  A^i  ?  »     i"«  -  ^0  ?*  »     ^0  9  -  f^i 

auftreten.  Diese  Nenner  müssen  jedoch,  da  sie  keine  gemein- 
samen Theiler  besitzen,  sich  in  Wirklichkeit  jedesmal  fortheben, 
d.  h.  es  ist 

V  =  Giiq,  C,Q),     Ö)  «  »F.  FP  . 
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§  22. 

Mit  dem  gefundenen  Ausdrucke  für  W  gehen  wir  jetzt  in 
die  zweite  der  aufgestellten  Bedingungen  ein  und  erhalteo  ku- 
nächst 

««,  «  ^^i  [H,  [V,  I.  -qM,)-  (L.  -  9  Jf,)  {V,  H,]} 

+  kq\  {H,  (log  W,  L,  -  9  Jf.)  -  (I.  -  qM,)  (log  W,  II,)]  . 

Die  erste,  V  enthaltende  Klammer  {  }  ist  nicht  durch  T  theilbar, 
wie  man  schon  durch  Betrachtung  der  Glieder  erkennt,  welche 
die  in  V  vorkommende  Grösse  h  enthalten.  Da  andererseits  die 
übrigen  Glieder  der  Differentialgleichung  V  nicht  im  Nenner 
enthalten  können,  so  muss  die  genannte  Rlammergrösse  in  Wirk- 
lichkeit fehlen,  d.  h.  q  gleich  Null  sein,  also 

Hiermit  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

'-^     -^'««^^  (C.  I,  -, 3/,)  4-^-^(0,1.  -,if,) 


b  los  0 

Die  linke  Seite  muss  von  q^  unabhängig  werden,  sobald  man 
für  q^  und  g,  ihre  Ausdrücke  durch  q^y  C^  Q  einfühlt.  Ent- 
wickelt man  nun  wie  vorhin  wieder  nach  fallenden  Potenzen 
von  q^ ,  so  kann,  da  a)^  nach  den  9^  höchstens  vom  fünften 
Grade  ist,  überhaupt  kein  von  9^  freies  Glied  auftreten,  d.  h. 
es  wird 

0  =  ^,     O^Giq,Q). 

Hiermit  gehen  wir  jetzt  in  die  dritte  Differentialgleichung 
ein,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  in  0  q  theils  explicite,  theils 
implicite,  nämlich  in  Q,  vorkommt,  und  schreiben  demgemäss 

Der  Quotient  10^  :  ql  muss,  wenn  wieder  die  q^,  C,  Q  ein- 
geführt werden,  von  q^  frei  werden.  Entwickelt  man*oach 
fallenden  Potenzen  von  q^,  so  wird,  wie  man  erkennt,  das  von 
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q^  freie  Glied  auch  frei  von  C  und  Q,  d.  h,  der  Quotient  ist  nur 
von  q  und  den  r^  abhängig.  Andererseits  ist  oi,  durch  H^ 
iheilbar^  wir  dürfen  also  schreiben 

'«  =  glf^^^^^a^a  .     ^i«  =  G  [q)   , 


üi. 


^%a^a 


_     öiogfl)     5ioga>  /        b/^\ 

"     *      ög  ölog(?  \  ög  /  ' 

Diese  Gleichung  zerfällt  sofort  in  die  drei  andern 
_    ,    51og<I>       5  log  0/ 4  1         dylA 

'*"«* ""  ^*    dg   ■*"  ö  log  öl^  "^  ^?;  "*■  ~d^l  ' 

aus  denen  wir 


ö  log  O 


1  \         dA^ 

rWj        m^         dg    '     * 

—  +  —  +  -T;r  ,  ^3 
W|        TWj        ag 


bilden.    Hiernach  besteht  <Z>  aus  einer  Potenz  von  Q,  multipli- 
ein  mit  einer  Function  von  g  allein.     Setzen  wir  demgemUss 

O  =  TF(??  ,     W  =  G(q)  , 
so  wird 


W,j 


'        dg  ^  \m,        7W3        dq  I  ^ 


Denkt  man  sich  TV  nach  g  in  Linearfactoren  zerlegt,  so 
Diuss  jeder  derselben,  da  die  A^^  und  oi,^  die  Form  G{q)  besitzen, 
Theiler  von  A^  A^,  A^  sein.  Da  nun  die  A^^  keinen  gemein- 
samen Theiler  besitzen,  so  reducirt  sich  W  auf  eine  Gonstante 
und  es  wird 

O  =  <??  . 

Fassen  wir  die  bisherige  Untersuchung  zusammen  und  be- 
achten, dass  Q  irreductibel  ist,  so  gelangen  wir  zu  dem  Resul- 
tat, dass  die  Bedingung 

f'*^*)*  ~^  =  CD  ,    w  =  G(g,  g«,  pj  , 
nur  die  beiden  irreductiblen  Lösungen 
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zulässt.      Von  diesen   liefert   nur  Q  eine   wirkliche  Integral- 
gleiohung,  entsprechend  der  Relation 

dt        ^\      ^    bqj  ' 

während  q^  H^  nur  als  Integralgleichung  erscheint,  wenn  q  als 
unabhängige  Variable  gewählt  wird,  wie  aus  der  Relation 

hervorgeht,  deren  rechte  Seite,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
nicht  durch  H^  theilbar  ist. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens  von  Q  lässl 
sich  leicht  angeben.  Aus  der  Form  des  Ausdruckes  für  q  durch 
die  auf  die  invariable  Ebene  bezogenen  Coordinaten  o;,  y  folgt 
nämlich,  dass  q  sich  algebraisch  durch  die  Seiten  des  Dreiecks 
ausdrücken  lälsst,  welches  die  Projectionen  der  drei  Körper  auf 
die  invariable  Ebene  mit  einander  bilden.  Bewegen  sich  dud 
die  drei  Körper  in  einer  Ebene,  d.  h.  also  in  der  invariablen 
Ebene  des  Systems,  so  fallen  die  drei  Seiten  des  genannten 
Dreiecks  mit  den  q^  zusammen,  und  man  erhalt  durch  Rational- 
machen der  so  zwischen  den  q,  q^  entstehenden  Gleichung 
genau  die  Bedingung  Q  =:  0,  Dieselbe  besagt  also,  dass  die 
drei  Körper  sich  in  einer  Ebene  bewegen. 

§23. 

Am  Schlüsse  der  früheren  Mittheilung  war  als  nächster 
Schritt  in  dem  hier  bei  der  Untersuchung  über  die  Integrale 
des  Vielkörper-Problems  befolgten  Gedankengange  die  Beant- 
wortung der  Frage  bezeichnet  worden,  ob  Integrale  existiren, 
welche  durch  Quadratur  über  algebraische  Ausdrücke  gebildet 
sind.  Wir  fragen  also  jetzt,  indem  wir  wieder  das  System  7. 0. 
zu  Grunde  legen,  ob  ein  Integral  der  Form 

<P   =/(  {J{t)dl  +  J  [q]  dq  +^J  (q„) dq„  +^7  [p„)  dp, 


n  a 


existirt,  in  welchem  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen 
ein  totales  Differential  und  die  J[t),  J{q)  . .  .  algebraische  Func- 
tionen der  acht  Variablen  t^  q  . , ,  sind.  Ausdrücke  dieser  Art 
können  wir  füglich  als  Abcl'sche  Quadraturen  und,  wenn  sie 
ein  Integral  unserer  Differentialgleichungen  liefern,  als  Abel'sche 
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Integrale  des  vorgelegten  Problems  bezeichnen.  Die  nothwen- 
dige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  Quadratur  ein 
Integral  liefert^  ist  mit  Rücksieht  auf  die  Beziehung 

i     _  hK 
H,    ""   U 
durch  das  identische  Verschwinden  des  Ausdruckes 

gegeben. 

Die  J[i)  . . .  denken  wir  uns  dargestellt  als  rationale  Func- 
tionen der  Variablen  und  einer  einzigen,  durch  eine  irreductible 
Gleichung  definirten  Irrationalität  y.  Weiter  denken  wir  uns 
in  den  J[t)  . . .  die  Irrationalität  aus  den  Nennern  fortgeschafft 
und  die  Zähler  nach  y  auf  den  niedrigsten  Grad  gebracht.  Dann 
beweist  man  durch  die  wiederholt  angewandte  Betrachtungs- 
weise, dass  in  den  J[t)  . . .  und  in  der  Gleichung  für  y  die  Con- 
stanten der  Differentalgleichungen,  nämlich  m,  a,  6,  Ä,  ft,  sowie 
die  etwa  auftretenden  constanten  Parameter  nur  algebraisch 
auftreten,  dass  ferner  qp  als  paramelerfrei  und  infolge  dessen 
auch  als  homogen  in  den  Dimensionen  vorausgesetzt  worden 
darf.  Dies  festgestellt,  gehen  wir  jetzt  dazu  über,  das  Ver- 
halten von  fp  an  den  Stellen  zu  untersuchen,  wo  qp,  als  Function 
einer  der  Variablen  betrachtet,  einen  Pol  (Unendlichkeitspunkt) 
oder  einen  Verzweigungspunkt  oder  beides  zugleich  besitzt. 

Es  seien  a,  a^  .  .  .  die  acht  Variablen,  in  willkürlicher 
Reihenfolge  geordnet.  Man  entwickle  J[a)  nach  steigenden 
Potenzen  von  a  —  r,  wo  r  einen  constanten  Werth  oder  auch 
eine  algebraische  Function  der  a^,  a,  ...  bedeutet,  dann  ent- 
hält die  Entwickelung,  von  besonderen  Werthen  der  Grösse  r 
abgesehen,  im  Allgemeinen  nur  ganze  positive  Potenzen.  Wir 
wollen  jedoch  die  möglichen  Grenzfälle  sogleich  mit  berück- 
sichtigen und  denken  uns  die  Reihe  für  J[ö)  als  nicht  nur  ganze 
positive,  sondern  auch  gebrochene  und  eine  endliche  Anzahl 
von  negativen  Potenzen  enthaltend.  Die  Coefficienten  sind  alge- 
braische Functionen  der  a^ ,  a,  .  . .  und,  so  lange  specielle 
Werthsysteme  der  a^ ,  <r,  ...  ausgeschlossen  bleiben,  so  be- 
schaffen, dass  die  Reihe,  ohne  Zerstörung  der  Convergenz,  nach 
den  cr^,  a^  ...  differontiirt  werden  kann.  Die  für  J(g)  ge- 
wonnene Reihe  integriren  wir  gliederweise  nach  a  in  der  Art, 
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dass  man,  abgesehen  von  dem  etwa  vorkommendeD  logaritbroi- 
sehen  GHede,  wiederum  eine  nach  a  —  %  {orischreiiende  Reihe, 
jedoch  ohne  constantes  Glied,  erhalt.  Diese  neue  Reibe,  ein- 
schliesslich des  logarithmischen  Gliedes,  heisse  (p[o)^  dann  darf 
sich  (p[a)  von  q)  nur  um  einen  von  a  unabhängigen  Ausdruck 
unterscheiden.     Bildet  man 


und  denkt  sich  J(o^)  ebenfalls  nach  a — t  entwickelt,  so  er- 
kennt man,  dass  der  Goefficient  des  logarithmischen  Gliedes 
von  a^  und  ebenso  von  a,  . . .  unabhängig,  also  constant  sein 
muss,  und  dass  die  rechte  Seite  sich  auf  eine  algebraische 
Function  von  a^  ..,  reducirt.    Schreiben  wir  also 

so  ist  q)'  durch  eine  AbeFsche  Quadratur  gegeben. 

Die  vorstehend  gewonnene  Beihenentwickelung  für  9)  werde 
jetzt  folgendermassen  gespalten.  Man  vereinige  zunächst  zu 
einem  Ausdrucke  ^((7}q  alle  ganzen  Potenzen  nebst  dem  logaritb- 
mischcn  Gliede  und  dem  Term  q)\  Aus  dem  nur  gebrochene 
Potenzen  enthaltenen  Beste  greifen  wir  das  niedrigste  Glied 
heraus  und  vereinigen  damit  zu  einem  Ausdrucke  q){o)^  alle 
Glieder,  deren  Exponent  sich  von  dem  des  niedrigsten  Gliedes 
um  ganze  Zahlen  unterscheidet.   Aus  dem  dann  noch  verbleiben- 


i 


den  Beste  spalten  wir  in  gleicher  Weise  ein  9(c7),,  (p{a) 
ab,  bis  alle  Glieder  erschöpft  sind,  was  nach  einer  endlichen 
Zahl  von  Spaltungen  der  Fall  ist.    Wir  haben  dann 

Diesen  Ausdruck  differentiiren  wir  vollständig  nach  9,  wobei 
wir  uns  den  Ausdruck  für  K  ebenfalls  nach  Potenzen  von  a  — r 
entwickelt  denken.  Letztere  Entwickelung  enthält  nur  ganxe 
Potenzen,  und  negative  nur  dann,  wenn  für  a  ss  t  der  Ausdruck 
q^  H^  verschwindet.  Die  vollständig  entwickelte  Ableitung  er- 
scheint zunächst  ebenfalls  als  Potenzreihe  und  man  erkenn!  so- 
fort, dass  die  aus  den  Ausdruck  q)(o\ ,  q>(o^)  . . .  entspringendeD 
Reihen  einzeln  für  sich  verschwinden  müssen ,  dass  also  die 
9>((r)o  ...  einzeln  für  sich  Integrale  sind,  und  zwar  AbePsche 
Integrale,  da  sie  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  aus 
den  verschiedenen  Zweigen  zusammensetzen  lassen,  welche  die 
Function  (p  an  der  Stelle  a  =  r  besitzt.    Weiter  erkennt  man, 
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wenn  die  verlangte  Differentiation  und  Entwickelung  an  den 
Anfangsgliedem  der  einzelnen  (p  [o]  ausgeführt  wird,  dass  in 
J[g)  negative  oder  gebrochene  Potenzen  höchstens  dann  auftreten 
können,  wenn  entweder  K  negative  Potenzen  enthält,  also  für 
(7  =  T  der  Ausdruck  q^  H^  verschwindet ,  oder  wenn  die  Ent- 
wickelung von 

Tq  (^-"^ 

kein  von  a—x  freies  Glied  enthält,  wenn  also  diese  Ableitung 
für  a=T  verschwindet,  d.  h.  o—t  eine  Integralgleichung  ist. 
Hiernach  erhalten  wir  also  für  den  Ausdruck  J  [a]^  wenn  der- 
selbe als  Function  von  a  betrachtet  wird,  alle  im  Endlichen 
liegenden  Pole  und  Verzweigungspunkte  durch  die  beiden  Be- 
dingungen 

Geht  man,  um  das  Verhalten  von  q>  für  sehr  grosse  Werthe 
von  a  zu  ermitteln,  von  der  Entwicklung  des  Ausdruckes  J  (a) 
nach  fallenden  Potenzen  von  a  aus,  so  kann  man  genau  so  wie 
vorhin  ein  cp  [a]  bilden,  dies  durch  Hinzufügen  einer  AbePschen 
Quadratur  (p*  [a]  zu  (p  ergänzen  und  dann  in  die  Bestandtheile 
y(a)^,  fp[o)^  ...  spalten,  welche  einzeln  wiederum  Integrale 
sind.  Differentiirt  man  dann  vollständig  nach  9,  so  ergibt  sich, 
dass  positive  oder  gebrochene  Potenzen  oder  ein  logarithmisches 
Glied  in  tp  sicher  nicht  auftreten,  wenn  die  Ausdrücke 

ÖÄ'        hK         ^K 


dh  '     dq^ 

> 

f^Pu 

nach 

a  entwickelt, 

die  Form 

•  -1-     *-  -1- 

+  . 

besitzen.   Diese  besondere  Form  findet  statt,  wenn  a  die  Vari- 
able q  vertritt. 

§  2*. 
Nachdem  wir  die  vorstehenden  Sätze  gewonnen  haben, 
nehmen  wir  die  J[a)  einzeln  vor.  Es  wird  sich  dabei  zeigen, 
dass  dieselben  sämmtlich  rationale  Functionen  der  Variablen 
sein  müssen.  Wir  beginnen  mit  /(/).  Da  die  Variable  t  in  den 
beiden  Bedingungen 
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nicht  auftritt,  so  folgt,  dass  J(/)  für  endliche  Werthe  von  t  weder 
verzweigt  ist  noch  unendlich  wird,  also  die  Form  G{t)  besilzl. 
Hieraus  folgt  für  fp  die  Form 

et)    ^    P   t^   ~U    P    /*•-*    -L.    .  .  .    -L.     P 

^  —  '^o '    f  r^i,       -r         -I-  r>,  , 
und  ferner 

dPf,       ^  ^   dt       dP, 

^5  =  0,     „P,_  +  -^.  =  0,     etc. 

woraus  wir  ähnlich  wie  in  §  20  schliessen,  dass  n  gleich  Null 
ist,  d.  h.  (f  die  Variable  f  überhaupt  nicht  enthält.  Wählen  wir 
ferner  für  a  die  Variable  p^^  so  folgt,  da  Q  die  p^  nicht  enthält, 
dass  J{p^)  im  Endlichen  nur  einen  Verzweigungspunkt  resp. 
Pol  besitzen  kann,  nümlich 

Pi  =  Pio  =  -  (^»93  7iP»  +  ^s7i?iP3):  ^i9i9s  • 
Hiernach  ist  J(p^)  ein  Aggregat  aus  einer  endlichen  Zahl  von 
Potenzen  der  Differenz/)^  —  p^^;  die  <p{p^)^ ,  viPi)t  ■  •  •  würden 
dann,  wenn  sie  vorkamen,  auf  algebraische  Integrale  führen, 
müssen  also  in  Wirklichkeit  fehlen,  d.  h.  (p  muss  sich  auf  ^a)« 
reduciren.  Hieraus  folgt,  dass  «/(pj  eine  rationale  Function  von 
Pf  ist,  deren  Nenner  nur  die  Theiler  p^  —  p,^  besitzt.  Das  lote* 
gral  q>  besitzt  also  die  Form 

/?(p,)  +  Plog  (p,  —  pj  ,  P  =  constans. 

Hiermit  ergibt  sich,  dass  sämmtliche  J(o)  rationale  Funclionen 
von  p^  und  ebenso  von  p^  und  p,  sind,  deren  Nenner  nur  Thei- 
ler  von  der  Form  q^H^  besitzen.  Für  gp  ergibt  sich  daraus  die 
Form 

9)  =  Plog  (?,//,)  +  P.-h  P,, 

wo  P  eine  Constante,  P^  eine  von  den  p^  freie  Abersche  Qua- 
dratur und  P, einen  von  den  p^  rational,  von  den  q,  9^  algebraisch 
abhängenden  Ausdruck  bedeutet.  Aus  der  vorstehenden  Forin 
ergibt  sich,  dass  J{q)  als  Function  von  q  betrachtet,  als  Ver- 
zweigungspunkte, nur  die  beiden  aus 

sich  ergebenden  Stellen  g^ ,  g^  besitzt,  während  die  beiden  aus 

q,H^  =  q,M^  (g  —  9z)  (?  -  9*) 
folgenden  Stellen  9,,  g^  nur  als  Pole  auftreten  können ;  die  Steile 
q  =  00  ist,  wie  oben  bemerkt  wurde,  wieder  Verzweigung»- 
punkt  noch  Pol.     Setzt  man 


so  I 
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9- A  _ 


Q  -  n    =*"'     J{9)dq  =  J{u)  du, 
SO  sind  die  Verzweigungspunkte  von  J  [u]  durch 

ti  CS  0  ,    U  SS  OO  , 

und  die  ausserdem  noch  vorhandenen  Pole  u, ,  u^  durch 

,,   —93  —  9i       ,,    _  94  —  9i 

Um     —  -         -  }  Um      — 

93—9t  9a  -  9t 

bestimmt.  Multiplicirt  man  nun  J  [u)  mit  solchen  ganzen  Poten- 
zen von 

u  —  w,    resp-    u  —  w^  , 

dass  das  Product  an  den  Stellen  u,,  u^  nicht  mehr  unendlich 
wird,  so  ist  dieses  Product  als  ein  endliches  Aggregat  von  Glie- 
dern der  Form 

darstellbar,   wo  die  v  rationale  Zahlen  bedeuten.    Setzt  man 

daher 

M  =  v^  ,     J[u)  du  =  J{v)  dv  , 

wo  k  eine  passend  gewählte  ganze  Zahl  ist,  so  besitzt  J{ty)  die 
Gestalt  R(v)  und  enthält  im  Nenner  als  Theiler  nur  v  und  die  aus 

v^  —  Mj  ,     t)^  —  u^ 
entspringenden  linearen  Theiler,  welche  mit 

V  —  u^^  ,     V  —  w^t  • . . 
bezeichnet  werden  sollen.    Die  Integration  nach  v  liefert  (p  in 
der  Form 

qp  =  c  log  i;  +^  c,f  log  (v  —  u^f) 

e 

-^2^^^  ^^8  (V  —  w,;)  +  1/4  +  ^/,. 

Hierin  sind  die  c  Constanten,  U^  von  der  Form  R(v)  und  U^  eine 
von  V  freie  AbePsche  Quadratur.*  Vergleichen  wir  diese  Form 
mit  oben  gegebenen,  nämlich 

(p  =  Plog  ((/,//,)  +  P,  +  P,  , 

so  folgt,  dass  die  mit  den  Coefficienten  c,; ,  c^^  versehenen  Loga- 
rithmen nur  aus  der  Zerlegung  des  Terms 

P  log  q,H,=  P  log  {q,  M,  [q  -  g,)  (q-g,)} 
entspringen  können,  dass  also  die  Cj^,  c^^  sämmtlich  einander 
gleich  sind.     Hieraus  folgt,  dass  sich  <p  in  der  Form 
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9>  =  ^4  Jog  {q  -  ffj  +  e^  log  (q  -  j,) 
+  e3log(/,^,  +  1/;+  17,' 

schreiben  lüsst,  wo  für  die  e,  IT  dieselben  Eigenschaften  gehen, 
wie  für  die  c,  U.  Stellt  man  nun,  von  der  zuletzt  gefundenen 
Form  für  q>  ausgehend,  die  Entwicklung  von  q)  nach  PotenzeD 
von  q  -^  9^  oder  q  —  g^  auf,  so  erkennt  man,  dass  die  g>{q)i. 
(p[q)^  ...  nur  aus  gewissen  in  U\  vorkommenden  Bestandlheilen 
entspringen  können,  also,  wenn  sie  vorkämen,  rein  algebraiscii 
sein  müssten.  Hiernach  reducirt  sich  9)  in  beiden  Fällen  auf 
den  Bestandtheil  (p[q\',  d.  h.  J[q)  und  damit  sind  die  übrigen  J 
von  der  Form  R[q). 

Der  Ausdruck  J{q^  ist  in  q  und  den  p^  rational,  kann  also, 
als  Function  von  q^  betrachtet,  im  Endlichen  nur  Verzweigungs- 
punkte  besitzen,  welche  von  den  Variablen  9,  p^  unabhängig 
sind.  Da  solche  nicht  existiren,  so  \siJ[q^)  von  der  Form  /{(fi). 
Das  Gleiche  gilt  für  alle  anderen  /und  ebenso  für  die  VariableD 
9,,  ^3.  Hiermit  haben  wir,  wenn  wir  zusammenfassen,  das  Re- 
sultat gewonnen,  dass  in  dem  gesuchten  Abel' sehen  Integral,  falls 
dasselbe  existirt,  die  J[q)  ...  sümmtlich  die  Gestalt 

^  (?,  9a  >  Pa) 
besitzen,  dass  ferner  die  Nenner  als  Theiler  nur  die  Ausdrücke 
q^H^  und  Q  besitzen,  dass  also  (jp  in  der  Form 

rp  =  R(q,  qa,Pa)  +  c'  log  q,H^  +  c"  log  Q 
darstellbar  ist.    Da  die  Entwickelung  von  q>  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  q  kein  logarithmisches  Glied  besitzt,  so  ist 

c'  +  c"  =  0  , 
so  dass  wir  auch  schreiben  können 

§  25. 

Die  Untersuchung  hat  uns  jetzt  zu  der  Frage  geführt,  ob 
das  System  7.  0.  ein  Integral  von  der  Form 

9>  =  ^(9,  9«,  Pa)  +  clog  **-^ 

besitzt,  in  welchem,  wenn  q>  sich  nicht  auf  eine  Constante  re- 
duciren  soll,  der  Factor  c  von  Null  verschieden  sein  muss,  also 


r 
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gleich  Eins  gesetzt  werden  darf.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Be* 
siandiheile  von  q>  der  Kürze  halber  mit  q>^  und  (p^ ,  so  darf  der 
rationale  Term  <p,^  als  algebraisch  aus  den  Gonstanten  m,  a,  b,  k,  h 
gd>ildet  vorausgesetzt  werden.  Bringt  man  nämlich  q>^  zunSichst 
auf  die  Form 

R  {rriy  a,  b,  k,  h,  F)  , 

wo  r  eine  von  den  m  . . .  abhängende  Irrationalität  bedeutet, 
and  stellt  dann  cp^  in  der  Form 

unter  möglichster  Hei'abdrttckung  des  Grades  in  Bezug  auf  F 
dar,  so  müssen  die  g)^^ ,  q>^^  . . .  sich  auf  Gonstanten  reduciren. 
Man  darf  deshalb  die  mit  F  multiplicirten  Tenne  unterdrücken 
oder  g>^  als  rational  aus  den  tu,  a,  6,  k^  h  gebildet  voraussetzen. 
Dies  festgestellt  führen  wir  an  Stelle  von  h  die  Variable  p  durch 
die  Gleichung 

0  =  Ä  +  p//,  +/^, 

ein,  und  erhalten  dann  g>^  in  der  Form 

Ä  (Pi  9j  Pa  y  ?«)   ; 
während  q)  in  ein  Integral  des  Systems  8.  0.  übergeht. 

In  dem  System  8.  0.  lässt  sich  nun  die  allgemeine  Lösung 
durch  Beihen,  welche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  t  fort- 
schreiten, darstellen,  indem  man  die  p,  5  nach  dem  Taylor'schen 
Satze  mit  Hülfe  der  Differentialgleichungen  entwickelt.  Diese 
Beihen  convergiren  innerhalb  eines  bestimmten  Bereiches  für  f, 
sobald  man  festsetzt ,  dass  für  i  =  0  die  Variablen  endliche, 
und  im  Besondern  die  qf^  von  Null  verschiedene  Werthe  besitzen. 
Substituirt  man  diese  Reihenentwickelungen  in  den  Zähler  Z 
und  den  Nenner  iV  von  y,  und  ebenso  in  q^  H^  und  Q,  so  erhält 
man  ähnliche  Potenzreihen.  Die  Goefficienten  sind  sämmtlich 
nach  den  p,  g,  p^  ganz  rational,  nach  den  q^  dagegen  rational, 
jedoch  so,  dass  in  den  Nennern  als  Theiler  nur  die  g^  auftreten. 
Der  so  entstehende  Ausdruck 

^    -  log  ^^  ^^* 


iV  ^     C> 

muss  nun  von  t  unabhängig  sein,  wie  man  auch  innerhalb  der 
angegebenen  Einschränkungen  die  Anfangswerthe  der  Variablen 
variiren  mag.  Lassen  wir  nun  diese  Anfangswerthe  so  variiren, 
dass  ^4^4  für  f  =  0  den  Werth  Null  annimmt,  so  können  in 
den  vier  Reihenentwickelungen  nicht  sämmtliche  Goefficienten 
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verschwinden,  da  q^H^,  wie  wir  wissen,  nicht  Integralgleichung 
des  Systems  8.  O.  ist.  Setzt  man  ausserdem  fest,  dass  für  die 
gewählten  Anfangswerthe  Q  nicht  verschwindet,  so  entspringt, 
wenn  man  (p^  und  (p^  nach  Potenzen  von  t  entwickelt,  aus  ^, 
ein  Glied  von  der  Form 

n  log  <  ,     (n  >  0)  , 

welches  sich  nicht  fortheben  kann.  Die  Annahme,  dass  ein  In- 
tegral der  hier  betrachteten  Form  existire,  führt  also  auf  einen 
Widerspruch  oder  m.  a.  W.  es  existiren  zu  dem  System  7.  O. 
keine  Abei'schen  Integrale,  und  ebenso  auch  nicht  zu  dem  System 
8.  O. 

Bei  den  vorstehenden  EntWickelungen  waren  wir  von  einer 
besonderen  Form  der  Bewegungsgleichungen  fdr  dasDreikdrper- 
Problem  ausgegangen,  nSlmlich  dem  hier  benutzten  System  7.  0. 
Da  jedoch  ein  Abel'sches  Integral  durch  eine  algebraische  Trans- 
formation der  Variablen  wiederum  in  ein  Abersches  Integral 
übergeht,  so  gilt  das  gefundene  negative  Resultat  für  alle  Formen 
der  Bewegungsgleichungen ,   welche  aus  den  ursprünglicheo 
durch  rein  algebraische  Umformungen  entstehen.  Das  gefundene 
Resultat  gilt  ferner  auch  für  das  Yielkörper-Problem.    Reducirt 
man  nämlich  beim  Vielkörper-Problem  die  Ordnung  des  Systems 
ähnlich  wie  bei  dem  Dreikörper-Problem  durch  Benutzung  der 
bekannten  Integrale,  so  erhält  man  algebraische  Differential- 
gleichungen. Existirt  zu  diesen  ein  AbePsches  Integral,  so  ent- 
hält der  Ausdruck,  über  welchen  die  Quadratur  auszuführen 
ist,  die  Massen  nur  in  algebraischer  Weise ;   man  müsste  also 
unter  allen   Umständen  durch  das   Verschwindenlassen  einer 
oder  mehrerer  Massen   zu   einem  Aberschen  Integral  für  das 
Dreikörper-Problero  gelangen,  was  nicht  sein  darf. 

Die  vorstehend  hergeleiteten  negativen  Ergebnisse  enthalten, 
wie  mir  scheint,  eine  hinreichende  Erklärung  für  die  Thatsache, 
dass  man  bei  der  Aufsuchung  neuer  Integrale  des  Dreikörper- 
Problems  seither  nicht  über  den  bereits  vor  einem  Jahrhundert 
erreichten  Standpunkt  hinausgelangt  ist. 

Leipzig,  18.  Juli  4887. 


Berichtigung. 
S.  62,  Z.  43  V.  u.  i£s^s^  —  2^*«  =  Ss^s^ 
S.  6«,  Z.  n  V.  u.  4>rache  Quadrat. 


r 


Sophns  Lie,    Die  Begriffe  Gruppe  und  Invariante, 

In  einer  Abhandlung  von  Sylvester  im  American  Journal  of 
mathematics  Bd.  9,  No.  9,  findet  sich  ein  Brief  von  Ralphen, 
Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris.  In  diesem 
Briefe  betrachtet  Halphbn  eine  Schaar  von  algebraischen  Trans- 
formationen 

(4)  cCj^'  =  f^  (x^  , . .  Xf^,  a^  , , ,  a^)     (x  =  4  . . .  n) 

mit  r  Parametern  a^  .• .  a^  zwischen  den  Veränderlichen  x^  . . .  jr„ 
und  cd/  ...  x^\  stellt  die  Frage  nach  allgemeinen  Kriterien 
dafür,  ob  eine  solche  Schaar  von  Transformationen  Invari- 
anten besitzt  oder  nicht  und  verspricht  dieses  noch  nicht  in 
voller  Allgemeinheit  behandelte  Problem  vollständig  zu  er- 
ledigen 1) . 

Soviel  ich  sehe  ist  das  ihm  doch  nicht  gelungen.  Im  Laufe 
seines  Briefes  macht  er  nämlich  verschiedene  Annahmen,  die 
wirkliche  Beschränkungen  des  Problems  nach  sieh  ziehen.  Und 
selbst  das  hiermit  beschränkte  Problem  hat  er,  "wie  mir  scheint, 
nicht  Tollständig  erledigt.  Die  von  ihm  formulirten  Kriterien 
sind  zwar  hinreichend  aber  nicht  nothwendig^). 

1.  Zunächst  schicke  ich  einige  Bemerkungen  voraus  Über 
die  eigen thümliche  Bedeutung,  in  welcher  Halphen  das  Wort 
Gruppe  braucht. 


i]  Halphen  drückt  sich  so  aus:  »Dans  des  thöories  diverses  on  a 
rencontr6  des  Invariants  sans  qu'on  ait  p&n^lr6  la  cattse  g&n&rale  de  leur 
exittence.    C'est  Celle  lacune  guHl  s'agil  ici  de  faire  disparailre,« 

2)  Es  scbeiDi  Halphen  unbekannt  zu  sein,  dass  ich  (Jas  im  Texte  be- 
sprochene Problem  für  den  Fall,  dass  die  Schaar  der  vorgelegten  Trans- 
formationen (4)  von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  ist  (oder  sich 
erzeugen  ISsst)  vollständig  erledigt  habe.  Meine  alten  Untersuchungen 
ttber  diesen  und  verwandte  Gegenstände  sind  resumirt  in  den  Math.  Ann. 
Bd.  XXIV,  4884. 

6* 
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Halphbn  sagt,  dass  die  Gleichungen   (4)  eine  Gruppe  be- 
stimmen, wenn  sich  aus  den  beiden  Gleichungssystemen 

^x    ^^'  / X  v^i  •  •  •  ^n  ^1  •  ■  •  ^r)      /jj  ^  jj  ^\ 

durch  Elimination  der  Grössen  x^  Relationen  von  der  Form 

*^x    ^^  /x  v^i-  •  •  •  ^n »  '^4  •  ■  •  -^r) 

ableiten  lassen.  Dabei  macht  er  nicht  wie  ich  in  meiner  Note 
in  den  Göttinger  Nachrichten  4  874  und  in  vielen  späteren  Ar- 
beiten die  Annahme,  dass  die  Grössen  A^  nur  von  den  a^  und  bj 
abhängen,  sondern  er  lässt  sie  ganz  beliebige  Grössen  bedeuten. 
Diese  seine  Definition  des  Begriffes  Gruppe  scheint  mir  indess 
nicht  naturgemäss. 

Es  unterliegt  ja  keinem  Zweifel^  dass  der  Begriff  Transfor- 
mationsgruppe  sich  allgemeiner  fassen  lässt,  als  in  meiner  oben 
citirten  Note  geschehen.  In  der  That  habe  ich  schon  im  Jahre 
4874  (Verhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Christiania,  S.  243)  die  folgende  aligemeine  Definition  aufgestellt: 
Eine  Schaar  von  Transformationen  bildet  eine  Gruppe^  wenn  %wei 
Transformationen,  nach  einander  ausgeführt,  immer  eine  Trans- 
formation der  Schaar  ergeben.  Diese  Definition  giebt,  scheint  es 
mir,  die  richtige  und  allgemeine  Uebertragung  des  Gruppen- 
begriffes  der  Substitutionentheorie  auf  die  Transformations- 
theorio.  Unter  den  Transformationsgruppen  giebt  esaber  mehrere 
verschiedene  Kategorien,  für  die  ich  besondere  Bezeichnungen 
benutze.  Insbesondere  bezeichne  ich  eine  Gruppe  dann  als  endlidi 
und  continuirlich ,  wenn  ihre  Transformationen  durch  ein 
Gleichungssystem  mit  r  Parametern :  x^  =  f^  [x^  •••  ä:„,  a, ...  o^ 
bestimmt  werden. 

Was  Halpukn's  Definition  des  Begriffes  Gruppe  angeht,  so 
möchte  ich  fast  glauben,  dass  dieselbe  nicht  nach  dem  Wortlaute 
zu  verstehen  ist.  Vielleicht  sind  einige  Voraussetzungen  nicht 
mit  angegeben,  z.  B.  dass  sich  zwischen  den  Gleichungen  (fj 
die  Parameter  a^  eliminiren  lassen  sollen.  Es  scheint  mir  näm- 
lich undenkbar,  dass  Halphen  jedes  System  Transformations- 
gleichungen  (4),  aus  welchen  sich  die  Parameter  nicht  eliminireo 
lassen,  als  eine  Gruppe  bezeichnen  will,  und  doch  ist  er  nachdem 
Wortlaute  seiner  Definition  dazu  gezwungen.  —  Will  Haipben 
auf  der  anderen  Seite  zu  seiner  Definition  des  Begriffes  Gruppe 
etwa  die  Forderung  hinzuftigen,  dass  sich  die  Parameter  elimi' 
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niren  lassen  sollen,  so  folgt  z.  B«,  dass  die  Schaar  aller  projec- 
tiveo  Transformationen  eines  Raumes  keine  Gruppe  von  Punkte 
transformalionen  dieses  Raumes  bildet. 

£s  scheint  wttnschenswerth,  dass  Halphen  den  Sinn  seiner 
Definition  präcisirt^  wenn  er  sich  nicht  der  von  mir  benutzten 
Terminologie  anschliessen  kann. 

Nehme  ich  seine  Definition  nach  dem  Wortlaute  und  nenne 
ich  ferner  eine  Function  g)(x^  ...  ä?J  dann  eine  Invariante  der 
Transformationen  (4),  wenn  die  Identität 

(p{x^'  . . .  a?„')  ^=  (pi^i  • .  •  o^n) 
besieht,  so  ist  sein  Hauptsatz :  Les  invariants  sont  Papanage  ex- 
clusifdes  substitutions  formant  groupe  unrichtig.  Das  werden  uns 
später  zwei  Beispiele  zeigen. 

2.  Indem  Halpiien  das  von  ihm  gestellte  Problem  in  Angriff 
nimmt,  macht  er  erstens  und  zwar  ausdrücklich  die  Annahme, 
dass  die  Zahl  n  der  Veränderlichen  grösser  ist,  als  die  Zahl  r  der 
Parameter.    Da  aber  schon  das  Beispiel 


a^  x^  +  a. 


zeigt y  dass  Invarianten  sehr  gut  vorkommen  können,  wenn 
r^n  ist,  so  ist  seine  Annahme  eine  Beschrankung  des  Problems. 
—  £r  macht  noch  zwei  weitere  Annahmen,  nämlich,  dass  die 
Elimination  der  Parameter  gerade  n  —  r  Relationen  zwischen 
den  ac^  und  x^'  liefert  und  dass  die  Gleichungen  (1),  wenn  sie 
Invarianten  besitzen,  deren  gerade  n  -■-  r  haben. 

Dass  auch  diese  letzten  Annahmen  wesentliche  Beschrän- 
kungen des  Problems  sind,  Hesse  sich  ebenfalls  leicht  an  Bei- 
spielen zeigen.  Darauf  gehe  ich  jedoch  hier  nicht  ein,  sondern 
wende  mich  zu  dem  von  Halphen  behandelten  reducirten 
Probleme. 

3.  Halphen  behauptet ,  dass  ein  System  von  algebraischen 
Transformationsgleichungen 

[h')  x^  =  f^  [x^  . . .  o"^,  a^  . . .  a^)  ,  n^  r  ^ 

aus  welchem  sich  durch  Elimination  der  Parameter  gerade  n—  r 
Relationen  zwischen  den  x^  und  x^  ergeben,  (dann  und)  nur 
dann  gerade  n  ^  r  unabhängige  Invarianten  besitzt,  wenn  es 
in  seinem  Sinne  des  Wortes  eine  Gruppe  bestimmt. 

Aber  diese  Regel  stimmt  doch,  wie  ich  sie  verstehe,  nicht 
mit  dem  Beispiele : 


x^    =  a:-,  -1-  a  , 

• 

x^    =   -  x^ 

x^"  =  a^^  -h  6  , 

x^"  =  x/  +  6  — 

tt     ^          **'•       ""          9 
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IX I  Xjt    ■""■  **/.  "^  a  .      ^^tt    ^"  ^~*  **^»   • 

Hier  ist  n  =  2,  r  =  1,  also  n  ^  r;  die  Elimination  des  Para- 
meters a  giebt  w  —  r  =  4  von  a  freie  Relalion;  die  Gleichungen 
(2)  haben  andererseits  gerade  /t  —  r  =  1  unabhängige  InVfirianle, 
nämb'ch  x\.  Nach  Halphbx's  Regel  niUssten  also  die  Gleichungen 

(2)  in  seinem  Sinne  des  Wortes  eine  Gruppe  bilden.     Aber  aus 

und 
folgt 

und  diese  Gleichungen  haben  die  Form  (2)  nicht. 
Betrachten  wir  andererseits  das  Beispiel 

(3)  x/  =  a:^  -h  1   ,     a?,'  =  o-,  -h  o  . 

liier  ist  wiederum  w  =  2,  r  =  < .  Die  Elimination  des  Para- 
meters a  giebt  wiederum  /j  —  r  ==  <  Relalion  zwischen  den  x 
undfl?'.  Andererseits  haben  die  Transformationsgleichungen  (3) 
gerade  n  —  r  =  \  unabhängige  Invariante  ncimlich  ig  (tix^k 

Es  ist  ja 

ig(7tx^)  =  tg(/ra^^  +  /r}  ^  ^g{7tx^)  . 

Unsere  Gleichungen  bilden  aber  keine  Gruppe  in  Halphexs 
Sinne  des  Wortes ;  denn  aus 

x^    =  a?4  -h  4    ,     x^'  =  x^  -h  a 
und 

folgen  die  Gleichungen 

x^'  =  3f/  ,     x^"  =  a*,'  -1-6  —  a  , 
welche  nicht  die  Form  (3)  haben. 

4.  Will  man  das  von  üalpiien  gestellte  Problem  in  voller 
Allgemeinheit  behandeln,  so  dürfte  es  zweckmässig  sein,  die 
Ausdrucksweise  der  Mannigfaltigkeitslehre  zu  benutzen,  also 
x^  ...  Xn  als  Punktcoordinaten  eines  n-fachen  Raumes  w 
betrachten.  Hier  werde  ich  jedoch  die  Beschränkung  einführen, 
dass  die  Transformationen 

[\  J  x^   =  /jfl^i  •  •  •  ^n  »    ö|  .  .  .  a^j 

CREHONA'sche  Transformationen  sein  sollen. 

Bei  jeder  Transformation  einer  derartigen  Schaar  geht  ein 
Punkt  x^  von  allgemeiner  Lage  in  einen  bestimmten  neuen 
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Punkt  sc^  über.  Dieser  neue  Punkt  hängt  von  den  Parametern 
a^  ab.  Der  Inbegriff  aller  Punkte  x^  bildet  daher  eine  alge- 
braische Mannigfaltigkeit)  die  höchstens  r-fach  ausgedehnt  ist. 
Werden  nun  weiter  auf  einen  beliebigen  Punkt  x^  noch  einmal 
die  Transformationen  [\)  ausgeführt,  so  nimmt  derselbe  neue 
Lagen  a?^"  an  u.  s.  w. 

Wir  nehmen  zu  der  Schaar  der  Transformationen  [\]  noch 
die  Sehaar  der  inversen  Transformationen  hinzu  und  denken 
uns  jede  von  diesen  Schaaren  von  Transformationen  eine  Reihe 
von  Malen  hintereinander  ausgeführt.  Dann  können  zwei  ver* 
schiedene  Fälle  eintreten.  Es  ist  denkbar,  dass  ein  Punkt  x^ 
von  allgemeiner  Lage  durch  wiederholte  Ausführung  jener  Trans- 
formationen  in  jeden  Punkt  von  allgemeiner  Lage  im  Räume 
übergeführt  werden  kann.    Dann  giebt  es  keine  Invarianten. 

Kann  dagegen  der  Punkt  o?^  nicht  in  alle  Punkte  des  Raumes 
übergeführt  werden,  so  bildet  der  Inbegriff  aller  Lagen,  welche 
derselbe  bei  wiederholter  Anwendung  der  betreffenden  Trans- 
formationen annehmen  kann,  einen  geometrischen  Ort,  der  aller- 
dings aus  verschiedenen,  ja  sogar  aus  unendlich  vielen  irredu- 
cibeln  algebraischen  Mannigfaltigkeiten  bestehen  kann. 

Jeder  Punkt  des  Raumes  gehört  einem  ganz  bestimmten  der- 
artigen Orte  an.  Der  Raum  wird  also  in  dieser  Weise  in  un- 
endlich viele  Oerter  zerlegt,  wobei  jeder  Ort  unter  Umständen 
aus  mehreren  algebraischen  Mannigfaltigkeiten  besteht. 

Liisst  sich  nun  diese  Zerlegung  des  Raumes  in  geometrische 
Oerter  analytisch  definiren  durch  die  Gleichungen 

in  denen  die  Cj^  willkürliche  Conslanten  bedeuten,  so  sind  die 
ß^(x^  ...  ar„)  Invarianten  der  Schaar  vod  Transformationen, 
und  zwar  erhält  man  so  ein  vollständiges  System  Invarianten. 
Es  ist  hierbei  keineswegs  sicher,  dass  die  ii^  algebraische  Func- 
tionen von  den  x  sind,  sie  können  sehr  gut  transcendenle*) 


4)  Es  ist  daher  unrichtig,  wenn  Halphen  behauptet,  dass  die  Invari- 
anten immer  durch  Elimination  gefunden  >verden  können.  Dass  die  zu 
einer  continuirlichen  endlichen  Gruppe  gehörigen  Invarianten,  DilTerential- 
invarianten,  ja  sogar  alle  zugehörigen  invarianten  Gleichungssysteme  durch 
Elimination  gefunden  werden,  habe  ich  längst  bei  vielen  Gelegenheiten 
hervorgehoben.  Und  auch  die  Ausdehnung  dieser  Bemerkung  auf  eine 
jede  vorgelegte  Schaar  von  Transformationen  rr^'  =  ^x(^>  ^)<  ^i®  ^^^^  ^^^ 
infiDitesimalen  Transformationen  erzeugen  lässt,  rührt  von  mir  her. 
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PuDoiioneD  sein.  Die  ii^  brauchen  nach  dem  Vorangehenden 
nur  so  beschaffen  zu  sein,  dass  die  Gleichungen  (4)  für  jedes 
specielle  Werihsysiem  der  a^  eine  discrete ,  endliche  oder  un- 
endliche Anzahl  von  algebraischen  Mannigfaltigkeiten daretelleD, 
deren  Inbegriff  bei  den  Transformationen  (4)  invariant  bleibt. 

Entsprechende  Ueberlegungen   geben  zugleich  alle  inva- 
rianten Gleichungssysteme. 

An  einer  anderen  Stelle  werde  ich  auf  die  hier  skiizirten 
Theorien  näher  eingehen.  Insbesondere  werde  ich  Gruppen  be- 
handeln, die  sich  nicht  durch  ein  Gleichungssystem,  sondern  erst 
durch  mehrere  Gleichungssysteme  deßniren  lassen,  von  denen 
jedes  Gleichungssystem  gewisse  willkürliche  Parameter  enthalt 
und  werde  eine  Invariantentheorie  von  derartigen  Gruppen  ent- 
wickeln. Das  gelingt  leicht,  indem  ich  meine  allgemeine  lavari- 
antentheorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  mit  der  In- 
varianlentheorie  der  discontinuirlichen  Gruppen  verbinde. 

Leipzig,  Juli  4887. 


Friedrich  Engel,  Kleinere  Beiträge  zur  Gruppentheorie. 

I.  Der  Sinn  der  Jaeobi'schen  Identität. 

Die  berühmte  JACOBi'sche  Identität  hat  durch  Lie's  Unter- 
suchungen eine  ganz  neue  Bedeutung  gewonnen.  Sie  erscheint 
jetzt  als  eine  Identität  zwischen  infinitesimalen  Transforma- 
tioDen.  und  so  aufgefasst  bildet  sie  eine  der  wichtigsten  Grund- 
lagen für  Lib's  Theorie  der  Transformationsgruppen.  Freilich  der 
eigentliche  Sinn  der  Identität  ist  damit  noch  nicht  enthüllt; 
dass  dieselbe  besteht,  bleibt  vielmehr  immer  noch  eine  unver- 
standene, nur  deshalb  um  so  merkwürdigere  Thatsache. 

Aber  je  öfter  man  die  JACOBi*sche  Identität  in  der  Theorie 
der  Transformationsgruppen  anwendet,  desto  stärker  muss  man 
das  Bedürfniss  fühlen,  mit  dieser  Identität  eine  andere  Vorstel- 
lung zu  verbinden  als  die  einer  blossen  Formel;  um  so  weniger 
darf  man  sich  damit  begnügen,  dass  man  die  Richtigkeit  der 
Identität  auf  so  und  so  viele  Weisen  bewiesen  hat ,  während 
man  doch  sozusagen  noch  nicht  einmal  über  ihre  »Existenzbe- 
rechtigung in  der  Wissenschaft«  im  Reinen  ist. 

Durch  sehr  einfache  Ueberlegungen  habe  ich  erkannt,  dass 
wenigstens  die  JACoefsche  Identität  zwischen  infinitesimalen 
Punkttransformationen  einen  guten  begrifflichen  Sinn  hat. 

Zwischen  drei  beliebigen  infinitesimalen  Punkttransfor- 
mationen : 
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besteht  immer  die  Jaeobi'sche  Identität 

(1)  ([XY)Z)  +  {(YZ)X)  +  {{ZX)  y-)  =  0 ; 

dabei  ist  der   Kürze  wegen  (AT)  {\lvX{Yif))  -   >'(A'  /))  ge- 
schrieben. 

Wollen  wir  den  begrifflichen  Sinn  der  Identität  (1)  ermit- 
teln, so  müssen  wir  unzweifelhaft  davon  ausgehen,  dass  wir 
eine  Identität  zwischen  infinitesimalen  Transformationen  vor 
uns  haben.  Vcrmuthlich  drückt  dieselbe  nichts  anderes  aus,  als 
eine  allgemeine  Eigenschaft  des  Transformationsbegriffs  für  den 
besonderen  Fall  der  infinitesimalen  Transformationen. 

Zwischen  drei  beliebigen  endlichen  Transformationen  S,  T. 
U  niüsste  demnach  eine  Identität  bestehen,  aus  welcher  die 
Jacobrsche  folgt,  sobald  man  für  S,  T,  U  bezüglich  die  drei 
infinitesimalen  Transformationen  A'/',  Yf,  Zf  einsetzt  und  alle 
infinitesimalen  Grössen  bis  zu  einer  gewissen  Ordnung  mit- 
nimmt. Damit  wäre  dann  die  Jacob  i'sche  Identität  auf  eine 
Identität  der  Substitutionentheorie  zurückgeführt. 

Um  diese  Substitutionenidentität  finden  zu  können,  muss 
man  vor  allen  Dingen  wissen,  was  dem  Klammerausdruck  [\Y) 
bei  endlichen  Transformationen  ents])richt;  man  muss  also  aus 
zwei  endlichen  Transformationen  6'  und  T  eine  neue  Transfor- 
mation herleiten  können,  welche  auf  die  infinitesimale  Transfor- 
mation (A>)  führt,  wenn  man  S  und  T  durch  A/und  )/ ersetzt. 

Aus  Lie's  Untersuchungen  (vgl.  z.  B.  Math.  Ann.  XXV, 
S.  92)  geht  hervor,  dass  7^*  iST  eine  endliche  Transformation 
von  der  gewünschten  Beschaffenheit  ist.  Der  Ausdruck  T^^ST 
bedeutet  nämlich  diejenige  endliche  Transformation,  in  welche 
S  übergeht,  wenn  man  darin  vermittelst  der  Transformation 
r  neue  Veränderliche  einführt.  Denken  wir  uns  andererseits 
in  dem  Symbole  Xf  vermittelst  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation y/oder 

x(  =  ap,  +  rj^  {x^  ...  icj  dr    (/  ==  1  . . .  n) 

die  neuen  Veränderlichen  o*,'  -  •  •  x^'  eingeführt,  so  erhalten 
wir,  wenn  die  Accente  an  den  x  weggelassen  werden,  den 
Ausdruck 

Xf-h  [XY)dT. 

Also  bestimmt  {XY)  die  unendlich  kleine  Aenderung,  welche 
die  infinitesimale  Transformation  Xf  bei  der  angegebenen  Vari- 
abelnänderung  erleidet.    Darin  liegt,  dass  der  Ausdruck  iXY] 
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für  Xf  und  Yf  eine  ganz  analoge  Bedeutung  bat,  wie  der  Aus- 
druck 7^*  S  r  für  S  und  r. 

Diese  Analogie  zwischen  den  Ausdrücken  T^^S  T  und  (A'  Y) 
legt  die  Vermuthung  nahe,  dass  die  gesuchte  Substitutionen- 
identitat  zwischen  den  drei  endlichen  Transformationen  S^  T,  U 
eine  Relation  zwischen  Ausdrücken  von  der  Form  r~*  S  T  sein 
wird,  gerade  so  wie  die  Jacobi'sche  Identität  eine  Relation  zwi- 
schen Ausdrücken  von  der  Form  (Ä'  Y)  ist. 

Die  einfachste  Relation  zwischen  Ausdrücken  von  der  Form 

T-^ST,   ir^SU,   U-'TU    n.  s.  w. 

isl  diejenige,  welche  aussagt,  dass  der  Ausdruck  T"*  S  T  sich 
als  Invariante  verhält,  wenn  man  in  die  Transformationen  S 
und  T  vermittelst  der  Transformation  U  neue  Veränderliche 
einfuhrt.  Da  S  und  T  bei  der  angedeuteten  Variabeinänderung 
sich  bezüglich  in  U~^  S  U  und  f/"*  J^  verwandeln,  während 
7^'Sr  übergeht  in  6'"«  T-^STU,  so  lautet  unsere  Substitu- 
tionenidentitäl  folgendermassen : 

.%\  {U'' TUT'  ^''^^ ^  VTU=  V  r-* S TU. 

Wir  werden  sehen,  dass  diese  Identität  wirklich  der  Jacobi- 
schen Identität  entspricht. 

Nach  dem  früher  Gesagten  müssen  wir  untersuchen,  welche 
Identität  sich  zwischen  Xf\  Yf,  Zf  ergiebt,  wenn  in  (2)  die  end- 
lichen Transformationen  S,  T,  U  durch  die  infinitesimalen  X/*, 
y/",  Zf  ersetzt  werden.  Wir  könnten  das  direct  ausführen 
und  also  direct  mit  den  infinitesimalen  Grössen  rechnen ;  wir 
ziehen  es  aber  vor  einen  andern  Weg  einzuschlagen,  welcher 
offenbar  dasselbe  Endergebniss  liefert. 

Nämlich  wir  wollen  annehmen,  dass  die  endlichen  Trans- 
formationen Sy  Ty  U  bezüglich  den  eingliedrigen  Gruppen  ange- 
hören, welche  von  den  infinitesimalen  Transformationen  Xf, 
Yfy  Zf  erzeugt  werden.  Dann  können  wir  S,  T,  U  folgender- 
massen schreiben : 


S  : 

r 

=/•+ 

T 

Xf  + 

4  ■  i 

XXf 

T 
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i  •  2 

YYf 
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i  ■% 

ZZf 
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wobei  /*  allgemeines  Symbol  einer  Function  von  x^  •  •  •  a;„  ist  und 
f  das  Symbol  derselben  Function  von  ac/  •  ••  a?^,  wührend  /,t, 
d-  Constanten  bezeichnen.  Die  Identität  [%)  muss  nun  von  den 
eben  geschriebenen  Transformationen  S,  T,  U  befriedigt  wer- 
den, welche  Werthe  auch  die  Constanten  f,r,^  haben  mögen; 
damit  dies  stattfindet^  mtissen  zwischen  Xf,  Yf,  Zf  gewisse  Iden- 
titäten bestehen,  unter  denen  sich  eben  die  Jacobi'sche  befinden 
wird. 

Die  Aufstellung  der  Gleichungen  für  die  Transformationen 
auf  den  beiden  Seiten  von  (2)  wäre  freilich  sehr  umständlich; 
wir  müssten  in  den  Reihenentwickelungen  nach  den  Grössen 
t^  T,  d'  die  Grössen  dritter  Ordnung  mitnehmen,  wenn  wir  nach- 
her durch  Coefficientenvergleichung  die   gewünschte  Identität 
finden  wollten.    Zum  Glücke  brauchen  wir  aber  jene  beiden 
Transformationen   nicht  selbst   zu  berechnen.    Es  ist  nämlich 
leicht  zu  sehen,  dass  beide  Transformationen  zwei  gewissen 
eingliedrigen  Gruppen  angehören,  deren  infinitesimale  Trans- 
formationen wir  berechnen  können.   Diese  beiden  infinitesima- 
len Transformationen  müssen  natürlich  für  alle  Werthe  von  /, 
T,  &  identisch  sein ;  durch  Vergleichung  der  Coäfficienten  er- 
halten wir  die  gewünschte  Identität  und  brauchen  dabei  nur 
bis  zu  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  zu  gehen. 

Die  hiermit  angedeutete  Rechnung  wollen  wir  jetzt  durch- 
führen. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Transformation  T~^ ST 
einer  eingliedrigen  Gruppe  angehört,  deren  infinitesimale  Trans- 
formation die  Form  hat : 

(3)  Af=  Xf^j  [XY]  +  ^^  {{XY)Y)  +  . . .  , 

sowie,  dass  die  Transformation  T"^  S  T  selbst  lautet : 

(*)         r=f+{Ar+~AAf+-... 

Mit  diesen  beiden  von  Lis  herrührenden  Formeln,  deren  Reweis 
keine  Schwierigkeit  darbietet  und  füglich  übergangen  werden 
kann,  reichen  wir  im  Folgenden  überall  aus. 

Wollen  wir  nun  die  infinitesimale  Transformation  derjeni- 
gen eingliedrigen  Gruppe  berechnen,  welcher  U"^  T"* ST  17 an- 
gehört, so  haben  wir  nur  in  der  Formel  (3)  Af  für  Xf,  Zf  für  )/ 
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und  -3-  far  t  einzusetzen.  Dann  erhalten  wir  für  die  gewünschte 
infinitesimale  Transformation  den  folgenden  Ausdruck: 

oder  entwickelt: 


(5) 


> 

T  ^^"^J 

'■^4.2^^ 

^{■"^If  -«-•••  1 

fl/-= 

=Är+ 

^  (A-r)  + 

t(a-^  + 

^((X7)y)  +  ^--^((AT)Z) 

-(X(XZ))+.. 

Die   Transformation    U^*  S  U  gehört  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an,  deren  infinitesimale  Transformation  lautet: 

/?/•=  !/•+  *  {XZ)  +  ^  ~  i[XZ)Z)  +•■•, 

während  ü'*  S  U  selbst  die  Form  hat : 

In  entsprechender  Weise  gehört  zu  17"*  T^/ die  infinitesimale 
Transformation 

<^/'=  ^'f+  f  ^^^  "^  n*2  ^f^^^^  "^  •  ■ ' ' 

währeDd  I/~*  TC^  selbst  lautet: 

/-  =  /•+!.  c/-+^cc/-+.... 

Folglich  ist  die  Transformation 

(6)  (V-*TU)-'  VSU  U-'TU 

von  der  infinitesimalen  Transformation 

erzeugt.   Bei  der  Ausrechnung  ergiebt  sich 

'nf=Xf+^(XZ)  +  j{XY)  + 


(7)   { 


**  ((xz)Z)  +  ^*  ((A(yz))  -  (r(AZ))} 


((xr)  Y) 


T* 


4  .  2 
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Nunmehr  haben  wir  die  beiden  infinitesimalen  Transfor- 
mationen Slf  und  ^/*  einander  gleich  zu  setzen  und  sodann  die 
Goefficienten  zu  vergleichen,  denn  SlfnnA  Ä/*  müssen  für  alle 
Werthe  von  t^  t  und  ^  mit  einander  identisch  sein.  Führen  w\r 
die  angedeutete  Vergleichung  aus,  so  erhalten  wir  eine  Reihe 
formeller  Identitäten  und  ausserdem  noch  die  Relation 

(8)  {{XY]Z)  =  (X(YZ))-(Y{XZ))  , 

welche  nach  dem  Gesagten  identisch  befriedigt  sein  muss.  Die 
Gleichung  (8)  ist  aber  nichts  anderes  als  eben  die  Jacobi'sche 
Identität. 

Die  Jacobi'sche Identität {\)  ist  also  auf  die  Substitutioneniden" 
tität{i)  zurückgeführt.  Die  eben  beendigten  Rechnungen  zeigen 
deutlich,  dass  die  Identität  (2)  uns  die  Jacobi'sche  IdentUät 
liefert,  wenn  wir  die  drei  beliebigen  endlichen  TransformationeD 
S,  T,  U  durch  die  drei  beliebigen  infinitesimalen  Xf,  Yf,  Zf  er- 
setzen. 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  wir  die  Jacobi'sche  Identität 
nicht  in  der  symmetrischen  Form  (1),  sondern  in  der  unsymme- 
trischen (8)  erhalten  haben.    Das  hat  seinen  Grund  darin,  dass 
die  Identität  (2)  nicht  symmetrisch  gebaut  ist.  Zwischen  S,  f,  U 
kann  man  eine  ganze  Menge  Identitäten  von  der  Form  (2j  an- 
geben, welche  nicht  aufeinander  zurückführbar  sind.    Dagegen 
besteht  zwischen   drei  beliebigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Xf,  Yf,  Zf  keine  andere  Identität  als  die  Jacobi^sche  und 
die  daraus  folgenden ;  selbst  wenn  wir  in  den  Formeln  (5j  und 
(7)  die  Glieder  dritter  und  höherer  Ordnung  mitnähmen,  \^11rden 
wir  nur  solche  Identitäten  finden,  die  aus  der  Jacobi' sehen  folgen. 

Man  sieht  hier,  wie  einfach  der  Begriff  der  infinitesimalen 
Transformation  ist  im  Vergleich  zu  dem  der  endlichen. 

Durch  die  vorstehenden  Entwickelungen  ist  der  Sinn  der 
Jacobi'schen  Identität  zwischen  infinitesimalen  Punkttransfor- 
mationen vollkommen  klar,  unsere  früher  ausgesprochene  Ver- 
muthung  bestätigt  sich :  die  Jacobi'sche  Identität  drückt  wirklich 
eine  allgemeine  Eigenschaft  des  Transformationsbegriffes  für  den 
besonderen  Fall  der  infinitesimalen  Transformation  aus;  ftlr 
endliche  Transformationen  findet  diese  Eigenschaft  des  Trans- 
formationsbegriffes ihren  Ausdruck  in  der  nahezu  selbstverständ- 
lichen Substitutionenidentität  (2j . 
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n.  Zur  Theorie  der  Zusammensetzung. 

In  Band  111  seines  Norwegischen  Archives,  auf  Seite  412 
bis  4  4  6  beschäftigt  sich  Lie  mit  r'-gliedrigen  Gruppen  XJ ...  X^f 
von  einer  ganz  eigenthümiichen  Zusammensetzung.  Er  setzt 
nämlich  voraus,  dass  die  bekannten  Relationen 

r 

h 

(i,  ft  s=  4  .  . .  r) 

die  besondere  Form  haben : 

(t  Ä  i  . .  .  r  —  i   ;     fc  Ä  i  .  . .  r  —  i)  . 

Die  r-gliedrige  Gruppe  X^f ...  X^/*  enthält  also  eine  (r  —  4)- 
gliedrige  invariante  Untergruppe :  X^f  .. .  X^_,^f\  diese  letztere 
enthiilt  eine  (r  —  8)  gliedrige  invariante  Untergruppe :  XJ. . .  X^_J' 
und  so  fort. 

LiB  zeigt  nun ,  dass  sich  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
YJ"'  •  •  Y^f  der  r-gliedrigen  Gruppe  X/  . . .  X^/*angeben  lassen, 
welche  paarweise  in  den  Beziehungen  stehen : 

i 

(i  =  i  . . .  r  —  1    ;     Ä:  =c  4  .  . .  r  —  /)   . 

Mit  anderen  Worten :    Jede  Gruppe  X^f  . . .  Xj.f  oder  kurz  G^ 
von  der  Zusammensetzung   (1)    enthält  eine  invariante  G^_^ 
Y^f  .,,  Y^_^f\  eine  in  dieser  G^_^  steckende  invariante  G,._, 
Y^f . . .  Y^_^f]  eine  in  dieser  G^_^  steckende  invariante  G^_^ 
Y^f  . . .  7^_  j/*und  so  fort. 

Hieraus  folgert  Lie  noch,  dass  jede  r-gliedrige  projective 
Gruppe  eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes,  welche  die  Zu- 
sammensetzung [\)  besitzt,  jedenfalls  einen  Punkt  invariant 
lässt,  ferner  eine  durch  den  Punkt  gehende  Gerade,  eine  durch 
die  Gerade  gehende  Ebene  üf,  und  so  weiter.  — 

Der  Zweck  des  Folgenden  ist,  zu  zeigen,  dass  die  r-glied- 
rigen  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  (1)  sich  in  einer  sehr 
einfachen  Weise  charakterisiren  lassen. 
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Wir  gehen  davon  aus,  dass  jede  Gruppe  mit  mehr  als  drei 
Parametern  dreigliedrige  Untergruppen  enthalt  und  dass  es  zwri 
verschiedene  Arten  von  dreigliedrigen  Gruppen  giebt :  erstens 
diejenigen,  welche  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der 
einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  gleichzusammengeseUl 
sind  und  zweitens  alle  übrigen.  Die  Gruppen  der  ersten  Art 
sind  bekanntlich  auch  gleichzusammengesetzt  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene,  sie  sollen 
daher  Gruppen  von  Kegelschnittszusammensetzung  oder  auch 
kurz  Kegelschnütsgruppen  heissen. 

Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dass  sich  die  sämmtlicheu  r-glied- 
rigen  Gruppen  in  zwei  verschiedene  Glassen  eintheilen  lassen : 
in  solche,  welche  wenigstens  eine  Kegelschnittsgruppe  enthalten 
und  in  solche,  welche  keine  Kegelschnittsgruppe  enthalten. 
Die  zweite  dieser  beiden  Glossen  besteht^  wie  wir  zeigen  werden, 
atts  den  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  (1). 

Wir  behaupten  also,  dass  einerseits  keine  Gruppe  von  der 
Zusammensetzung  (\)  eine  Kegelschnittsgruppe  enthält  and  dass 
andererseits  jed£  Gruppe j  die  keine  Kegelschnittsgruppe  enihäü, 
eben  die  Zusammensetzung  (1j  hat.  Diese  beiden  Behauptungen 
werden  wir  der  Reihe  nach  beweisen. 

Es  seiX^f  .. .  X^f  eine  r-gliedrige Gruppe,  welche  die  Zu- 
sammensetzung (1)  hat  und  dabei  eine  Kegelsdmittsgruppe  ^, 
enthält. 

Wenn  wir  die  ganze  Zahl  n  gross  genug  wählen ,  giebt  es  immer 
im  Räume  von  n  Dimensionen  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe 
r^,  welche mitderGruppeX/. ..  X^/* gleichzusammengesetzt  oder 
holoedrisch  isomorph  ist  (vgl.  Lie  in  den  Math.  Ann.  XXYS.  94). 
Diese  Gruppe  F^  lässt  alsdann  jedenfalls  einen  Punkt  invariaol, 
ferner  eine  durch  den  Punkt  gehende  Gerade  und  so  weiter. 

Natürlich  lässt  auch  die  in  F^  enthaltene  Kegelschnittsgrupp^ 
G,  den  betreffenden  Punkt,  die  hindurchgehende  Gerade  etc. 
invariant;  sie  transformirt  dabei  die  Punkte  der  invarianten 
Geraden  durch  eine  isomorphe,  projective  Gruppe.  Nun  aber  ist 
die  Kegelschnittsgruppe  G,  bekanntlich  einfach;  jede  mit  ihr 
isomorphe  Gruppe  ist  daher  entweder  dreigliedrig  oder  duU^ 
gliedrig,  wenn  wir  eine  Gruppe,  die  blos  aus  der  identischen 
Transformation  besteht,  als  nullgliedrig  bezeichnen.  In  unserem 
Falle  kann  die  G,  die  Punkte  der  invarianten  Geraden  nicht 
dreigliedrig  transformiren,  weil  ein  Punkt  der  Geraden  invariant 
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191,  fblglioh  mass  sie  diese  Punkte  nullgli^drig  traDsformireD, 
das  heisst  sie  samiDtlieh  stehen  lassen. 

MaiL  überteugt  dich  ferner  leicht,  dass  die  G,  auch  a!l^ 
Punkte  der  nivarianten  Ebene,  welche  durch  die  Gerade  hin- 
durchgeht, stehen  lasst;  desgleichen  alle  Punkte  der  d\irch 
die  Q»ene  gehenden  invarianten  ebenen  if,  und  so  weiter. 
Sidiliesslich  erkennt  man,  dass  die  G,  Überhaupt  alle  Punkte 
des  n^fseh  ausgedehnten;  Raumes  stehen  laisst.  Das  aber  ist 
offenbar  unmdglich ,  also  ist  unsere  Yoraussetzutig ,  dass  di^ 
Gruppe  X^f .. .  X^  ferne  Kegelschnittsgruppe  enthält,  falsch. 

Damit  ist  die  erste  der  beiden  obenaufgeslelltenBehaup-^ 
tungen  bewiesen.  Bevor  wir  zum  Beweise  der  zweiten  übev-*- 
gehen,  erst  noch  einige  Httlfesätze: 

Ktk\  fssats  4*  EnakäUemeir-^mjgliedrige Gruppe XJ,i.  Xr^mf 
eine  r^gliedrige  Gruppe  von  der  Zusarnmensetaung 

4 

(t  =  1  . . .  r/ —  4  ;     fc  =  i  . . .  r  —  i)  ^ 

so  enthäU  sie  auch  eine  {r  -k  i)gliedrige  Gruppe ,  welcher  die 
Gruppe  X^f  ...  X^f  angehört. 

Dieser  Satz.rtthrt  von  Lib  her;  ich  will  daher  seinen  Beweis 
unterdrücken. 

Holfssati  2.  linthält  eine  G^ ohne  Kegelsehnittsgruppe  eine 
(^t-i-}  ^^  e^ahält  sie  stets  auch  eine  jw&arictnte  f i ,.  1 4 . 

Den  Beweis  dieses  Satzes  will  ich  wenigstens  andeuten. 

Wenn  die  G,.  eine  nicht  invariante  G\._^  enthalt,  so  enthält 
sie  zugleich  00*  verschiedene  [r  —  1;gliedrige  Untergruppen; 
diejenigen  nämlich,  welche  innerhalb  der  G^  mit  der  betreffen- 
den G^«4  gleichberechtigt  sind.  Interpretiren  wir  die  öo*''"' 
infinitesimalen  Transformationen  der  G^  als  Punkte  eines  (r  —  4)- 
fach  ausgedehnten  Baumes  R^-k  j  ^^  werden  jene  co*  (r  —  4)4- 
gliedrigen  Unterjgruppen  durch  eine  Schaar  von  oo*-  (r  —  2)- 
faoh  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeiten  M^^^  dargestellt. 

Denken  wir  uns  jetzt  den  Äy._,  durch  die  adjungirte  Gruppe 
der  G  ^  transformirl  (vgl.  über  dieselbe :  diese  Beribbte  Jahr- 
gang 4886  S.  86).  Dann  werden  die  besprochenen  00*  M^J_^ 
untereinander  vertauscht  und  ihr  Inbegriff  wird  durch  eine  mit 
der  G^  isomorphe  (Jruppe  transformirt.     Diese  Gruppe  ist  ent- 

]bth.-ph7if.  Clause.  1887.  7 
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weder  ein-  oder  zweigliedrig ;  denn  eine  Schaar  von  oo*  Ele- 
menten kann  höchstens  dreigliedrig  trdosformirt  werden  und 
wenn  sie  dreigliedrig  transformirt  wird,  so  geschieht  das  durch 
eine  Kegelschnittsgruppe:  in  unserem  Falle  isi  das  ausge- 
schlossen, weil  die  G^  keine  Kegelschnittsgruppe  enthält. 

Die  G^  ist  nach  dem  Vorhergehenden  entweder  mit  einer 
eingliedrigen  oder  mit  einer  zweigliedrigen  Gruppe  isomorph, 
folglich  enthält  sie  entweder  eine  (r — 1)gliedrige  oder  eine 
(r  —  2)gliedrige  invariante  Untergruppe.  Wir  brauchen  daber 
blos  noch  nachzuweisen^  dass  auch  in  dem  zweiten  dieser  bei- 
den Fälle  eine  (r — 4)gliedrige  invariante  Untergruppe  vcH-ban- 
den  ist. 

Das  hat  keine  Schwierigkeit.  Der  (r — S)gliedrigen  invari- 
anten Untergruppe  entspricht  eine  ebene  J/^.,  des  i^-«)  welche 
bei  der  adjungirten  Gruppe  der  G^  invariant  bleibt.  Durdi 
diese  ebene  JV^^,  gehen  oo*  ebene  if^-i)  welche  von  der  ad- 
jungirten Gruppe  unter  einander  vertauscht  werden  und  zwar 
höchstens  durch  eine  zweigliedrige  Gruppe. 

Unter  allen  Umständen  bleibt  daher  bei  der  adjungirten 
Gruppe  eine  von  den  betreffenden  M^.^^  invariant.  Da  nun  jede 
ebene  M^,^^ ,  welche  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleibf, 
eine  (r  —  4)gliedrige  invariante  Untergruppe  der  6^  darstellt, 
so  ist  hiermit  der  Beweis  des  HUlfssatzes  2  erbracht.  — 

Nunmehr  können  wir  ohne  Schwierigkeit  unsere  Behauptung 
beweisen,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  G^.,  welche  keine  Kegel- 
schnittsgruppe enthält,  die  besondere  Zusammensetzung  [i] 
besitzt. 

Zunächst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  unsere  Behauptung  in 
den  Fällen  r  ss  2  und  r  s  3  richtig  ist. 

Jede  2-gliedrige  Gruppe  enthält  ja  eine  eingliedrige  invari- 
ante Untergruppe,  hat  also  die  Zusammensetzung  (4). 

Jede  3-gliedrige  Gi*uppe  enthält  zweigliedrige  Unter* 
gruppen;  ist  sie  insbesondere  keine  Kegeisohnittsgruppe,  so 
enthält  sie  nach  Httlfssatz  2  eine  invariante  2-gliedrige  Unter- 
gruppe, welche  ihrerseits  eine  eingliedrige  invariante  Unter* 
gruppe  enthält.  Damit  ist  der  Beweis  für  den  Fall  r  ss  3  geliefert. 

Um  nun  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  für  beliebiges 
r  nachzuweisen,  brauchen  wir  blos  zu  zeigen,  dass  die  Be- 
hauptung auch  für  r  ^  q  -^  i  richtig  ist,  sobald  sie  es  für  alle 
Zahlen  r  '^  q  ist. 
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Wir  nehmen  demnach  als  bewiesen  an,  dass  jede  Gruppe 
mit  r  ^  q  Parametern,  welche  keine  Kegelschnittsgruppe  ent- 
halt, die  besondere  Zusammensetzung  (1)  besitzt.  Aus  Hülfs- 
Satz  I  ergiebt  sich  dann  sofort:  jede  Gruppe,  welche  eine  Unter- 
gruppe mit  r'^q  Parametern  aber  ohne  Kegelschnittsgruppe 
enthält,  hat  zugleich  eine  Untergruppe  mit  7*  +  4  Parametern, 
in  welcher  die  7*-gliednge  enthalten  ist.  Wenn  daher  insbe- 
sondere eine  G^^,  ohne  Kegelschnittsgruppe  eine  A-gliedrige 
Untergruppe  enthält,  so  ist  diese  letztere  stets  in  einer  (A  +  1)- 
gliedrigen  Untergruppe  der  Gg^^  enthalten« 

Jede  Gruppe,  auch  jede  G^^,  ohne  Kegelschnittsgruppe 
enthält  zweigliedrige  Untergruppen.  Nach  der  soeben  ge- 
machten Bemerkung  ist  jede  zweigliedrige  Untergruppe  der 
Gq^i  in  einer  dreigliedrigen  enthalten,  jede  dreigliedrige  in 
einer  viergliedrigen  und  so  weiter.  Folglich  enthält  jede  G^^ 
ohne  Kegelschnittsgruppe  eine  9-gliedrige  Untergruppe  und  nach 
Httlfssatz  2  sogar  eine  invariante  9-gliedrige  Untergruppe. 
Diese  9-giiedrige  Untergruppe  hat  aber  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  die  Zusammensetzung  (4),  also  hat  auch  die 
^9-n  diese  besondere  Zusammensetzung.  — 

Hiermit  ist  vollständig  bewiesen,  dass  die  Gruppen  von  der 
Zusammensetzung  (1)  mit  denjenigen  Gruppen  identisch  sind, 
welche  keine  Kegelschnittsgruppen  enthalten. 

Wir  können  dieses  Ergebniss  in  sehr  einfacher  Weise  fol- 
^endermassen  ausdrticken : 

Satz.  Jede  r-gliedrige  Gintppe  ohne  Kegelschnittsgi^ppe  ent- 
halt eine  (r  —  \)gliedrige  invariante  Untergruppe. 
Ausserdem  haben  wir  auch  noch  den 
Satz.  Enthält  eine  projective  Gruppe  des  R^  keine  Kegel-- 
Schnittsgruppe,  so  lässt  sie  jedenfalls  einen  Punkt  des  R^  in*- 
varianty  ferner  eine  durch  den  Punkt  gehende  Gerade,  eine  durch 
die  Gerade  gehende  Ebene  und  so  weiter. 

Als  ich  die  Entwickelungen  der  SS.  95 — 99  vor  einiger  Zeit 
Herrn  Professor  Killing  in  Braunsberg  mittheilte,  schrieb  mir 
derselbe,  dass  er  einen  Theil  meiner  Resultate  auch  seinerseits 
gefunden  habe,  nattlrlich  auf  ganz  anderem  Wege,  doch  sei  es 
ihm  noch  nicht  gelungen,  die  ganze  von  mir  besprochene  Ciasso 
von  Gruppen  zu  umfassen. 

Leipzig,  am  31.  Juli  1887. 
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J.  Thomae,  Bemerkung  über  Thetafunciionenvom  Geschlecht  Z, 

Im  89.  Bande  des  CRBLLB'schen  Journals  hat  Herr  PmoBEBiüs 
die  Functionaldeterminante  aus  drei  ungeraden  Thetafunctionen 
vom  Geschlecht  3  durch  ein  Product  von  fünf  geraden  Theta- 
functionen dargestellt,  wenn  die  Argumente  Null  sind.  Diese 
Formel  lasst  sich  benutzen,  um  ^(0,  0,  0)  durch  die  Classen- 
moduln,  d.  h.  die  Coefficienten  der  Grundgleichung  P(s,  z)  s  0, 
zu  welcher  die  Thetafunctionen  gehören,  darstellen.  Sind  näm- 
lich ^^((v)),  ^i((v)),  ^3((v))  drei  ungerade  Thetafunctionen,  ist 

V  =  u{s,  z)  -  u{s^,  z^)  -  u{s^,  z^l  -  m(5,,  a,)  , 

und  ist  -d-^f^  der  partielle  Differentialquotient  von  ^ii((v)}  nach  v, 
für  verschwindende  Argumente,  ist  die  Determinante  |  ^^ir  |  =  Qt 
wo  Q  das  Product,  jener  fünf  geraden  Thetafunctionen  ist,  so 
kann  man  folgende  Schlussweise  anwenden.  —  Es  ist 


h  Km 


bz,  Hv)) 


=  -v 


Ä       &J{V)) 


eine  algebraische  Function  von  2 ,  3, ,  z, ,  s, ,  die  mittelst  der 
Methoden  des  Herrn  Weber  vollständig  darstellbar  ist,  und  abo 
ist  auoh 


iz, 


*((t')) 


ÖS.. 


iv, 


»um) 


eine  algebraische  Function  U  von  z,  js, ,  5^,  3,.  Wählt  man 
diese  Grössen  so,  dass  ((t^))  ^  ((0))  wird,  was  die  Bestimmung 
von  z^y  js^,  J3,  durch  z  und  die  Klassenmoduln  mittelst  einer  al- 
gebraischen Gleichung  erfordert,  so  geht  dadurch  U  in  einen 
algebrciisehcn  Ausdruck  Füber,  und  es  folgt 
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Da  nun  Q  ein  Product  von  fttnf  geraden  Thetafunctionen  mit 
verschwindenden  Argumenten  ist,  von  dem  jeder  einzelne  Factor 
in  der  Form  W .  &  dargestellt  werden  kann,  wo  W  wiederum 
eine  algebraische  Function  der  Klassenmoduln  ist,  so  fliesst 
hieraus  für  -d-*  eine  Gleichung,  welche  bis  auf  eine  aus  dem 

^  herauszuschalende  Functionaldeterminante 


Factor 


hz^ 


I A  {  von  Periodicitätsmoduln,  die  unten  näher  beschrieben  wird, 
nur  algebraische  Functionen  der  Klassenmoduln  enthalt,  weil 
z  von  selbst  herausfallen  muss.  —  Die  Ausführung  dieser  Rech- 
nung, die  übrigens  für  zweiblättrige  Flächen  von  beliebigem 
Gescblechte  von  mir  im  7S.  Bande  des  CRELLE'schen  Journals 
geliefert  ist,  ist  doch  für  den  vorliegenden  Fäll  wohl  nicht  ohne 
Complication.  Aus  diesem  Grunde  bin  ich  auf  eine  von  mir  im 
66.  Bande  des  CRELLE'schen  Journals  gegebene  Formel  zurück- 
gekommen, welche  zwar  zur  Ermittelung  des  algebraischenTheiles 
in  S-  noch  eine  Quadratur  erfordert,  aber  doch,  besonders  nach- 
dem sie  durch  Herrn  Fuchs,  Grblle's  Journal  Band  73,  von  den 
Wurteln  der  Gleichung 

([U{S,Z)  -  w(ä,,  55,)   -  u{s^,  ijj  -  u(ä,,  z^i))  =  ((0)) 

befreit  worden  ist,  eine  recht  einfache  Gestalt  besitzt.  Ein  Mangel 
jedoch  haftet  ihr  gerade  in  dieser  neuen  Gestalt  an,  nämlich  der, 
dass  sie ,  wenn  die  Formel  sich  auf  das  Geschlecht  p  bezieht, 
p  willkürliche  Grössen  enthält,  die  nothwendig  nur  scheinbar  in 
ihr  enthalten  sein  können.  Wie  sich  diese  Formel  von  jenen  will- 
kürlichen Grössen  befreien  lasse,  will  ich  hier  mittheilen,  wobei 
ich  mich,  um  an  ein  bestimmtes  Beispiel  anzuknüpfen,  auf  den 
Fall  p  ^  3  beschränke. 

Da  vorausgesetzt  wird,  dass  dieVerzweigungswertbe  von  ein- 
ander unabhängig  seien,  so  muss  man  die  übliche  Grundgleichung 
P(s,  js)  =  0  ein  wenig  beschränken ,  indem  man  annimmt,  was 
durch  lineare  Transformation  stets  erreicht  werden  kann  y  und 
was  daher  der  Allgemeinheit  keinen  Eintrag  thut,  dass  einer  der 
unendlich  fernen  Punkte  der  Curve  auf  einer  der  Coordinatenaxen 
liege.  Die  Gleichung  wird  dann  in  Bezug  auf  diese  Coordinate 
vom  dritten  Grade  und  kann  in  der  Form  angenommen  werden 

P(Sy  JS)  =s  a,  S'   -I-  O,  Ä*  -f-  0, 5  +  O^   «as   0  , 
"l  =»  fl,  »'+  bs  2*+  «'s  ^  +  t>3  »   f'^  =  «4  -*  •♦-  ^i  ^*  -»-  C^  3«-|-  b,  Z  -f-  C, 
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in  welcher  sie  13  Consiaaten  enthält,  von  denen  drei  nicht  zur 
Bestimmung  der  Verzweigungswertbe  dienen  ki^nnen,  weil  für 
s  eine  ganze  lineare  Function  von  $  und  z  gesetzt  werden  darf« 
ohne  dass  jene  ihre  Lage  ändern.  Die  übrigen  aber  können  so 
gewählt  yverden,  dassdie  den  Yerzweigungspunkten  entsprechen- 
den  Werthe  von  js,  die  Verzweigungswertbe  A^j  A,,  .  . .  A^, 
jedwede  Werthe  annehmen.  Eine  solche  Gonstantenabz^hlun^s 
allein  bietet  freilich  kein  völlig  zuverlässiges  Mittel,  um  die 
Existenz  einer  Function  in  der  dreiblättrigen  Fläche  T  mit  zehn 
beliebigen  Yerzweigungspunkten  nachzuweisen,  die  in  den  drei 
unendlich  fernen  Punkten  und  noch  in  einem  Punkte  der  Fläche 
unendlich  gross  wird.  Man  tiberzeugt  sich  aber  von  der  Existenz 
auf  folgende  Weise.  Nach  Ribmann  giebt  es  zunächst  eine  Function 
a  in  Tj  welche  in  nur  drei  Punkten  unendlich  gross  wird  und 
welche  mit  z  durch  eine  Gleichung  vom  dritten  Grade  in  a  und 
dritten  Grade  in  z, 

G((7,  s)  =  0  , 

verbunden  ist.  Diese  kann  zuerst  als  Fundamentalgleichung  an- 
gesehen werden.  Für  a  ist  dann  ausser  den  zehn  Yerzweigungs- 
punkten k  noch  ein  sich  aufhebender  Yerzweigungspunkt  a  =  /. 
z  =  6  vorhanden.    Eine  »Function  ^a  hat  die  Form 

A(a  —  y)  4-  B[z  —  J)  +  C[az  —  yS)  , 

und  wird  ausser  im  Punkte  yd  noch  in  vier  Punkten  von  TSuV. 
von  denen  zwei  willkürlich  sind.    Die  Function 

*  =  (A{a  --  y)  ^  B{z  ^  d)  -^  C(az  -^  yä)):  (a  —  y) 

wird  in  den  drei  unendlich  fernen  Punkten  von  T  und  in  dem 
Punkte  unendlich  gross  erster  Ordnung,  in  welchem  a  —  y  neben 
dem  sich  aufhebenden  Yerzweigungspunkte  noch  verschwindet. 
Sie  ist  die  gesuchte  Function  s,  welche  einer  Gleichung  von  der 
oben  gegebenen  Form  F  [5,  ä)  =  0  genügt,  und  sie  besitzt,  wie 
es  sein  muss,  drei  willkürliche  Gonstanten. 

Der  zu  einem  Yerzweigungspunkte  8  =  4  gehörige  Werth 
von  s  sei  Sj^y  während  der  zu  z  =  k,  aber  nicht  zum  Ver- 
zweigungspunkte gehörende  Werth  von  s  Sf/  sein  soll.  Wird 
das  Argument  (5,  z)  einer  Function  nur  durch  k  gegeben,  so  soll 
allemal  [sj^,  k)  gemeint  sein.  Die  zu  z  gehörenden  drei  Werthe 
von  s  seien  s ,  s',  s".  Im  Ganzen  bediene  ich  nlich  der  Bezeicb- 
nuagsweise  Riemann's,  denke  also  namentlich  die  zu  (^,  z)  ge- 
hörige Fläche  rdurch  ein  canonisches  Schnittnetz  a^,. 6,;  a,;Ä|> 


r 
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a, ,  6,  in  eine  einfach  zusammenhängende  T^  zerschnitten  und 
ttj«,  z)  ==  ti^,  w, ,  Wj  als  Normalintegrale  erster  Gattung  in  T\ 
Eine  »  Function  (p «  ist  hier  linear  in  s  und  z^  und  drei  specielle 
unter  ihnen,  die  hier  besonders  gebraucht  werden,  sind 

Andere  speeielle  unter  ihnen  sind  die  sogenannten  Abel' sehen 
Functionen,  genauer  Quadrate  von  ABSL'schen  Functionen  aö($,;s), 
o6^(*,  a),  ...,  deren  Nullpunkte  «(O;  «W;  «^(0,  c^<*);  ...doppelte 
sindy  und  denen  in  bekannter  Weise  eine  bestimmte  Charakte- 
ristik zugeordnet  ist.  Durch  F^,  F,,  F^^  werden  bez.  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  bf:  Ö5,  hF\  ba,  Ö*F:  Ö5*  abge- 
kürzt und  statt  der  drei  Argumente  [v^ ,  v^^'v^  wird  {(v)),  für 

''(O  ."^  ^W  +  ^(3)  wird  2F(^),  für  F(,)  F(,)  f(,)  wird  UF^^  ge- 
schrieben, und  wehtl  hinter  den  Thetafunctionen  das  Argument 
fehlt y  so  ist  ((0))  zu  erganzen. 

Ist  ib  die  ungerade  Charakteristik,  welche  der  Fun<^tion 
ab(s,  z)  zukommt,  30  ist  ,  ; 

»{(u(s,  z)  ^  um  _ 

eine  in  T  zweiwerthige  Functionvon  (s,  z)  mit  deraelben  Charakte- 
ristik, und  Z^  ist  in  Jeinwerthig,  wird  in  den  Punkten  ^,  €^0^  e(0 
anendlich  gross  zweiter  Ordnung  und  in  drei  Punkten  i^i  ^  17, ,  ^^ 
unendlich  klein  zweiter  Ordnung,  und  bleibt  sonst  überall  end- 
lich.   Die  Punkte  17^,  iy, ,  1^3  aber  befriedigen  die  Congruenz 

((2u(i,^l))  =  ((u  (A-))) . 

Diese  Function  Idsst  sich  in  der  Form  darstellen  *) 


h)  \aVp  beliebig,  und  die  GruDdgleichung  F(3,  ? )  »  6  so  beschaffen, 
wie  es  bei  Rismann  im  Ailgemeinen  stattfindet^  dass  9  und  z  nicht  gleich- 
zeitig unendlich  werden,  und  ist  Z^  eine  Function,  die  in  den  (wesentlichen) 
Nullpunkten  der  Function  ab(^,  z)  doppelt,  im  Punkte  «r,  C  ebenfalls  doppelt 
unendlich  gross  und  in  p  Punkten  doppelt  unendlich  klein  wird,  so  kann 
Z;  in  die  Form 

V'Cl*,  «)  :  (^0  +  ^*  +  ^2«  +  l^S2)^h(s,  %) 
gebracht  werden,  in  der  die  l  so  einzurichten  sind,  dass  der  Nenner  im 
Punkte  ü,  C  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  wird.  Er  enthalt  dann  noch 
einen  willkürlichen  Nullpunkt  t  =  y,  x  ss  d.  Der  Zähler  tff  vom  Grade 
»  —  4  in  s  vom  Grade  m  —  4  in  2  ist  so  einzurichten,  dass  er  in  den  sich 
aufhebenden  Verzweigungspunkten,  Im  Punkte  y,  d  und  den  n  -1-  m  —  8 
übrigen  von  <r,  (verschiedenen  Nullpunkten  der  Function  l^+liS-hl^s-bl^sz 
verschwindet.    Er  ist  dann  eine  Function  von  p  4-  4  Constanten,  die  sich 


^ 
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Zv  = 


V'fc  (i»_^)        _  gr- V  +  (g-t)yj^(^g) 


'*       (jB  -  k)  ab  (*,  ji)  (z  —  *)  ab  (s,  j?) 

worin 

ist,  und  die  Gonstanten  q>i^^,  qe;^,,  9?)^,  so  einzurichten  sind,  dass 
Zjt  in  drei  Punkten  doppelt  verschwindet.  Diese  Function  ist  bei 
gegebener  Charakteristik  bekanntlich  eine  bis  auf  einen  ood- 
stauten  Factor  völlig  bestimmte.   Bildet  man  das  Integral 

xpj,{s,  z)  dz 


so  ist  es  ein  Integral  zweiter  Gattung,  welches  nur  im  Punkte  k 
unendlich  gross  erster  Ordnung  wird.  Man  sieht  zwar  nicht  ohne 
Weiteres  ein,  dass  in  der  Entwickelung  des  Inlegranden  nach 
Polenzein  von  }/  (ji  —  A) 

v>fc(«> «)     ^     «      .  Ji_  .     r    ■  ^.». 

K*  verschwindet,  allein  dies  ist  doch  der  Fall,  weil  das  Integral 
einer  in  T  einwerthigen  Function  nicht  in  nur  einem  Punkte 
logarithmisch  unendlich  gross  werden  kann.  Der  Goefficient  A' 
hat  den  Werth 

K^xl>^{k):X{k)^[s^s^)\\mV[z-kYF,(s,z)^^^^ 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  ]/Zj^  =3  0,  die  Punkte  1;  S9llen  hier, 
da  eine  Verwechselung  nicht  zu  befürchten  ist,  einfach  mit^^  js,; 
^«»  ^«>  ^8>  ^3  bezeichnet  werden.  Kämen  verschiedene  k  in 
Betracht,  so  mttsste  man  noch  eine  diesbezügliche  Harke  an-^ 
hängen,  dies  ist  aber  augenblicklich  nicht  der  Fall.  Dagegen 
sollen  (7f ,  C| ;  <T, ,  C, ;  ...  beliebige  Wertbepaare  9,  z  sein.  Die 
von  mir  zur  Bestimmung  von  ^  gegebene  Formel  schreibt  sich 
dann 

(4.)  2Ho?^=_3^,og!H,ifj:LiJj, 


öA-  hk     "^  \        hz 


V 


so  einricbftei)  lasseo,  dass  die  noch  übrigen  Nullpunkte  doppelte  sind.  Wird 
uoch  die  Charakteristik  gegebeoi  $0  ist  i/^c  und  also  Zc  bis  auf  eioea  oqd- 
stauten  Factor  durch  die  vorausgegangouen  J>aten  Töilii;  bestimmt,  uad 
muss  deshalb  die  Constanie>',  (f  uur  scheinbar  eotbalteD.  Ffillt  <r,  C*»^ 
einen  Verzweigungspunkt  k,  so  geht  l^  -¥  /,a  -K  /|S  -l-  1^8%  in  (jr-ik) 
(2o  4-  i,5)  über,  und  der  Factor  l^-^^liS  muss  auch  im  Zahler  stetMn,so 
dass  er  sich,  und  damit  die  scheinbare  Gonstante,  forthebt. 
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worin  die  »^ ,  x^^  s^  vor  der  Differentfatiön  von  Ar  unabhSlfigig 
sind,  und  erst  nach  Ausführung. derselben  die  Wurselwertbe 
der  Gleichung  yZj^  ss  0  annehmen  ,  was  durch  den  Strich  am. 
Differentialzeichen  ausgedrückt  werden  mag.  Für  Zj^  würde 
eine  andere  ganas  ähnliche  Function  einzutreten  haben,  wenn  für 
'S-  eine  andere  Thetafunction  mit  gerader  Charakteristik  gesetzt 
würde.  —  Nun  werde 

9>g  (*,  *)  «  ^i(^().  Cp)  ^5  ff,  (*,  »)  r^lV  M  ••  I  /^f^'  ^ 
gesetzt,   wo  /]u(<^fl>  Ca)  den  Goefficienten  ron  f^{a^j  fj  In  der 
Determinante 

bedeutet.   Dann  hat 

die  Eigenschaft,  für  (5,  z)  s  [og,  ^g)  den  Werth  Eins,  für 
(5,  z)  =  (aw,  ^ö»)  den  Werth  Null  anzunehmen.  Die  Periodicl- 
tätsmoduln  der  Function  Wg(s,  z)  an  der  Schnitten  a^,  a,,  a, 
seien  bez.  A^^,  Ao\>  ^gij  öie  der  Function 


aber  seien  bez.  Ag^ ,  Ag^,  Ag^j  sodass  die  Beziehungen  statt- 
naben 

\A'\^\A\nF,{a^,Cf,):\f{a,;\, 


öu^(«y,  sj 


=  (t^)' 


-  I  II» 


=     (ITT)» 


?^W^fa,  gy) 


:M'| 


\f{a,Cf\.\A\nP,{a^:^)  , 


log 


ÖW^(5,„  Ä,,) 


durch  welche  die  Formel  (4 .)  in  die  Gleichung  übergeht 

{«•)  ;^lo!g(*:v'MI)  = 

blogJ2F.(ff^,  g^  _  ö  log  I  ga,  q  I  _  y_ 

Aus  dieser  Formel  kann  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  "^Zj^s  0, 
die  Grössen  s^^z^; ...  gänzlich  entfernen,  illdem  man  die  Gleichung 
ansetzt 


ba. 


d^lr 
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Diese  nach  z  differenzieri  liefert  durch  Enlwickelung  nach  Po- 
tenzen von  y(z  —  A->,  z  ^  C^f  %  -^  ^  und  «  --  c,  für  Cg  und 
tfj  /,'  die  Werthe 


Wird  nun  fttr  s,  z  ein  Wurzel  werthepaar  der  Gleichung  j/Zj^  =  0, 
oder  rpj^  =:  0  gesetzt,  so  ergiebt  sich 

H'        \z^         ■"  ^^f*9  ^>(*''»  ^f)  ' 

und  wenn  man  dies  in  die  Formel  (2.)  einsetzt,  so  gewinnt  jene 
die  Gestalt 

vT  log  -  rrr^-rrr  +  i ^^^ — -~ 


Diese  muss  von  (^4 ,  ^t ;  C7^ ,  T^ ;  er, ,  Cj  unabhängig  sein.  Dadurch 

dass  wir  füri//jt(*)  ^)  d^®  ö^ß"^  gegebeneForm  Sj^  —  V"*" (' ""'^Iv* 
(^,  z)  setzen,  fallen  aus  einem  grösseren  Ausdrucke  darin  diese 
drei  Werthpaare  ganz  allgemein  von  selbst  fort  Es  ist  nämlich 


(r)       I  '  V"'  "    1  (^)  (r) 


wodurch  die  Formel  (3.)  die  neue  Gestalt  gewinnt 


r 
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2i)log(^:V|>l|)  _       <p^(k) 

Ai-       "      1  /T/r    n  I     ■*■  ö-Ä'    r     _  i -Ä   (o,.  _ 


Hierin  mttssen  rechts  die  Werthepaare  o^^t^:  a,,  c, ;  a,,  c,  immer 
wieder  nur  scheinbar  enthalten  sein.  Wallte  man  dies  direci 
nachv^eisen,  so  würde  man  Relationen  zwischen  den  Coefficienten 
der  Grundgleichung  und  ihren  Differentialquotienten  nach  A- 
heranziehen  mttssen,  wozu  die  DiserimiDante  derselben  helfen 
könnte.  Man  kann  aber  auch  umgekehrt  aus  der  a  priori  ge- 
wissen Unabhängigkeit  solche  Relationen  herleiten,  und  es  wird 
wenigstens  eine  derselben  hier  folgen.  Wir  können  nämlich 
wegen  dieser  Unabhängigkeit  <t,,  t^ ;  a^,  t, ;  a^,  C^  auf  drei  ttber- 
einander  liegende  Punkte  von  Tanfa,^;  a,  ^;o^',  ^rttcken  lassen. 
Fuhrt  man  dies  jedoch  auf  einmal  aus,  so  wird  |/*(a,  Ql^sO,  und 
wir  enthalten  eine  unbestimmte  Form,  weshalb  wir  zuerst  nur 

setzen,  wodurch 

I  fi",  a  I  =  «^.(?.  -  Q  +  a.(r,  -  ?.)  +  a,(r,  -  r,i 

in 

übergeht.   Aber  aus 

wird 

K  -  Sk)     k-i       a'-jl    q,(A--a  +  o''(g,-A-)+^,(g-4-,) 
c.  -  A-    •  C.  -  ?        t-A  ■  (o"-  a]  (C.  -  r) 

^-*  ■  («"-ff')  (C.-^) 

_g«--V  A?-c  ,  ff;g-^-)(ff"-ff><ifc(r,-r)(q"-ff')-V)K-ff') 

C,  -  A  •  r,  - 1  "^  (S-A-)  (C,  -?)  (ff"-ff') 

C.- A-   ■  C.  -  A-  ■*•  ■      (r-A)  (C.  -0        "^  C  -  A- 

?«-t   '^,-A-"^  ?,-^  "^  ?-A 

_  (ff,— St')(A  —  Ch- ?t  —  ^)       «t;::^t'  _  ff, -V       ^fc  —  sj" 

(?,-a  (?.-*)  ^-A   -   ?,-A    ^    £~A-     ' 
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Ferner  wird 
i       nF,(a^, Cp  _  h\ogF,{a'X)F,{a-,mo''-a)      ;HogF.(«r,,C.) 

bk  °^  \f{o,t)  \   ~  bk  "^         bk 

-  4  b\of^F,{a^  ,g  . 

2(S-A)  "^  bk 

Lfisst  man  nun,  wo  dies  ohne  Weiteres  mtfglich  ist  c„   C^ 
auf  0,  Z  fallen,  so  erhalt  (4.)  die  Gestalt 

8bloK(»:T/M|)  yfcW 

aiogF,(g.  t)  _^  4(g  —  Sfc')  ^ 

ÖA-  (Sfc  -  Sfc')  (t  -  A-) 

4  ftloKF,(g,  q  i(ff-*fc) 

«(^-A-)"**  »Ä  -^  (5j -.  ,^')  (C  _  Ar)  • 

I 

Noch  enthält  die  rechte  Seite  eine  willkttriiche  Grösse,  von  der 
sie  unabhängig  Sein  muss.  Bilden  wir  die  Gleichung  (5.)  drei- 
mal, indem  wir  der  Reihe  nach  für  a,  ^  setzen  a,  C,  a/  ^,  <f,  L, 
addiren  und  dividiren  mit  3,  so  gewinnen  wir  die  Gleichung 

iblog{»:y\A\)  _        n(k) 

4  «>loKa,(qF.(ff,r)F.(g,  r)F.(ff",  t)  _ 
'i  bk 

4  1   ff-i-ff'  -I-  ff"—  3Sfc 


^2{t-A)^6     (Sfc  -  sj')  (C  -  Ä-) 

i^     .        4  MogoJ^  4  4  a-t-<f-*.&'-ist-Si  < 

■1  ^^      '      3       ÖA-      "'"2(C-A-)'^6      {sj_«'^)  (J_A-)  6iC-ö 

4   dlogg,  (g)        4   g,  (A)  a,  (C)  -  o,  (g)o.  (Aj 
3        iA        "*"  ^  a,(k]a,{Cj{s^-St){^-k]  ■ 

Setzen  wir  hierin  Unendlich  fUr  ^,  so  erhalten  wir  die  erstreite, 
von  den  willkürlichen  Grössen  ^^,  t,,  C,  freie  Formel 

ib\o^{&:y\A\)  yt(A)     _  g, 

^'  ö*  2(«4  -  «fc')  -  6  (St  -  V)  ' 

deren  rechte  Seite  dadurch  gleich  Null  gemacht  werden  kann, 
dass  Of  gleich  Null  angenommen  wird,  was  durch  Einführung 
einer  neuen  Variablen 

fttr  s  immer  erreicht  werden  kann. 


r 
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Eine  gewisse  Willkttr  liegt  allerdings  noch  in  der  Wahl 
der  FuDotionen  Z*^,  /*,,  /*,.  Führt  man  statt  der  hier  gebrauchten 
andere  ein,  so  hat  dies  nur  auf  den  Theil  unserer  Formel  Ein- 
fluss,  der  ein  vollständiger  Differentialquotient  ist,  welche  Eigen* 
Schaft  er  behält,  so  dass  eine  solche  Transformation  als  unwesent- 
lich anzusehen  ist. 

Um  aber  in  der  erwähnten  Relation  zwischen  Coefficienten 
der  Grundgleichung  und  dem  Differentialquotienten  eines  der 
Coefficienten  nach  k  zu  gelangen,  bilden  wir  die  Differenz  der 
Gleichung  (5\]  und  (6.),  wodui^ch  wir  die  Identität  erhalten 

4  Mog  g,  (0        g,  jk)  a,  (^  ^  a,  (k)  o,  (g)  g,    '" 

3         U        ^  6g,  (r)g,  {k){sj,  ^  V)  (?  -  ft)  "^  6  (5^-  V)  ' 

und  wenn  wir  dies  mit  3  a^  {Q  multipliciren,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung 

d  3,         a,  !Ä)  -  '2  0,  Ä  +  6,)  a^  [k)  +  0,  ",  (t)  a^  {k) 


bk     -  •  .  2  («ik  -  V)  o,  (A) 

^  •'  "-    H-    "^  2 «,  (A)  (*fc - «fc)  ' 

welche  die  gesuchte  Relation  ist.  Man  gelangt  zu  derselben 
auch  ctadurch, '  dass  maü  in  (5.)  ^  =s  z^o  inacht,  und  das  gleich 
Null  setzt,  was  beiderseits  mit  4  :  ^  —  JSge   mulliplicirt  ist. 

Will  man  Si^  ,  Sj^'  entfernen,  durch  k  und  die  Coefficienten 
der  Grundgleichung  ausdrucken,  so  eliminirt  man  s*  aus  den 
beiden  Gleichungen 

a,5*  -H  2  g,  s  -H  3g^  =  0  ,   3  g^s'  -H  2  «j«  +  gj  =  0  , 

und  erhält  fttr  alle  Doppelwürzeli;i  der  Grundgleichung : 

5  (6  a^  «3  ■—  2  g^  g,)  -♦-  9  g,  g^  —  g,  gj  =  0  , 

und  mithin 

__  a^  {/A  g,  t^)  -9  g.  jk)  a,  ^k) 

*'*  "*  6  g,  [h)  g,  [h)  -2  g,  [k]  a^  ih)  ' 

_     ,       g,(/o  g,'ft)g3W  -  9  g,  f/c)g,(/>:i 

**       ^*  ?^  g,  (Ä-)  r    "^  eg,fÄ-)g3(/^t^2g,(A)g,(A)  * 

Man  könnte  die  (iieichung  (6.)  aus  (5.)  auch  dadurch  herleiten, 
dass  man  die  rechte  Seite  von  (p.)  nach  Potenzen  von  y{^  —  k) 
entwickelte.  Dies  Verfahren  istjedoctic^mplicirler  als  das  ange- 
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wandte.  Da  es  aber  zur  Conirole  der  RechDang  dienen  kann, 
so  wollen  wir  wenigstens  die  Entwickelung  so  weit  vornehmen, 
dass  man  erkennt,  die  rechte  Seite  von  (5.)  bleibe  Oir  t  =  k 
endlich,  d.  h.  wir  wollen  in  der  Entwickelung  die  den  Grössen 
<  :  [C  —  Ä*)  ,  <  :  y (C  —  Ä)  proportionalen  Glieder  suchen. 
Es  ist 

oder  da 

ist,  gleich 

ÖA-  (5^  -  5^')  ^ r  -  A)  ' 

Es  kommt  also  der  Term  I  :  (t  —  A)  in  der  Entwickelung  nicht 
vor.  Der  letzte  Ausdruck  kann  aber  wiederum  geschrieben 
werden 


Nun  bringen  wir  den  Punkt  er,  C  so  in  die  Nähe  des  Verzweigun^s- 
punktesA,  dass  auch  a\  t  sich  eben  demselben  nähert.  Lassen 
wir  ihn  schliesslich  in  A:  hineinfallen,  so  geben  die  beiden  an- 
deren Glieder  des  obigen  Ausdruckes  den  endlichen  Werth 

dAa.(0"^Fj5*',^),V-6>)' 

die  beiden  letzten  aber  werden  jedes  für  sich  proportional 
4 : }/  l^  —  A:)  unendlich  gross.    F^  [t/,  t)  ist  aber  bis  auf  Glieder 

höherer  Ordnung  gleich  —  V{^—k]  -  V  — 2F^^  A)  -  F^  Ä)  und 
also  ist  das  erste  Glied  der  Entwickelung  von 

-  F. (if, ^  :  F.  {a,  V, {a"  -  a) 
gleich 
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und  a — sj^  ist  bis  auf  Glieder  höherer  Ordnung  gleich 

und  also  ist  das  erste  Glied  die  Entwickelung  von 

4  (cj  -  Sf,)  :  (sjfc  -  V)  (?  -  f^) 


V 


ist  ersichtlich,  dass  in  der  Entwickelung  der  rechten 
Seite  von  (5.)  nach  Potenzen  von  Ylt^k)  das  Glied  I  :]/,(^— i) 
ebenfalls  fehlt,  und  der  Ausdruck  für  ^s  Ar  endlich  bleibt,  was 
wir  erweisen  wollten. 


David  Hilkart»   Ueber-die  Bi^cl\el  von  binären  forimm  mü 
dßn.nämlichen  Functionaldeterminante,      . 

Eine  einfach  unendliche  lineare  Mannigfaltigkeit  von  binären 
Formen  ycq)-^  fiip  der  r ten  Ordnung  hängt  von  2 v  —  2  wesent- 
lichen Constanten  ab  und  diese  Zahl  ist  zugleich  die  Ordndng 
ihrer  Jacobi' sehen  Co  Variante  /*  =  [9p,  i/;)|.    Gehen  wir  daher  von 
der  letzteren  Form  als  gegeben  aus,  so  entsteht  die  Frage  nach 
der  Zahl  und  Art  der  Formenbüschel  mit  gleicher  Punctümaldeter' 
minante  f,  oder,  v^as  auf  dasselbe  hinausläuft,  es  handelt  sich  um 
die  Ermittelung  der  Involutionen  vier  Ordnung,  deinen  2v  —  2 
Doppelelemente  gegeben  sind.   Das  gekennzeichnete  Problem  bat 
in  neuerer  Zeit  vielfaches  Interesse  erweckt,  aber  nur  in  den 
einfachsten  Fällen  v  ^  3  und  1/  =  4  durch  C.  Stbpbanos^]  und 
A.  Brill^]  erfolgreiche  Behandlung  gefunden. 

Grundlegend  fttr  unser  Problem  ist  vor  Allem  der  voo 
A.  Brill')  streng  erbrachte  Beweis  für  die  allgemeine  Natur 
der  Form  f.  Diese  Thatsache  lässt  nämlich  unmittelbar  erken- 
nen; dass  zu  jeder  Form  /*nothwendigeine  endliche  Anzahl  iV 
von  Büscheln  xq)  -^  fiip  zugehören  muss.  Ein  weiterer  Fort- 
schritt ist  die  Berech n  ung  dieser  Anzahl  durch  F.  Mbtei^), 
IL  Schubert*)    und  C.  Stephanos^).  welche  dieselbe  in  üeber- 


4)  Sur  les  faisceaux  de  formes  binaires  ayant  une  mdme  JaeobieDoe. 
Mömoires  pr^sentös  ä  racadömiedessciences  de  TiDStitut  de  France.  Bd.S7. 

2)  lieber  binttre  Formen  und  die  Gleichung  6ten  Grades,  Mathemati- 
sche Annalen.  Bd.  20. 
3]  1.  0.  S.  834. 
4}  Apolarität  und  rationale  Curven.  Tübingen  4  88S,  S.  894. 

5)  Mittheilungen  der  mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg.  1884. 

6)  Sur  la  th^orie  des  formes  binaires  et  sur  Teiimination,  Annales  de 
recole  normale.  Ser.  III  Bil.  4.  S.  351. 
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eiosiimmung  miteinaDder  gleich  _  i  \  /  t  finden.  Im  Folgen- 
den wird  nun  das  so  beffriindete  und  anzahltheoretisch  in  Angriff 
genommene  Problem  algebraisch  verfolgt  und  in  einer  für  jede 
Ordnung  v  gültigen  Weise  zur  Lösung  gebracht. 

Bereits  C.  Stephanos^)  hat  die  beiden  folgenden  Sätze 
aufgestellt : 

Damit  zwei  Formen  cp  und  tp  von  der  Ordnung  v  he*- 
ziehungsweise  zu  zwei  Bttscheln  mit  der  nämlichen  FunctioUal- 
delerminante  gehören,  ist  es  nothwepdig  und  hinreichend,  dass 
eine  gewisse  Simultaninvarianle  Jp  vom  Grade  v  —  2  in  den 
Coefficienten  jeder  der  beiden  Formen  verschwinde.  Gleich- 
zeitig tritt  der  Umstand  ein,  dass  das  BUschel  x<p  -h  ^ip  selber 
in  der  Reihe  der  Büschel  mit  der  nämlichen  Fi^nctionaldeter- 
minante  (g>,  xf)]^  doppelt  zählt. 

Enthält  ein  Bttschel  die  Form  (p  der  i/ ten  Ordnung,  während 
(;leichzeitig  in  derFunctionaldeterminante  desselben  eine  andere 
Fomi  X  ▼on  der  rten  Ordnung  als  Factor  auftritt,  so  verschwin- 
det eine  gewisse  Simultaninvarianle  Ky  vom  Grade  ^  —  1  in 
den  Coefficienten  jeder  der  beiden  Formen  (p  und  x-  Umge- 
kehrt ist  die  letztere  Bedingung  auch  hinreichend  für  das  Vor- 
bandensein eines  solchen  Büschels. 

Ferner  ergeben  sich  auf  Grund  eines  demnächst  in  den 
Malhematisehen  Annalen  zur  Veröffentlichung  gelangenden 
Theorems  die  weiteren  Thatsachen : 

Das  Verschwinden  der  Simultaninvariante  Jy  für  zwei  For- 
men €p  und  xj)  der  rten  Ordnung  ist  zugleich  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  denselben  eine  Form  ^ 
der  %v  —  Sten  Ordnung  mit  den  in  Varianten.  Beziehungen  : 

zugehört.    Die  Invariante  Jy  ist  folglich  eine  Combinante  der 
beiden  Formen  q>  und  <//. 

Das  Verschwinden  der  Simultaninvariante  K^  für  zwei 
Formen  q>  und  %  der  i/tenOrdnung  ist  zugleich  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  denselben  eine  Form  ^ 
von  der  %v  —  2ten  Ordnung  mit  den  invarianten  Beziehungen: 

4)  Sur  les  faisceaux  etc.  S.  38  und  50. 

Xath.-ph7B.  CImb6  1SS7.  g 
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Nehmen  wir  für  den  Augenblick  an,  dass  die  beiden  Formen 
fp  und  if)  mit  verschwindender  Combinante  J^,  einen  gemein- 
samen Linearfactor  r  enthielten,  so  l^ssi  sich  zeigen,  dass  dann 
nothwendigerweise  entweder  die  Combinante  7^.^  der  beiden 

Formen  —  und  -  verschwindet  oder  die  Jacobi'sche  Covariante 

der  beiden  letzteren  Formen  den  Linearfactor  x  enthält.  Dieses 
Ergebniss  lasst  erkennen,  dass  die  Combinante  J^  der  beiden 
Formen : 

(p  =  cfoa:/  +  1^1  a,x/-*aj,  4-  •  •  •  -h  a^a?/ , 

ip  =  ß,x,^  +  (j)  /?,x/-x.+  . . .  +  ß,x^^ 

die  Eigenschaft  besitzt,  nach  Einsetzung  der  Werthe : 

a„  =  0  ,    a,  =  tto'  ,    a,  =  2a,'  ,    .  •  •  a^  =  vä^^^  . 

/^o  =  Ö  >    ßi  —  ßf!^    ßt  =  ^ßi   >      •  •  /^v  —  «'/^r-i 
überzugehen  in  die  Combinante  J^^^  der  beiden  Formen  i'— 4  ler 
Ordnung : 

,p'  =  a/iE."-«  +  (*'  7  *)  «>/-«x.  +  . . .  - 

^'  =  /:f;x/-'  +  (*'  7  ^)  /^/a-/-'x,  +  . . .  +  /,_.  x/-  , 

multiplicirt  mit  der  Quelle  a^'  /5?/  —  a/  /ö?^'  ihrer  Jacobi'scben 
Covariante.  Bezeichnet  daher  [7|,_,]  denjenigen  Ausdruck, 
welcher  aus  Jy_^  (qp,'  ip')  durch  Einführung  der  ungeslrichenen 
Coefficienten  entsteht,  so  erhalten  wir  die  charakteristisdie 
Recursümsformel : 

worin  ^  und  B  so  zu  bestimmen  sind,  dass  der  ganze  Ausdruck 
rechter  Hand  eine  SimuUaninvariante  der  beiden  Formen  ^  und  ^ 
wird,  d.  h.  der  bekannten  Differentialgleichung  einer  solchen 
genügt.  Die  Grössen  ^,  B  sind  nur  auf  eine  einzige  Weise  an- 
gebbar. Denn  erfüllten  etwa  ^,  B^  ebenfalls  jene  Bedinguogen. 
so  besessen  wir  in  dem  Ausdrucke : 

a.  (A  -  A')  -+-/*.  (B  -  B) 

eine  Simultaninvariante  vom  Grade  i/— 2  in  den  Coefficieülen 
jeder  der  beiden  Formen  ip  und  (/;,  welche  gleichzeitig  mit  der 
Resultante  dieser  beiden  Formen  verschwinden  müsste;  eine 


aV-4  ^1*'"' 
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solche  InvariaDte  ist  aber  augenscheinlich  unmöglich.  Die  ange^ 
gebene  Methode  gestattet  eine  successive  Berechnung  der  Combi" 
nanten  J^ ;  so  finden  wir  beispielsweise  : 

A*)  =  8(ß,  p),  +  [(r/),  ip),]^  -  (f/),  fp),  [xp,  tp)^  , 
wo  Q  die  dritte  Ueberschiebung  (9),  \p)^  bezeichnet. 

Analoge  Ueberlegungen  führen  zur  Darstellung  der  Simul- 
taninvarianten  K^,  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  die  beiden 
Formen  q)  und : 


\1  /  ^*^*      ^* 


%  =  yo^i"  +4     /i^i*"*^«  4-  •  •  •  H-  y„x/ 


mit  verschwindender  Invariante  /f,,  einen  gemeinsamen  Lineai*^ 
facior  T  enthielten,  so  Ij^sst  sich  zeigen,  dass  dann  nothwen- 
digerweise  entweder  die  Simultaninvariante  K^^^  der  beiden 

Formen  —  und  ~  verschwindet  oder  t  in  einer  der  beiden  For- 

men  q>  oder  ^  als  Doppelfactor  enthalten  ist.  Bei  entsprechen- 
der Substitution  und  Bezeichnungsweise  wie  vorhin  wird  folg- 
lich Ky  in  das  Product  der  Ausdrücke  Ky^^  [(p\  %')  und  a^'  y^ 
übergehen.  Auch  zeigt  sich  in  gleicher  Weise,  dass  die  ent- 
springende Recursionsformel : 

bei  successiver  Anwendung  zur  eindeutigen  Bestimmung  derSimul- 
tamnvarianten  K^  ausreicht  Dieselbe  erscheint,  wie  man  sieht, 
in  Bezug  auf  die  Coefficienten  der  Form  (p  einerseits  und  der 
Form  X  andererseits  symmetrisch  gebaut,  wodurch  der  interes- 
sante Reciprocitatssatz  von  G.  Stbphanos  ^)  Bestätigung  ßndet. 
Unsere  Methode  liefert  beispielsweise : 

ii^,^)-4{(y,x)3?-9(Ä,*),, 

AT,     =  3  {(p,  fp),  (x,  x)4  {%  X),  -  8  (9>,  X)i  ^5 
+  3[(r/),  ;c)J'-96iV,  .V,  , 
worin  h  und  k  die  Hesse'schen  Covarianten  (qp,  q))^  beziehungs- 
weise (x,  x)i  dör  beiden  cubischen  Formen  und  N^,  xV,,  iVg  die- 
jenigen Simultaninvarianten  der  beiden  Formen  vierter  Ordnung, 

4)  Diese  Werthe  sind  bereits  von  C.  Stephanos  auf  anderem  Wege 
berechnet  worden  :  I.  c.  pag.  50. 
2}  1.  0.  pag.  39. 
3)  Auch  diesen  Werth  hat  C.  Stefuanos  mittelst  dirccter  Rechnung 

gefunden  :  1.  c.  pag.  43. 
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welche  in  der  Tabelle  von  Faa  di  Bruoii^)  beEiehungs^veise  mit 
den  Nummern  5,  7,  8aufgefUhi*t  sind. 

Die  behandelten  Simultaninvarianten  J^  und  K^  weisen 
eigenthUmliche  Beziehungen  zu  der  Discriminanie  einer  binären 
Form  auf.  Bilden  wir  nämlich  die  Combinante  J^  für  ein  solche« 
Büschel  von  der  vien  Ordnung,  dessen  Formen  sämmtlich  durch 
eine  bestimmte  Form  der  i/—1  ten  Ordnung  theilbar  sind,  so 
resultiii.  die  Discriminante  der  letztex*en  Form.  Die  invariante 
Ky  geht  unmittelbar  nach  Identißcirung  der  beiden  Formen  q>jX 
in  die  Discriminante  tlber. 

Einen  neuen  Einblick  in  den  Zusammenhang  zwischen  zwei 
verschiedenen  Lösungen  unseres  Problems  gewahrt  es,  wenn  wir 
von  zwei  Büscheln  x (jp  4-  /(p'  und  fixp  -h  ^iip'  mit  gleicher  Jacobi- 
schen Covarianle  zu  den  beiden  conjugirlen  (i/— 2)-fach  unend- 
lichen aus  den  Formen  cp^ ,  r/), ,  •••  r/i,._^  und  ^^i  ipty  " '  ^»-i 
zusammengesetzten  linearen  Mannigfaltigkeiten  übergehen, 
welche  bekanntlich  die  ncimliche  Functionalin Variante: 


»•"*'/>. 

J»"-*  <?,-, 

da-,"-» 

öa/-* 

• 

Ä-Vp. 

^'-"ffy-. 

Äx,"-» 

öx/-* 

besitzen.  Die  nothwendige  und  einzige  Beziehung  zwischen 
zwei  solchen  Formenmannigfaltigkeiten  wird  durch  den  folgeih 
den  Satz  in  grelles  Licht  gerückt : 

Den  beiden  aus  den  Formen  9i  ,?>»?••  •  Vr^i  **wd  V'i  >  V'i» 
'  -  '  V^if-i  zusammengesetzten  linearen  Mannigfaltigkeiten  mit  glei- 
cher FuncUonalinvariante  ist  e«n€(r— 4)-/acA  unendliche  lineare 
Formenmannigfaitigkeit  gemeinsam^  welche  die  Eigenschaß  besiMj 
2y— 6  Formen  mit  [v — %]-fachem  Linearfactor  zu  enthalten,  Bit 
FuncUonalinvariante  der  letzteren  Formenmannigfaltigkeit  ist  mit- 
hin das  vollständige  Quadrat  einer  Form  von  der  (21^—6)^« 
Ordmmff. 


\)  Einleitung  in  die  Theorie  der  binären  Formen,  deutsch  bcarbeilel 
von  Th.  Walter,  pag.  862 — 363. 
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Die  genannte  Eigenschaft  reprSsentirt  2i/— 6  Bedingungen, 
welche  In  der  That  gerade  genügen,  um  aus  einer  vorgeFegten 
\y — 2) -fach  unendlichen  linearen  Formenmannigfaltigkeit  eine 
endl  i  e  he  Zahl  von  (^— 4)-fach  unendlichen  Formehmannigfaltig- 
keiten  auszuschneiden.  Diese  endliche  Zahl  ist  offenbar  gleich 
.Y — I.  Dem  einfachsten  Falle  f^  s  4  entspricht  der  bekannte, 
von  C.  Stbphanos  und  A.  Brill  entdeckte  Satz. 

Die  Combinante  /^  ist  für  die  Fortent Wickelung  des  in 
Rede  stehenden  Problems  von  fundamentaler  Bedeutung  und  be- 
darf daher  einer  eingehenderen  Beachtung.  Wir  setzen  sie  in 
der  Gestalt  an : 

2';-<)W-(r)'' (?)'•■  ■i.nr^li  <■.'-.'■••■"''•«-■■■'■(*)■ 

wo  die  Summe  über  alle  Potenzexponenten  i\  ,  i^  ,  •  •  •  i,,  mit 
der  Bedingung : 

h  ^  U  '^  "'  -^  V  =  1^  —  2 
auszufahren   ist    und  G^, ,-,  ••-  ,.y  {^)  die  bezüglichen  Glieder 
vom  Grade  v  —  2  und  vom  Gewichte  f/o  "*-  (v  —  4)  i\  +  • '  • 
+  «V-i  ^^  ^^^  Coefficienten  der  Form  t//  umfasst.    Nach  Ein- 
führung der  abkürzenden  Differentiationssymbole: 

folgen  aus  der  Combinanteneigenschaft  unserer  Simultaninvari- 
ante : 

J{ip  +  flV' )  P9  +  V')  =  (^  -  ?#"•  %» n^) 

die  weiteren  Formeln : 


[^ö7^r^s^r''^''^'=''^' 


X  4=  ^), 


Es  mögen  nunxO)qpO)-|.^0),^(i);  x(*)g)W-i-/i(«)(/;(2);  ...  die  Ge- 
saromtheit  derjenigen  Formenbüschel  ^ter  Ordnung  darstellen, 
welche  eine  vorgelegte  Form  f  der  2  v— 2ten  Ordnung  zur  Jacobi- 
schen Covariante  besitzen.    Setzen  wir  dann  zur  Abkürzung: 
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±  "r^'K  . 


SO  ist  offenbar  die  Summe: 

eine  rationale  Function  der  Coefficienten  von  /*und  daher  einem 
Bruche  gleich,  dessen  Zähler  eine  ganze  Simultaninvariante  der 
Form  f  und  der  beiden  Formen : 

• 

dessen  Nenoer  eine  ganze  Invariante  der  Form  /*  allein  darstellt. 
Die  letztere  Invariante  £  ist  aber  nothwendigerweise  eine  cod- 
staute  Zahl;  denn   im  anderen  Falle  mttsste  wenigstens  eioes 
der  Büschel  xq>  -hfirp  für  e  =  0  unendlich  grosse  Coefficienten 
erhalten.     Greifen  wir  ein  solches  Büschel  heraus  und  denken 
uns  die   Coefficienten  desselben  nicht,  wie  ursprünglich,  als 
algebraische  Functionen  der  Coefficienten  o„,  a,,  •  •  •  a^y^  der 
gegebenen  Form  /*,    sondern  als  algebraische  Functionen  von 
a^y  a^  "  '  a,,._,  und  £,  so  ist  die  Annahme  berechtigt,  dass  die 
Form  (p  beim  Grenzübergange  €  »  0  in  die  endliche  und  nicht 
verschwindende  Form  (p'  übergehe,  während  die  Form  tp  erst 
nach  Multiplication  mit  e^  (/>^0)  für  £  =  0  einen  endlichen 
und  von  Null  verschiedenen  Werth  tp'  ergiebt.    Da  trotzdem 
die  Functionaldeterminante  beider  Formen  einen  für  £  ss  0  end- 
lich bleibenden  Werth  besitzen  soll,  so  folgt  zunächst,  dass  ijf 
mit  q>'  bis  auf  einen  endlichen  constanten  Factor  c  übereinstim- 
men muss.   Substituiren  wir  daher  für  xp  die  Form  xp^ct'^tf, 
so  wird  nunmehr  beim  Grenzübergange  das  Büschel  von  einem 
niederen  Grade  unendlich  als  vorhin.    Die  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  führt  auf  einen  Widerspruch,  welcher  nur  durch 
die  Annahme  £  =  const.  beseitigt  werden  kann.    Dann  stellt 
jene  Summe  eine  ganze  Simultaninvariante  vom  Grade  y  —  2 
in  den  Coefficienten  einer  jeden  der  drei  Formen  /*,  ^,  ij  dar. 
Setzen  wir  in  dieser  Invariante  allgemein  an  Stelle  des  Prodactes 
£,.*•  ?r_/i  •  •  •  ?o''    <^3S  Aggregat  ^,-.,,  •  •  -  t>  (w)  und  an  Stelle 


Usber  die  Büschel  von  binären  Formen  etc.  119 

des  Producles  17^%  r]y^^*l  •  •  •  i/o*»'  ^^^  Agg!»egal  G^,-,  •  •  •  ,„  {v)  , 
so  entsteht  eine  neue  SimultanmvariaDte  S[f,u,v),  welche 
ebenfalls  vom  Grade  ^  —  S  in  den  Coefficienten  der  Form  /*, 
sowie  in  den  Coefficienten  der  beiden  weiteren  Formen : 


UyX^        , 


ausfällt.  Die  Benutzung  der  im  Bisherigen  entwickelten  Eigen- 
schaften der  Combinante  J  führt  schliesslich  zu  der  Relation: 

welche  nach  Einsetzung  des  Werthes  f  =  (9,  i/;)^  identisch  ftlr 
«nlle  g>j  ipj  V  erfüllt  ist  und  infolge  dieses  Umstandes  für  jeden 
besonderen  Werth  von  v  das  Mittel  zur  wirklichen  Aufstellung 
de?'  Simultaninvariante  S  (f,  u,  v)  bietet.  Vor  Allem  aber  beruht 
die  Bedeutung  der  gefundenen  Identität  darin,  dass  verm(5ge 
derselben  der  Form  (p  des  Büschels  ycrp  +  /<^  die  Eigenschaft  zu- 
kommt, nach  Anwendung  des  invarianten  Processes  S  ein  Resul-- 
UU  zu  ergeben,  welches,  abgesehen  von  dei*  PropartumcUitätscon- 
stante: 

von  den  anderen  Formen  %p  des  Büschels  unabhängig  ist,  Zerfäl- 
len wir  daher  die  gewonnene  Identität : 

S  [f,  (p,v)=lJ  [cp,  v) 
durch  Vergieichung  der  Coefficienten  aller  Potenzen  und  Pro- 

ducte  von  v.,  v. ,  ...  v,.  in  die  7^^ ^,.     ,  einzelnen  Gleich- 

*  [v  —  z)!  v! 

ungen  und  betrachten  in  diesen  die  Grösse  X  und  die  weiteren 

homogen  und  linear  auftretenden ^,,  ^',  Grössen  : 

°  (V  —  2)  I  j/ ! 

a^*«  a/*<  . . .  ajv       (i^  4.  t^  -4.  . . .  -H  i^  »  r  —  2) 
als  Unbekannte,  so  resultirt  nach  Elimination  der  letzteren  eine 

einzige  Gleichung  in  Gestalt  einer  verschwindenden-^ — ^, .   '.- 

(r— 2)!  v\ 

reihigen  Determinante  J  [X],  welche  nur  noch  die  eine  Unbe- 
kannte X  enthält.     Aber  da  die  benutzte  Relation  in  gleicher 
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Weise. für  alle  Formen  des  Büschels  xr/)-l-/i(//GUllifi;keit  besiui, 
so  bestehen  die  weiteren  v — 2  Identitäten : 


) 


und  X  ist  folglich  eine  [v  —  4)-fache  Wurzel  der  gefundenen 
Gleichung  d.  h.  J  (X)  wird  die  vollständige  (v  —  <)te  Potenz 
eines  Ausdruckes,  dessen  Berechnung  die  folgende  Gleichung 
für  X  liefert : 

X^  ^  A,  X^-'  +  . .    H-  As-isX^  +  Ah-<iX^  h-  >ljy  =  0. 

Die  Coefßcienten  derselben  A^,  A^^  •  •  •  sind  ganze  Invarüinten 
der  gegebenen  Form  f  beziehungsweise  vom  Grade  v  —  2, 
2{v  —  2),  •  •  •  ,  wahrend  der  Grad  der  Gleichung : 

\_  (2r  -  g)  I        (2  V  -  2)! 

^  -  y-  <  (i/-2)!y!  "^  (i/-<)Iy! 

in  der  That  mit  der  zu  Anfang  erwähnten  anza  hl  theoretisch 
berechneten  Zahl  übereinstimmt. 

Einer  jeden  Wurzel  der  gefundenen  Gleichung  entsprich 
eines  der  gesuchten  Formenbüschel,  Rändern  wir  nämlich  die 
Determinante  J  [X)  in  geeigneter  Weise  unten  beziehungsweise 
an  der  Seile  mit  den  Gliedern : 

^0*0  f*'*  •  •  •  ^i'*^'    beziehungsweise  :    i/p**  ij,*«  •  •  •  riJ»  , 
so  ist  die  so  entstandene   Determinante  durch  die  [v  —  9j(c 
Potenz  des  Ausdruckes  auf  der  linken  Seite  der  obigen  Gleichung 
Iheilbar.   Der  übrig  bleibende  Factor  nimmt  die  Gestalt  an: 

wo  Tq,  T^f  r,,  •  •  •  simultane  Invarianten  vom  Grade  0,  (v— 2), 
2[r  —  2) ,  •  •  •  in  den  Coefßcienten  von  /".und  vom  Grade  1^  —  2 
in  den  Coeffieienten  jeder  der  beiden  Formen  §  und  rj  sind.  Die 
eingehendere  Untersuchung  führt  zu  der  Relation : 

wo 

bedeutet..    Diese  Relation     ermöglicht    die   gewünschte   Cen- 


UbBER  DIB  BiJSCRBL  ro?(  BINÄRBff  FORMBIf  BTO.  f21 

struction  des  zu  dem  Wurzelwerthe  iW  gehörigen  Formenbüschels 

Es  ist  bemerkenswert h,  dass  die  initgetheille  Losung  un-* 
seres  Problems  im  Grande  auf  die  Anwendung  des  in  der  Habi-' 
Htationsschrift  des  Verfassers  *)  zum  ersten  Male  eingehend  be- 
bandelten  und  seitdem  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  er- 
weiterten^) Gesichtspunktes  hinauslauft.  Wie  (jort  so  erfordert 
auch  das  hier  behandelte  Problem  zur  vollständigen  Erledigung 
eine  Untersuchung  sämmtlicher  möglichen  Ausartungen,  wie  sie 
durch  das  Zusammenfallen  mehrerer  Wurzeln  der  Gleichung 
für  X  bedingt  sind.  Schon  der  Fall  einer  blossen  Doppelwurzel 
giebt  zur  Unterscheidung  zweier  völlig  verschiedenen  Ausar- 
tungen Anlass,  je  nachdem  die  Bedingung  A^  =:  0  den  Werth 
il  =s  0  zu  einer  Doppelwurzel  macht,  oder  wenn  ein  Wurzel- 
werlh  AW  zugleich  den  Ausdruck  ^  zum  Verschwinden  bringt. 
Wie  die  zu  Anfang  erwähnten  Resultate  zeigen,  fallen  im  ersteren 
Falle  wirklich  zwei  der  gesuchten  Büschel  zusammen,  während 
im  letzteren  Falle  der  Doppelwurzel  AW  zwei  untereinander 
verschiedene  Büschel  ^(p  -^  (ixp  und  x'<jp'  -H  (.txl)'  zugehören, 
deren  Construction  vermöge  der  Formel : 

durch  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  ermöglicht  wird. 
Das  einfachste  Beispiel  für  die  bisherigen  allgemeinen  Ent- 
wickelungen  liefert  der  Fall  r  =  3  ^j .  Die  zur  Lösung  des  Prob- 
lems erforderliche  SimuUaninvariante  lautet  in  symbolischer 
Schreibweise: 

S[f^  u,  v)  =  (auy  (ai;)*  {uv)  , 

wo: 


f=<y  w  =  < ,  V  =  V 


3 

X 


gesetzt  ist.  Den  weiteren  Specialfall  v  =  4  hat  C.  Stbphanos 
in  der  citirten  Arbeit  sehr  ausführlich,  jedoch  mittelst  einer  wohl 
kaum  verallgemeinerungsfahigen  und  mehr  rechnenden  Methode 
behandelt.   Die  von  ihm  aufgestellte  Gleichung  fünften  Grades^) 

i)  Mathematische  Annalen,  Bd.  28,  pag.  381. 

2)  Vergl.den  demnächst  in  dem  Journal  de  Mathömatiques  erscheinen- 
den Brief  des  Verfassers  an  Ch.  Heriiitb. 

8)  Yergl.  die  citiHe  Habilitationsschrift  des  Verfassers,  pag.  486— 437. 
4)  1.  c.  pag.  80. 
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geht  durch  eine  sehr  einfache  Substitulion  in  diejenige  Gleichung 
desselben  Grades  über,  auf  welche  die  Anwendung  unserer 
allgemeinen  Theorie  führt;  ebenso  dienen  die  übrigen  von 
C.  Stephanos  für  diesen  Special  fall  berechneten  invarianten  Bil- 
dungen vortrefllich  zur  Bestätigung  unserer  allgemeinen  Ent- 
Wickelungen. 

Königsberg  i/Pr.,  den  7.  Octoher  4887. 


A.  Mayer,  lieber  ein  Bewegungsproblem. 

Das  Problem  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf 
fester  OberflSIche  ist  nur  in  den  einfachsten  Fallen  vollstilndig 
lösbar,  für  eine  beliebige  Rotationsfläche  z.  B.  nur  dann,  wenn 
die  Rotationsaxe  vertical  steht.  Bildet  also  die  Rotationsfläche 
etwa  die  Wand  einer  Höhlung  in  einem  starren  Körper,  dessen 
Schwerpunkt  auf  der  Rotationsaxe  liegt  und  dessen  Basis  eine 
ebene,  von  der  Rotationsaxe  senkrecht  getroffene  Fläche  ist, 
und  wird  dieser  Körper  mit  seiner  Basis  auf  eine  schiefe  Ebene 
fest  aufgeschraubt,  so  vermag  man  die  Bewegung  eines  schweren 
Punktes,  der  ohne  Reibung  und  bei  beliebiger  Richtung  der 
Anfangsgeschwindigkeit  auf  jener  Wand  herabfällt,  noch  nicht 
genau  zu  bestimmen. 

Nun  kann  man  aber  den  Körper  auch  bloss  auf  die  schiefe 
£bene  stellen  und  ihn  auf  dieser  herabgleiten  lassen.  Lässt 
man  dann  gleichzeitig  wieder  einen  schweren  Punkt  längs  der 
Höhlenwand  herabfallen,  so  beeinflussen  sich  jetzt  Körper  und 
Punkt  gegenseitig  in  ihren  Bewegungen;  das  ursprüngliche 
Problem  hat  sich  in  ein  complicirteres  verwandelt,  aber  dieses 
complicirtere  Problem  ist,  wenn  man  immer  jede  Reibung  ver- 
nachlässigt, nunmehr  vollständig  lösbar. 

Diese  Bemerkung,  welche  allerdings  in  der  Mechanik 
durchaus  nicht  vereinzelt  dasteht,  hebe  ich  als  auffälligstes  Re- 
sultat der  nachstehenden  allgemeineren  Untersuchungen  beson- 
ders hervor.  Die  letzteren  dürften  aber  auch  an  und  für  sich 
insofern  einiges  Interesse  darbieten,  als  überhaupt  solche  Auf- 
gaben über  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem 
starren  Körper,  in  denen  dem  Körper  selbst  eine  gewisse  Be- 
weglichkeit gestattet  ist,  und  es  sieh  nun  darum  handelt,  die 
gleichzeitige  und  einander  wechselseilig  bedingende  Bewegung 


^ 
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von  Körper  und  Punkt  zu  bestimmen,  soweit  mir  bekannt  ist, 
bisher  immer  nur  in  solchen  Fallen  behandelt  worden  sind,  wo 
in  Folge  besonderer  Anfangslagen  und  Anfangsgeschwindig- 
keiten der  Punkt  beständig  in  einer  und  derselben  Vertical- 
ebene  bleibt.  — 


Die  allgemeine  Aufgabe,  welche  hier  soweit  als  möglich  ge- 
löst werden  soll,  ist  folgende: 

Ein  schwerer  starrer  Körper  gleitet  mit  seinefi"  ebenen  Basis 
reibungslos  auf  einer  festen  schiefen  Ebene,  Der  Körper  besitzt 
übei'dies  eine  Höhlung  von  gegebener  geometrischer  Gestalt,  an 
deren  Wandfläche  ein  schwerer  Punkt  ebenfalls  ohne  Reibung 
herabfällt.  Es  handelt  sich  darum^  die  gleichzeitige  Bewegung  des 
Körpers  und  des  Punktes  zu  bestimmen. 

Dabei  setze  ich  selbstverständlich  voraus,  dass  der  Körper 
nicht  umkippen  kann  und  dass  der  Punkt  auf  der  Höhlenwand 
bleibt,  dass  letzterer  also  entweder  zwischen  zwei  starren,  ein- 
ander unendlich  nahen,  parallelen  und  mit  dem  Körper  fest 
verbundenen  Flächen  herabfällt,  oder  aber  seine  Bewegung  nur 
so  lange  verfolgt  werden  soll,  als  sie  längs  der  Wandfläche  vor 
sich  geht,  oder  als  der  Druck  zwischen  Punkt  und  Wandfläche 
nicht  negativ  geworden  ist. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  nehme  ich  die  schiefe  Ebene 
zur  X  F-  Ebene  eines  festen  rechtwinkligen  Axensystens  A'  l'Z, 
dessen  X-Axe  horizontal  liege  und  dessen  Z-Axe  von  der  schiefen 
Ebene  aus  nach  oben  gehe.  Nennt  man  dann  X  Y  Z  die  Coor- 
dinaten  des  schweren  Punktes  m,  X^  F^  Zj^  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Massentheilchens  mf^  des  Körpers  und  a  die  Neigung 
der  schiefen  Ebene,  so  ist  jedes  Zf^  constant  und  daher 

die  gesammte  lebendige  Kraft  von  Körper  und  Punkt,  während 
die  Kräftefunetion  U  sich  auf 

[7  =  —  g^^  mf^  Yf^  sin  a  —  gm  {Y  sin  a  -^  Zcos  a) 

reducirt. 

Bezeichnet  man  weiter  mit  M  die  Masse  des  Körpers  und 
mit  A,  By  C  die  Coordinaten  seines  Schwerpunktes  S  und  setzt: 

(4,)       X    «i4-|.a;,r«Ä-hy,Z=C-4-a    , 
Xä  =  i4  -4-  (T^  ,  Y^^B-hyf,,  Zf,^  C-^  z^, 
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sodass  C,  sowie  jedes  js^  constaDt  ist,  während  xy  z  und  Xf^  yf^  zj^ 
die  Goordinaten  der  Punkte  m  und  m^  in  einem  Axensystcnie 
darstellen,  dessen  Axen  x  y  z  parallel  zu  den  festen  Axen 
A'  Y  Z  vom  Körperschwerpunkt  S  ausgehen ,  so  erhalten  die 
lebendige  Kraft  und  der  wirksame  Theil  der  Krüftefunction  die 
Werthe : 


r== 


(2.)  { 


M  +  m 

(.4- 

+  ff*) 

-1-  m 

[A'x 

+ 

B'y) 

+  12^ 

»'h 

(^h"  + 

'Jh'*) 

m 
-^2 

[^' 

■*  -H  y" 

n 


U=  ^  g  {M  -^  m)  B  s\n  a  —  gm  (y  sin  a  -l-  a  cos  a). 
Legt  man  endlich  in  der  x^-Ebene  durch  den  Schwer- 
punkt S  zwei  mit  dem  Körper  fest  verbundene  Axen  ^  und  i^, 
die  zur  Zeit  /  =  0  mit  den  Axen  x  und  y  zusammenfallen 
mögen,  und  nennt  ©  den,  je  nach  dem  Sinne  der  Drehung  posi- 
tiv oder  negativ  gerechneten  Winkel,  um  den  sich  nach  der  Zeit 
t  die  |-Axe  gegen  die  ac-Axe  gedreht  hat,  so  bestehen  zwischen 
den  Cooixlinaten  x  y  z  und  §  ij  T  eines  und  desselben  Punktes 
in  den  beiden  rechtwinkligen  Axensystemen  x  y  z  und  ^"  rj  ^, 
welche  die  js-Axe  gemein  haben,  zur  Zeit  /  die  Relationen: 

(x  =  J  cos  0  —  i;  sin  0  , 
y  =  ^  sin  0  -I-  ly  cos  0  ; 

Dabei  sind  die  Goordinaten  Sf^  r^f^  eines  jeden  Körperpunktes  m^^ 
unabhängig  von  t\  in  den  Gleichungen 

-I-  rif^  cos  0 

ist  also  rechts  nur  0  mit  der  Zeit  verJinderlich,  während  in  den 
Gleichungen  (3.),  wenn  man  sie  auf  den  Punkt  m  bezieht,  auch 
^,  r;,  ^  mit  /  sich  ändern. 

Der  Punkt  m  soll  aber  auf  einer  gegebenen,  mit  dem  star- 
ren Körper  fest  verbundenen  Oberfläche  bleiben.  Seine  Goordi- 
naten ^,  1^,  t  können  also  als  gegebene  Functionen  zweier  Para- 
meter q^  und  q^  betrachtet  werden.  Die  Gleichungen  (3.)  liefern 
dann  die  Goordinaten  x  y  z  des  Punktes  m  als  Functionen  der 
drei  Väriabelen  0,  q^  ,  q^  und  die  Lage  unseres  ganzen  Systems 
wird  durch  die  fünf  unabhängigen  Grössen  : 

A,  B,  0,  q,  ,  q^ 
bestimmt. 


«,  ...  — ^ ^ — 

I  a!A  =  Ia  oos  0 

l  Vk  =  h  sin  0 


^ 
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dt 

bA' 

d 

br 

dt 

bB' 

d 

bT 

Nach  dem  HAMiLTon'schea  Principe  fttbrt  die  vorgelegte 
Aufgabe  daher  zunächst  auf  die  fünf  Differentialgleichungen 
zweiler  Ordnung: 

d    bT        b(T  ■*-  U)  _ 

bA        ~       ' 
bB—  =  "  "•'•^ 

^*'  df    ö?'  bq         -"' 

worin  für  das  nur  zur  Abkürzung  eingeführte  q  der  Reihe  nach 
Q,  q^  und  q^  zu  setzen  ist. 

Nach  (2.)  reduciren  sich  aber  die  beiden  ersten  Gleichungen 
auf: 

J  (i/  -h  m)  ^"  -h  med'  =  0  , 

^  '^  1  (Jf  +  m)  ^'  -h  my"  +  ^(1/  -h  m)  sin  a  =  0 

und  ergeben  also  integrirt  sofort  die  Schvverpunktssütze : 

mx 


(  ^ 

\A  =  a  +  a,t-j^ 


B  =  0  -^  b.t  —  ,- o  —  sin  a  . 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  kann  man  A  und  B  aus  den 
Gleichungen  (5.)  eliminiren  und  damit  die  Aufgabe  zurückführen 
auf  drei  Differentialgleichungen  S.  0.  zwischen  O^  q^ ,  f,  und  / 
allein. 

Diese    drei  Differentialgleichungen  sind   aber  wiederum 
die  Differentialgleichungen  eines  Problems  von  der  Form 

d/(T  +  t/)  df  =  0  . 

Nach  (8.)  enthalt  nämlich  J  +  U  nnr  das  Eine  Glied 

F=m{A'x'  -h  B'y)  , 

welches  sowohl  von  A  und  B^  wie  von  den  Variabelen  q  abhängt. 
Dieses  Glied  liefert  zur  Gleichung  (5.)  den  Beitrag: 

d  hP      hP      ^"^r  ^q  Hl  /  I'  ^^'        oM\ 

a^  og        dg  dt  \      oq  oqj 

^x 

.    ,  öx'       bx        bq        bx' 

d.  1.  wegen  -r- r^r—  ,  — .-—  = 


bq'  ~bq'     dt     ~  bq   '  ' 
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d  ^P        bF  i  ,„hx 


dthq         bq  \      hq  bqi 

Eliminirt  man  hieraus  A"  und  ff'  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (6.), 
so  ergiebt  sich: 

d    hF         bF  m*      I  „bx         „  by\  by    . 

dt   bq  bq  M-^mX      bq        ^    bqf        ^      bq 

Dieser  Werth  aber  lässt  sich  auch  so  schreiben : 

d   bF  _bF  _   d   bn       bn 

dt   bq  bq  "  dt    bq'  bq  ' 

worin : 

JI  =1  ^  ,^ Ix^  -I-  t/'*)  -*-  qmfj  sin  a  . 

Um  also  jene  drei  Differentialgleichungen  zu  bilden,  die  aus  den 
Gleichungen  (5.)  durch  Elimination  von  A  und  ^  entstehen,  kann 
man  gleich  von  vornherein  in  T  -*-  ^  das  Glied  F  durch  TI  er- 
setzen und  somit,  da  überdies  bei  den  partiellen  Differentiationen 
nach  q  und  q'  alle  Glieder  von  selbst  wegfallen,  die  nicht  von 
diesen  Grössen  abhängen,  nach  (2.)  nunmehr 

\2^  wy^(^Ä'*-^yA'*)+ 2  ^^'*"*"  y''+«'*)-^"^-»^(ä/sin  a  +ÄCOsa) 

nehmen;  oder,  da  unsere  Gleichungen  unverändert  bleiben, 
wenn  wir  T  -h  U  mit  einem  constanten  Factor  multipliciren, 
können  wir  jetzt  Tund  17  ersetzen  durch: 


(«.) 


und: 

.  t/j  =  —  (jm[M  -I-  m)  z  cos  a  , 

worin  nun  die  Werthe  (3.)  und  (4.)  zu  substituiren  sind. 
Aus  diesen  Werthen  folgt  aber: 

X«  +  y'»  =  (r  +  •?•)©'*  +  r*  +  «?'*  +  20' d»?'  -  «ji")  • 

Setzt  man  daher  noch : 

^  +  ij*  =  ^*     und : 


,9-) 
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sodass  3f  X*  das  Trägheil sinoment  des  Körpers  um  die  senkrecht 
zur  Basis  durch  seioen  Schwerpunkt  gehende  z-Axc  darstellt, 
so  kann  man  bei  der  Bildung  der  drciDiflerenlialgIcichungeu  [5.j 
den  Ausdrücken  (2.)  die  folgenden : 


(10.) 


,  U^^  ^  gm [M  '¥'  m)  c  cos  a 

substituiren,  in  denen  nunmehr  fUr^,  i;,  t  diejenigen  Funetioneo 
der  beiden  Parameter  q^ ,  q^  zu  setzen  sind,  welche  die  Ober- 
fläche im  Körper  fixiren,  auf  der  der  PuQkt  m  herabrällt. 

Damit  ist  unsere  Aufgabe  zurückgeführt  auf  die  Integration 
der  drei  Diflerentialgleichungen  2.  0.  zwischen  0,  Qu  1%  ^^^  ^ 
allein : 


(H.) 


dt  h'e'  öö      ~    ' 


d 

bT, 

dt 

bq,' 

d 
dt 

bT, 
bq,' 

Diese  Gleichungen  enthalten  keine  Inlcgrationsconstante  und 
lehren  somit,  dass  die  relative  Bewegung  von  Körper  und  Punkt 
um  den  Körperschwerpunkt  S  ganz  unabhängig  von  der  Bewegung 
des  letzteren  vor  sich  geht. 

Ferner  kommt  0  selbst  in  T^  +  U^  nicht  vor.    Die  Gleich- 
ungen (M.)  besitzen  daher  das  Integral: 

(12.)      ~  l^,  =  [IM  +  m)  X*  +  mQ*]  &  +  m[|,'  -  ,j^]  =  c, 

welches,  wie  leicht  zu  sehen,  nichts  anderes  ist^als  der  Flächen- 
satz der  X  F- Ebene  in  der  relativen  Bewegung  unseres  Systems 
um  seinen  Gesammlschwerpunkt. 

Da  endlich  T^  -H  U^  auch  frei  von  /,  und  T^  selbst  eine 
homogene  Function  2.  0.  der  DifTerentialquoticntcn  0',  <//,  q^ 
ist,  so  hat  man  noch  das  zweite,  dem  Satz  der  lebendigen  Kraft 
entsprechende  Integral  der  Gleichungen  (44.): 
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(<3.)  r,  ~  f/,  «  Ä  . 

Durch  Anwendung  der  HAMiLTON-JACOBfschen  Methode  folgt 
hieraus  sofort,  dass  man  die  Aufgabe  auf  eine  partielle,  Differen- 
lialgleichung  1.  0.  mit'  nur  zwei  unabhängigen  Variabein  zu- 
rückführen kann,  auf  diejenige  Gleichung: 

^(?i»  Q%^  Pi)  P«:  cj.=  h 
nämlich,  welche  man  erhält,  wenn  man  aus  dea)  Integrale  (f3.) 
die  DiflTerentialquotienten  @',  g^,  q^  mit  litllfe  der.  Substitu- 
tionen: 

h&  —  <^-ö°St.  =  C,  ,     _,    «   _  =  ;>^,    —   -   --  =  ^, 

eliminirt. 

Zur  vollständigen  Lösung  dieser  partiellen  Differential- 
gleichung genügt  aber  die  Renntniss  liegend  einer  von  H  unab- 
hängigen Losung  f  Aev  linearen  partiellen  Differentialgleichung': 

^9i  ^Pi       ^Pi  ^9i        ^9t  ^Pt       ^Pt  ^?» 

d.  h.  nur  in  anderen  Worten :  Die  vorgelegte  Aufgabe  lässt  sich 
mit  Hülfe  von  algebraischen  Operationen  und  blossen  Quadra- 
turen vollständig  lösen,  so  oft  man  noch  irgend  ein  drittes,  von 
den  Integralen  (12.)  und  (13.)  unabhängiges  und^  wie  diese, 
von  t  and  Q  freies  Integral  der  Differentialgleichungen  (H.) 
zu  ßnden  vermag ;  ein  Resultat ,  welches  man  übrigens  auch 
daraus  ableiten  kann,  dass  man  einen  von  0  und  t  freien 
JAcoBi'schen  Multiplicator  des  Systems  (H.)  kennt,  nätnlich  den 
Multiplicator: 

jy_ya,     ^'T,  b^T,  ö^r, 

'"      ^   -  b&b&  hq.'bq,'  hq^'bq^'  ' 

Nimmt  man  z.  B.  an  — ,  und  hier  komme  ich  eben  zu  dem 
vorangestellten  Beispiele  — ,  dass  die  Wand  der  Körperhöhlung 
von  einer  Rotationsfläche  gebildet  werde,  deren  Axe  die  JS-Axe 
ist,  also  senkrecht  zur  ebenen  Basis  des  Körpers  durch  seinen 
Schwerpunkt  geht,  so  kann  man 

(U.)  ^  =  ecos9,    fj  ^  Q  sin  q,    ^  »  ß(Q 

setzen,  wobei  also  q  und  ^  die  Holle  der  früheren  Parameter  q^ 
und  9«  spielen.  Durch  diese  Substitutionen  geht,  wenn  man 
zur  Abkürzung 

Mftth.-pbjrs.  Classe  18»7.  9 


^ 
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dg 

setzt,  T^  über  in : 
Ti  =  ?  ([{J"  +  m)  X»  +  mp']©'»  +  2me*©Y  +  "»?*  l'*} 

Tu 

wahrend  U^  unverändert  bleibt. 

T^  -f-  U^  wird  also  auch  frei  von  q  selbst  und  man  erhält 
daher  neben  den  Integralen  (42.)  und  (43.)  noch  das  dritte  neue 
Integral : 

das  Integral  (49.)  ferner  wird: 

(Jf  -h  w)  x*©'  -h  m^*;©'  4.  9')  =  c 
und  durch  diese  beiden  Integrale  geht  das  Integral  (43.)  über  io: 

M  tu 

—  (cö'-hmc^9')-h-(J/+m-hA/^J)r*+^m(JI#+/«)Ccosa  =  Ä  . 

*  .  * 

Unter  Einführung  von  zum  Theil  neuen  Integrationsconslaoten 

y,  y^,  y,  erhall  man  aus  diesen  Gleichungen: 

^  (J/  +  »»  +  Mq^t'^-k-i^M  +  m)  ?c«s«  +  1  ^  =  ;', 
oder : 


(45.) 


©  =  y^ 
\dl)  "  2[y^  -  y  [M  +  /«)  ?:  cos  a  q^  -  J/yJ  ' 
dt  e»  d^f  ' 


Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen,  in  denen  q  eine  gegebene 
Function  von  ^,  und  q^  ihren  Differentialquotienten  bezeichnet, 
bestimmen  sich  mittelst  zweier  Quadraturen  /  und  q  als  Func- 
tionen von  t,  womit  also  umgekehrt  auch  t  und  q  als  Functionen 
von  t  definirt  sind,  und  die  erste  Gleichung,  v^^elehe  0  unmillel- 
bar  durch  t  ausdrückt,  lohn,  dass  der  Körper  sich  mit  constantcr 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  ;9-Axe  dreht,  im  Besondem  also 
sich  selbst  immer  parallel  bleibt,  wenn  er  keine  anfängliche 
Drehuns  erhalten  hatte. 
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Hat  man  die  Variabelen  0,  ^,  9  als  Functionen  von  t  er- 
DiiUelt,  so  bestimmen  unmiitelbar  die  Gleichungen  (14.)  die 
Bahn  des  schweren  Punktes  m  auf  dem  Körper  und  nach  (3.) 
und  ,14.)  die  Gleichungen : 

o;  ^  ^  cos  (9  H-  @)  <     y  =  f  sin  (9  +  0)  ,     ^  «  C 

die  relative  Bewegung  dieses  Punktes  um  den  Körperschwer^ 
punkt  S,  worauf  die  Gleichungen  (7.)  die  absolute  Bewegung  von 
S,  und  endlich  die  Gleichungen  (4;)  auch  die  absolute  Bewegung 
\0D  m  im  Räume  ergeben. 

Hiermitist  die  Anfangs  aufgestellte  Behauptung  bewiesen. 
Man  sieht  sofort,  dass  die  Gleichungen  (H.)  keineswegs 
dieselben  sind,  als  ob  der  Körperschwerpunkt  S  fest  wm*e,  der 
Körper  sich  also  nur  um  die,  senkrecht  zur  schiefen  Ebene  durch 
S  gelegte  js-Axe  drehen  könnte,  und  erkennt  daraus,  dass  die 
Lösbarkeil  des  Problems  in  dem  betrachteten  Beispiele  wesent- 
lich der  Annahme  zu  verdanken  ist ,  dass  der  Körper  auf  der 
schiefen  Ebene  gleiten  kann. 

Ich  füge  noch  hinzu ,  dass  die  allgemeine  Aufgabe  immer 
lösbar  wird,  wenn  sich  die  Körperhöhlung  auf  eine  blosse  Rinne 
oder  einen  blossen  Kanal  reducirt.  Denn  dann  werden  die 
Coordinalen  ^,  rj,  ^  des  Punktes  m,  indem  diesem  eine  bestimmte 
Curve  auf  oder  in  dem  Körper  vorgeschrieben  ist,  Functionen  eines 
einzigen  Parameters  9,  das  Integral  (12.)  liefert  daher  0'  als 
blosse  Function  von  q  und  (/',  und  indem  man  diesen  Werth 
von  &  in  das  Integral  (43.)  substituirt,  erhalt  man  eine  in  q' 
quadratische  Gleichung  zwischen  q'  und  q  allein,  womit  das 
Problem  auf  eine  blosse  Quadratur  zurückgeführt  ist. 
Endlich,  wenn  man  die  Gleichung 

9P(?,  »?,  0  =  0 
derjenigen  Oberflache  im  starren  Körper,  auf  welcher  der  schwere 
Punkt  m  herabfallt,  nicht  durch  Einführung  der  Parameter  q^ 
und  9,  identisch  erfüllt,  so  treten  an  die  Steile  der  beiden  letzten 
Gleichungen  (11.)  die  drei  Gleichungen: 


(<6.i 


dt  »f 

rf  6  7-, 

d{r.  +  u,) 

dt  i»]' 

brj 

d  AT, 

b(r,  H-  f/,1 

-I-  X  ^'-  =  0 


9* 
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In  dem  Falle,  wo  der  Punkt  die  Oberflüche  etwa  nach  der  durch 
(jp  <  0  markirten  Seite  zu  verlassen  vermag,  gelten  diese  Gleich- 
ungen ebenso  wie  die  Gleichungen  (11.)  nur  so  lange,  als  der 
Punkt  wirklich  auf  der  Oberfläche  bleibt.  In  den  Gleichungen 
(16.)  ist  aber  dann,  bis  auf  einen  stets  positiven  Factor.  X  dem 
Drucke  gleich,  den  der  Punkt  auf  die  Fläche  ausübt.  Die  Be- 
rechnung von  l  nach  Integration  der  Gleichungen  (H.)  und 
die  Untersuchung  seines  Vorzeichens  giebt  daher  Aufschluss 
darüber,  ob  und  wann  der  Punkt  die  Oberfläche  verlässt. 


SITZUNG  VOM  14.  NOVEMBER  1887. 

Dr.  Johannef  Walther,  Die  Entstehung  von  Kantengeröllen 
in  der  Galalawüste.  (Vorgelegt  von  H.  Credner.)  Mit  einer  Tafel. 

Die  Frage  nach  der  Bildung  jener  eigenthUmlichen  nDrei- 
kanterit  oder  ^Kantengerölleii,  welche  sich  im  Diluvium  der  nord- 
deutschen Tiefebene  finden,  ist  in  den  letzten  Jahren  in  sehr 
verschiedenem  Sinne  erörtert  worden,  ohne  eine  allseitig  aner- 
JLannte  Beantwortung  erfahren  zu  haben. 

Jeder,  wenn  auch  kleine  Beitrag  zur  Lösung  des  Problems 
dürfte  daher  willkommen  sein.  Ich  zögere  deshalb  nicht,  llber 
einige  Beobachtungen  in  der  Galalawüste  zu  berichten,  welche 
mit  der  Bildungsweise  der  norddeutschen  Kantengerölle  in  Zu- 
sammenhang zu  stehen  scheinen. 

Die  sogenannte  arabische  Wüste  zwischen  Nil  und  Rotheni 
Meer  ist  ein  Bergland  von  überaus  oomplicirtem  Bau.  Ein  System 
von  Dislocationen  hat  das  ursprünglich  einförmige  Tafelland 
zerbrochen.  Staffelbiilche  und  Grabenversenkungen,  Flexuren 
und  weite  Aufbrüche  lassen  unter  den  eozänen  Kalken  sowohl 
Kreidemergel  und  Rudisienbänke,  wie  die  fossilleeren  Schichten 
des  nubischen  Sandsteins  heraustreten.  An  manchen  Stellen 
nimmt  sogar  der  liegende  Granit  einen  wichtigen  Antheil  an  dem 
grossartigen  Landschaftsgemälde.  Das  Fehlen  jeder  älteren  als 
oretaceischen  Sohichtenreihe  bot  ein  ungelöstes  Räthsel,  welches 
nur  noch  räthselhafter  wurde,  als  vor  einigen  Jahren  Schwein- 
FÜRTH  im  nubischen  Sandstein  des  Uadi  Arabah  am  Fusse  der 
nördlichen  Galala  eine  Kalkbank  entdeckte  mit  Crinoidenstielen 
und  vielen  Brachiopoden,  welche  durch  E.  Bbyricr  als  Spiri- 
gerina  concentrica  bestimmt  wurden.  Das  Auftreten  von  devo- 
nischen Brachiopoden  in  der  sonst  fossilleeren  über  400  m 
mächtigen  Schichtengruppe  beansprucht  ein    hervorragendes 
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Interesse  und  mit  Freuden  nahm  ich  die  Einladung  von  Prof. 
ScHWEiNFCRTH  an,  mit  ihm  gemeinsam  jeneLocalitatzuuntersuchen. 

Nach  mehrtägigem  Sturm  erreichte  ich  mit  einem  arabischen 
Fischerboot  die  afrikanische  Küste  und  traf  in  der  Nähe  des 
Leuchtthurms  von  Zafarane  am  25.  April  mit  Prof.  Schwbinpcbth 
zusammen,  um  mehrere  Tage  lang  die  Lagerung  der  paläozo- 
ischen Schichten,  wie  sie  eine  Tagereise  vom  Kloster  St.  Anton 
entfernt  hervortreten,  zu  untersuchen. 

Am  28.  April  verliess  ich  zu  Kameel  das  Lager,  um  die  Ver- 
breitung der  Crinoidenbank  nach  Süden    festzustellen.     Eine 
Reihe  von  Staffelbrüchen  mit  steilen  Abfällen  veranlassten  mich, 
das  Kameel  mit  dem  Beduinen  zurückzuschicken  und  zu  Fuss 
weiter  vorzudringen .  Nachdem  ich  einige  der  heteroklinen  Thäler 
gekreuzt  hatte,  kam  ich  in  ein  Uadi  von  etwa  4  km  Breite  mit 
synklinalem  Einfallen  der  Schichten.    Einige  verdorrte  Salso- 
labttsche  und  Geröüablagerungen  deuteten  an,  dass  hier  einst^ 
mals  Wasser  geflossen  sei,  allein  die  Vertheilung  der  GerOlle  im 
Rinnsal  Hess  erkennen,  dass  die  Wasserführung  desselben  flber- 
au8  unregelmässig  erfolgt  sein  müsse.  Das  heutige  Rinnsal  war 
etwas  eingeschnitten  in  ein  älteres  Gerölllager,  welches  auf  einen 
früher  grosseren  Wasserreichthum  dieses  Uadi's  hindeutet. 

Da  in  jener  Gegend  am  5.  April  bedeutende  Regengüsse 
niedergegangen  waren,  so  trugen  alle  Gerolle  des  inneren  klei- 
neren Rinnsals  die  Spuren  der  transportirenden  Thätigkeit  des 
Wassers.    Sie  waren  in  Folge  dessen  gerundet,  aber  doch  rauh 
anzufühlen  und  entbehrten  durchaus  jenes  höchst  charakteri- 
stischen speckigen  Glanzes^  welchen  das  Sandgebläse  der  Cham- 
sinsittrme  fast  allen  Gesteinen  in  der  Wüste  giebt.    Im  Gegen- 
satz zu  diesen  jüngst  vom  Wasser  neu  bearbeiteten  GerOlIen 
waren  diejenigen  der  älteren  Kiesablagerungen  an  den  Gehängen 
des  Uadi  schon  eine  geraume  Zeit  hindurch  vom  Wasser  nichf 
mehr  bespült  worden ,   denn  oberflächlich  trugen  sie  alle  die 
Politur  vonseiten  des  Flugsandes.  Gerolle,  welche  nur  zur  Hälfte 
aus  dem  sandigen  Zwischenmittel  herausragten,  waren  in  ihrer 
unteren  Hälfte  gerundet,  aber  rauh,  und  nur  soweit  vom  Sande 
polirt,  als  sie  aus  der  Erde  herausschauten.  Ich  hatte  diese  Er- 
scheinung auf  meinen  Reisen  durch  die  Sinaiwüsten  schon  mehr- 
fach beobachtet,  allein  hier  fiel  mir  ein  Gharakterzug  an  den 
Ger(^l;len  auf,  den  ich  bis  dahin  noch  niemals  gesehen  hatte. 
Viele  vom  Sande  poHrten  Gerrtlle  von  hartem,  klingenden  Kalk- 
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stein  zeigten  nSmlich  mehr  oder  minder  deutliehe  Aanten  auf 
ihrer  Oberfläehe.  Bald  waren  dieselbeo  nur  angedeutet,  bald 
so  scharf  ausgeprägt,  dass  man  einen  Garchartaszahn  vor  sieh 
zu  haben  meinte. 

Ich  verfolgte  das  Uadi  eine  Strecke  lang  bis  zu  seiner  flachen 
Ausmandung  in  die  weite  Wüstenebene  und  fand  ttberall  die- 
selben Facetten  an  den  KalkgerOUen,  durchweg  aber  nur  an  den 
vom  Sand  polirten,  nie  an  den  vom  Wasser  gerollten  Stücken. 

Bei  Verfolgung  dieser  Entdeckung  hatte  ich  mich  von  meinem 
W«ge  verirrt,  dazu  trat  gegen  Mittag  Sandsturm  ein,  und  da  ich 
keine  Nahrungsmittel  mitgenommen  hatte,  musste  ich  die  inter- 
essante Localität  verlassen  und  nach  dem  Lager  zu  gelangen 
suchen.  Nach  zweistündigem  Wandern  erreichte  ich  das  Haupt- 
thal der  Gegend,  das  eigentliche  Uadi  Ärabah^  in  dem  die  Zelte 
aufgeschlagen  waren.    Zu  meiner  Freude  fand  ich  auch  hier  auf 
den  flachen  Schotterterrassen  an  den  Gehänge  des  Thaies  dieselben 
oberflächlich  polirtenGeröUe  und  wiederum  waren  auf  vielen  der- 
selben deutliche  Kanten  angeschliffen.     Am  Nachmittag  wurde 
der  Sandsturm  so  stark,  dass  das  eine  Zelt  umgerissen  wurde, 
das  andere  aber  von  42  Beduinen  gehalten  werden  musste,  um 
es  vor  dem  gleichen  Schicksal  zu  bewahren.   Jetzt  bot  sich  die 
beste  Gelegenheit,  zu  beobachten,  wie  die  Sandwolken  über 
die  GerOlle  dahinzogen  und  dieselben  polirlen.     An  manchen 
vorher  sandfreien  Stellen    war  fusshoch  der  feine  Quarzsand 
aufgeweht  und  überall  wirbelte  er  schleifend  zwischen  den 
Gerollen.  Von  Bedeutung  für  die  Entstehung  der  Kanten  schien 
zu  sein,  dass  die  Gerolle  nahe  aneinander  lagen,  indem  dadurch 
Hindernisse  und  Interferenzstreifen  geschaffen  wurden  für  die 
Bewegung  des  wirbelnden  Sandes.    Nicht  alle  Gerolle  trugen 
Kanten,  und  wirkliche  Z)mkanter  dürften  kaum  4^  darunter 
gewesen  sein.  Dahingegen  Hessen  sich  alle  möglichen  Uebergänge 
beobachten ,  von  völlig  runden  Flächen  zu  kaum  bemerkbaren 
Kanten  und  endlich  bis  zu  schneidenden  Schärfen.     Ob  diese 
scharfen  Kanten  alle  gleichmässig  zur  Windrichtung  orientirt 
waren,  darüber  finde  ich  leider  keine  Aufzeichnung  in  meinen 
Tagebüchern. 

Auf  beifolgender  Tafel  ist  eine  Anzahl  charakteristischer 
Kantengerölle  aus  der  Galalawüste  zur  Darstellung  gebracht. 
Sie  gleichen  in  ihrer  Gestalt  solchen  aus  dem  norddeutschen 
Diluvium  zum  Verwechseln.  Namentlich  möchte  ich  darauf  noch- 
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maJs  besonders  hinweisen^  dass  eine  Anzahl  der  abgebildeten 
Rantengertflle  nur  mit  ihrer  oberen  Hälfte  aus  dem  Boden 
herausragten  und  nur  hier  die  angeschliffenen  Kanten  xeigen, 
während  die  untere  von  Erde  bedeckte  Hälfte  keinerlei  Kanten 
erkennen  lässt  und  völlig  der  Sandpolitur  entbehrt.  Ich  glaube, 
dass  gerade  diese  Stücke  sichere  Beweise  dafür  liefern,  dass  es 
nur  die  schleifende  Thätigkeit  des  Wüstensandes  ist,  welche 
hier  die  faeettirte  Oberfläche  erzeugte. 


Dr.  £d.  study,  Uebej^  den  Begriff  der  Invariante  algebraischer 
Formen.   [Vorgelegt  von  A,  Mayer.) 

Die  vorliegende  Note  erhebt  keinen  Anspruch  darauf,  die 
Wissenschaft  um  irgend  welche  neue  Theoreme  zu  bereichern; 
was  an  ihrem  materiellen  Inhalt  vielleicht  neu  sein  mag,  ist 
ganz  elementarer  Natur.  Sie  bezweckt  theils  eine  schärfere 
Umgrenzung,  theils  eine  Erweiterung,  theils  auch  eine  von  der 
bisherigen  principiell  abweichende  Fassung  der  Grundbegriffe 
der  Invariantentheorie. 

Ihre  Veranlassung  war  das  Bedürfniss  nach  einer  scharf 
umschriebenen  Bestimmung  des  Begriffes  der  »Irrationalen  Co- 
Variante«,  welches  sich  mir  bei  verschiedenen  Untersuchungen 
aufgedrängt  hatte.  In  der  mir  bekannten  Litteratur  fand  ich 
dasselbe  nicht  befriedigt,  ja  ich  fand  sogar  überhaupt  keine 
Definition  dieses  Begriffes,  wiewohl  man  das  Wort  mehrfach 
gebraucht.  Um  zu  einer  solchen  Definition  zu  gelangen,  schien 
mir  nun  der  gewöhnliche  Begnff  der  rationalen  Govariante  kein 
geeigneter  Ausgangspunkt  zu  sein.  Auch  war  es  mir  bereits 
aus  anderen  Gründen  wünschenswerth  erschienen,  die  Fassung 
der  Grundbegriffe  der  Theorie  der  Invarianten  etwas  abzuändern. 

In  einer  Reihe  von  Untersuchungen,  die  ich  demnächst  der 
Oeffentlichkeit  zu  übergeben  gedenke,  sah  ich  mich  häufig  ver- 
anlasst, solche  Formen  zu  betrachten,  von  welchen  gewisse  In- 
varianten von  vorn  herein  gleich  Zahlen  gesetzt  sind.  So  zeigt 
sich  zum  Beispiel,  dass  für  das  Studium  der  Gruppe  von  linearen 
und  dualistischen  Transformationen,  welche  einen  festen  Kegel* 
schnitt  in  sich  selbst  überführen,  die  Betrachtung  einer  ternären 
quadratischen  Form  von  Wichtigkeit  ist,  deren  Invariante  einen 
numerischen  Werth  hat. 
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Solche  Formen  verlieren  nun  im  Allgemeinen  ihre  Eigen« 
thümliehkeit,  sobald  man  auf  sie  lineare  Transformationen  an- 
wendet, deren  Determinante  von  der  Einheit  verschieden  ist; 
denn  jene  Invarianten  erhalten  ja  dann  einen  Factor,  welcher 
eine  Potenz  der  Transformationsdeterminante  ist. 

Es  erscheint  mir  daher  zweckmässig,  in  der  InvarianteD- 
theorie  im  Allgemeinen  nur  von  solchen  linearen  Transforma- 
tionen Gebrauch  zu  machen,  deren  Determinante  den  Werth 
Eins  hat. 

Eben  dahin  führt  auch  der  naheliegende  Wunsch,  die  De- 
finition der  Invariante  in  der  Formentheorie  so  einzurichten,  dass 
sie  sich  aus  dem  allgemeinen  InvariantenbegrifT,  welchen  Lie  in 
seiner  Theorie  der  Transformationsgruppen  zu  Gmnde  legi, 
durch  Specialisirung  ergiebt.  Das  ist  aber  mit  dem  bisherigen 
Begriffe  der  Invarianten  algebraischer  Formen  bekanntlich  nicht 
der  Fall. 

Ferner  lässt  mir  noch  ein  dritter  Grund  eine  Abweichung 
von  der  gebräuchlichen  Fassung  des  Invariantenbegriffes  wOo- 
schenswerth  erscheinen. 

Man  definirt  bekanntlich  als  »Invariante«  eine  ganze  ratio- 
nale Function  der  Goefficienten  algebraischer  Formen,  welche 
sich  nach  Ausführung  einer  linearen  Transformation  mit  eioem 
Factor  reproducirt,  von  welchem  man  entweder  verlangt,  dass 
er  eine  Potenz  der  Transformationsdeterminante  ist,  oder  ancb 
nur,  dass  er  allein  von  den  Constanten  der  Transformation 
abhängt.  Im  lets^teren  Falle  beweist  man,  dass  dieser  Factor  eine 
Potenz  der  Transformationsdeterminante  ist. 

Hat  man  es  nun  nur  mit  Functionen  der  Goefficienten  eioer 
einzigen  Grundform  zu  thun,  so  folgt  sofort,  dass  eine  jede 
Invariante  eine  homogene  Function  ihrer  Argumente  ist.  Derselbe 
Schluss  kann  aber  im  Allgemeinen  nicht  mehr  gemacht  werdeo. 
sobald  es  sich  um  simultane  Invarianten  mehrerer  Formen  handelt. 
Seien  zum  Beispiel  (ax),  (bx),  {ex)  drei  binäre  lineare  Formen,  so 
ist  bereits  (ab)  -4-  {bc)  eine  Invariante,  welche  obiger  Definition 
vollkommen  goQügt,  aber  nicht  in  Bezug  auf  die  Goefficienten 
jeder  einzelnen  Grundform  homogen  ist.  Für  das  Studium  der 
Gruppe  aller  linearen  Transformationen,  deren  In  variantentfaeorie 
eben  die  Theorie  der  algebraischen  Formen  ist,  haben  aber  der- 
artige Bildungen  keinerlei  Bedeutung;  hier  interessiren  nur 
solche  Eigenschaften  der  algebraischen  Formen,  welche  allein 
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von  den  Verhältnissen  der  Coefficienten  einer  jeden  abhängen. 
Man  sieht  sieh  daher  jetzt  genöthigt,  den  Begriff  der  Invariante 
nachträglich  einzuschränken,  und  die  HomogeneYtät  nun  aus- 
drücklich zu  verlangen,  während  man  sie  im  besonderen  Falle 
noch  beweisen  konnte.  Es  scheint  mir  aber  zweckmässiger, 
von  vornherein  einen  einheitlichen  Begriff  der  Invariante  zu 
Grunde  zu  legen. 

Eine  Abweichung  von  dem  seitherigen  Invariantenbegriff 
^rd  aber  geradezu  zur  Nothwendigkeit,  wenn  man  auch  irra- 
tionale Invarianten  mit  in  Betracht  ziehen  will.  Während  näm- 
lich hinsichtlich  der  rationalen  Invarianten  wenigstens  das 
Theorem  besteht,  dass  eine  jede  eine  ganze  Function  von  homo- 
genen Invarianten  ist,  gibt  es  hinsichtlich  der  irrationalen  In- 
varianten kein  ähnliches  Theorem;  man  muss  also  jetzt  entweder 
auch  nicht- homogene  Invarianten  zulassen,  was  im  Allgemeinen 
keinen  Zweck  hat,  oder  man  muss  die  HomogeneYtät  mit  in  den 
Begriff  der  irrationalen  Invariante  aufnehmen.  Dann  aber  muss 
man  dasselbe  doch  offenbar  auch  hinsichtlich  der  rationalen  In- 
varianten thun. 

Was  endlich  die  Umgrenzung  des  Invariantenbegriffes  an- 
langt, so  lässt  sich  geltend  machen,  dass  die  übliche  Definition 
der  Invariante  umfassender  ist,  als  man  sie  in  Wirklichkeit  ge- 
braucht und  gebrauchen  kann.  Seien  z.  B.  A  und  B  irgend 
zwei  Invarianten  gleichen  Grades,  so  bezeichnet  man  auch 
y|  +  >t  fi  als  eine  Invariante,  wo  l  irgend  eine  Zahl  sein  kann, 
%.  B.  auch  =  7t,  In  Wirklichkeit  operirt  man  aber  in  allen 
Fällen,  wo  man  einen  solchen  Parameter  specialisirt,  nur  mit 
rationalen  Zahlen,  und  es  wird  sich  auch  niemals  ein  Bedürfniss 
herausstellen  können ,  in  der  Theorie  der  rationalen,  bezOglich 
algebraischen  Invarianten  andere  als  rationale,  bezüglich  alge- 
braische Zahlen  zu  gebrauchen i).  Es  scheint  mir  gut,  die 
Bestimmung  der  Grössengebiete ,  in  welchen  man  sich  be- 
wegt, auch  sogleich  mit  in  den  Begriff  der  Invariante  aufzu- 
nehmen^ 


4}  Vgl.  Kronecker,  Gnindzöge  einer  arithmetischen  Theorie  der  alge- 
braischen Grössen.  Festschrift,  Berlin  4  888.  §  3,  S.  7.  Die  in  diesem  Werke 
niedergelegten  Ideen  sind  für  die  ganze  Gestaltung  der  nachher  aufzustellen- 
den GrandbegrifTe  massgebend  gewesen ;  auch  habe  ich  mich  der  in  dem- 
selben angewendeten  Terminologie  im  Wesentlichen  angeschlossen. 
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Ich  will  nun  versuchen,  ein  System  von  Begriffsbildnngen 
zu  entwickeln,  welches  den  genannten  Bedürfnissen  Rechnung 
trägt,  und  sich  auch  auf  irrationale  Invarianten  erstreckt.  Um 
jedoch  dem  ganzen  Gebäude  die  nöthige  Einfachheit  zu  wahren, 
und  seinen  Plan  besser  hervortreten  zu  lassen,  gebe  ich  die  auf- 
zustellenden Begriffe  nicht  sogleich  in  ihrer  grössten  Allgemein- 
heit, und  auch  nicht  genau  in  der  Form,  in  welcher  sie  später 
verwendet  werden  sollen.  Alle  Definitionen  sind  daher  so  zu 
verstehen,  dass  nachträgliche,  besonderen  Bedürfnissen  ent- 
sprechende Erweiterungen  vorbehalten  bleiben. 

Wenn  im  Folgenden  von  einer  j>linearen  Transformation* 
schlechtweg  die  Rede  ist,  so  ist  damit  immer  eine  solche  von  der 
Determinante  Eins  gemeint.  Eine  lineare  Transformation,  deren 
Determinante  einen  unbestimmt  gelassenen  Werth  hat,  wird  als 
eine  »allgemeine  lineare  Transformation t  bezeichnet.  Die  Goef- 
ficienten  der  Transformation  werden  im  letzteren  Falle  als  völlig 
unbestimmteYeränderliche^)gedacht,ebensoaberauchimeTStereD, 
mit  Ausnahme  der  einen  angegebenen  Beschränkung.  Es  ver- 
steht sich  von  selbst,  und  wird  im  Folgenden  nicht  wieder  her- 
vorgehoben, dass  bei  Ausführung  einer  linearen  Transformatioo 
die  Coefficienten  der  Transformation  immer  als  rational  bekannte 
Grössen  anzusehen  sind. 

»Invarianteneigenschaftii  (in  der  Gruppe  aller  linearen  Trans- 
formationen) heisst  die  Eigenschaft  einer  Function  der  Coeffici- 
enten algebraischer  Formen,  sich  nach  Ausführung  einer  linearen 
Transformation  (von  der  Determinante  Eins)  unverändert  zu  r^ 
produciren. 

Ich  beginne  mit  der  Umgrenzung  des  für  die  Theorie  der 
Invai'ianten  natürlichen  Rationaiitätshereiches ,  welchem  alle  in 
ihr  zu  untersuchenden  Grössengattungen  entstammen. 

Gebiet  L  (Stammbereich).  Als  rational  bekannt  angesehenwird 
eine  jede  ganze  rationale  Function  ^)  dei'  Coefficienten  einer  oder 
mehrerer  algebraischer  Formen  und  gewisser y  in  jedem  FaUeam- 


i,  Diu  Probleme,  mit  welchen  sich  die /nvananfenXAeorie  bescbSfligt, 
geben  im  Allgemeinen  keine  Veranlassung,  die  Transformationen  mit  ratio- 
nalen Zahlencoefficienten  auszuzeichnen.  Dieselben  besitzen  auch  geome- 
trisch nichts  Ausgezeichnetes. 

2}  Ich  bediene  mich  des  Ausdruckes  »Function  «  statt  des  an  sich  be- 
zeichnenderen Wortes  »Form«,  um  Verwechselungen  vorzubeugen. 
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drücklich  zu  adjungirender  Parametersysteme,  welche  in  den  Co- 
ef^ienten  jeder  einzelnen  Form  und  den  Parametern  jedes  einzelnen 
Systems  homogen  ist,  und  als  Coefficienten  nur  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  hat.  Die  Coefficienten  der  gegebenen  Formen  tverden 
dabei  als  völlig  unbestimmte  Grössen  gedacht, 

Anmerkung.  Unter  den  Functionen  des  Gebietes  I  werden 
in  bekannter  Weise  die  ganzen  Zahlen  und  die  adjungirten  Pa- 
rameter mit  einbegriffen.  Sie  sind  homogene  Functionen  vom 
Grade  Null  in  allen  Coefficientensystemen. 

Def.  I.  liGanze  Invarianted  heisstjede  Function  des  Gebietes  I, 
welche  die  Invarianteneigenschnfl  besitzt, 

ii  Ganze  Covaiiantea  gegebener  Formen  heisst  jede  ganze 
Invariante  in  dem  simultanen  System  derselben  und  gewisser. 
einem  jeden  Systeme  hinzuzufügender  linearer  Formen. 

Zusatz  4 ,  »Eine  ganze  Invariante«  ist  nach  Def.  I  auch  jede 
ganze  Zahl,  sowie  jede  ganze  ganzzahlige  homogene  Function 
der  adjungirten  Parameter.  Doch  wird  man  diese  in  der  Regel 
nicht  als  d Invarianten«  bezeichnen,  sondern  dies  Wort  für  die 
Funclionen  mit  Invarianteneigenschaft  vorbehalten,  welche  wirk- 
lich Coefficienten  algebraischer  Formen  enthalten.  Man  betrachtet 
es  dann  als  selbstverständlich,  dass  jene  Constanten  einem  jeden 
System  von  Invarianten  hinzugefügt  werden. 

Zusatz  2.  Der  Begriff  der  »ganzen  Covariantec  ist  nach 
Def.  I  kein  völlig  bestimmter,  sondern  hüngt  von  der  Zahl  und 
Art  der  dem  betreffenden  Systeme  hinzugefügten  linearen  Formen 
ab.  Welche  Formen  zu  adjungiren  sind,  darüber  wird  das  jedes- 
malige Bedürfniss  entscheiden.  Die  Nothwendigkeit,  überhaupt 
neben  dem  Begriffe  der  In  Variante  den  der  Covariante  einzuführen, 
Uegl  darin,  dass  gewisse  Grundprobleme  aus  dem  Gebiete  eines 
Systems  von  Formen  nicht  durch  Betrachtung  der  »Invarianten« 
des  Systems  allein  erledigt  werden  können .  Eben  dieser  Umstand 
weist  aber  auch  auf  eine  Begrenzung  in  der  Zahl  der  zu  adjun- 
girenden  linearen  Formen  hin.  Für  die  meisten  Zwecke  genügt 
es  bekanntlich,  im  Gebiete  n^*'  Stufe  n  —  i  Systeme  solcher 
Formen  einzuführen,  welche  bezüglich  1,2,  ...x...n  —  4 
Formen  enthalten ;  wobei  die  Coefficienten  des  x**"*  Systems  nur 
zu  den  x-reihigen  Determinanten  verbunden  auftreten,  w^elche 
man  der  aus  ihnen  gebildeten  Matrix  entnehmen  kann.  Man  wird 
daher  für  gewöhnlich  den  Begriff  der  ^ganzen  Covariante^  im 
engeren  Sinne  nur  für  die  simultanen  Invarianten  der  gegebenen 
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Grundformen  mit  jenen  Systemen  linearer  Formen  gebrauchen, 
und  da,  wo  besondere  Zwecke  die  Herbeiziehung  weiterer  linearer 
Formen  erfordern,  dies  ausdrücklich  festsetzen. 

Zusatz  3,  Eine  ganze  Covariante  i'om  Grade  Null  in  den 
Coef/icieriten  der  gegebenen  Grundformen  heisst  n^  ganze  identische 
Covariante  d, 

Zusatz  4.  Ersetzt  man  in  einer  Grundform  die  in  ihr  aut- 
tretenden Veränderlichen-Reihen  in  geeigneter  Weise  durch  die 
Coefficienlen  eben  so  vieler  linearer  Formen,  so  erhiiit  man  be- 
kanntlich ganze  Invarianten  des  simultanen  Systems  der  Grund- 
form und  dieser  linearen  Formen.  Wir  wollen  nun  festsetzen, 
dass  dies  immer  geschehen  soll,  so  dass  also  nunmehr  die  Grund- 
formen selbst  unter  den  Begriff  der  Invarianten,  bezüglich  Co- 
Varianten  fallen.  Die  ursprünglichen  Veränderlichen  kommen  durch 
diesen  Schritt  aus  der  Theorie  der  Invarianten  ganz  in  Wegfall, 
und  behalteyi  nur  noch  eine  zur  Begriffsbildung  dienende,  ver- 
mittelnde Rolle ') .  An  ihre  Stelle  treten  jene  linearen  Formen, 
deren  Systeme  (vgl.  Zusatz  2)  wir  jetzt,  ohne  Missdeutungen 
fürchten  zu  müssen,  als  »Veränderlichen  bezeichnen  dürfen ^. 
Damit  soll  natürlich  nicht  gesagt  sein,  dass  diese  Formen  etwas 
Anderes  wären,  als  die  Grundformen  selbst;  es  wird  durch  das 
Wort  nur  ihre  Stellung  in  der  Theorie  jener  Grundformen  be- 
zeichnet. 

Zusatz  5.  Darin,  dass  wir  in  der  Definition  des  Stanimbe- 
reiches  festgesetzt  haben,  dass  die  Coefficienten  der  gegebenen 
Formen  als  völlig  unbestimmte  Grössen  gedacht  werden  sollen, 

4)  Vgl.  Krorecker,  a.  a.  0.  S.  95. 

2)  Im  ternären  Gebiete  z.  B.  wird  es  nach  dieser  Definition  zwei  Arten 
von  »Veränderlichen«  geben.  Eine  erste  Art  von  »Veränderlichen«  beslehl 
aus  dem  Inbegriff  aller  Coefficienten  einer  linearen  Form,  welche  gleich 
Null  gesetzt  einen  Punkt  vorstellt;  eine  »Verftnderliche«  der  zweiten  Art 
ist  der  Inbegriff  aller  Determinanten,  die  man  der  Matrix  der  CoefficieDten 
zweier  Veränderlichen  der  ersten  Art  entnehmen  kann.  Diese  Determi- 
nanten sind  wieder  Coefficienten  einer  (»contragredienten«)  linearen  Form, 
welche  eine  Linie  vorstellt.  Im  quatcrnären  Gebiete  hat  man  drei  weseDtiicb 
verschiedene  Arten  von  »Veränderlichen«,  entsprechend  den  geometrischen 
Begriffen  Punkt,  Gerade,  Ebene,  u.  s.  f.  Der  Unterschied  unserer  jetzigen 
Definition  des  Begriffes  »Veränderliche«  von  der  gebräuchlichen,  voomir 
noch  Anfangs  benutzten,  liegt  einmal  in  der  Zusammenfassung ,  wonach 
ganze  Matrices  von  »Veränderlichen  «  der  älteren  Definition  jetzt  als  eine 
einzige  Veränderliche  bezeichnet  werden ;  dann  aber  vor  Allem  in  ihrer 
Behandlung  bei  linearen  Transformationen,  die  sich  von  der  Behandlosg 
der  zu  untersuchenden  Formen  nicht  mehr  unterscheidet. 
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liegt  bereits,  dass  eine  ganze  ganzzablige  homogene  Function 
dieser  Grössen  nur  dann  als  eine  »ganze  Invariante«  bezeichnet 
werden  darf,  wenn  sie  in  dem  ganzen  Gebiete  ihrer  Argumente 
die  Invarianteneigenschaft  hat.  Eine  ganze  ganzzahlige  Function, 
dienor  so  lange  die  Invarianteneigenschaft  hat,  als  ihre  Argumente 
gewissen  Relationen  genügen,  bezeichnen  wir  nicht  als  eine  »ganze 
Invariante«,  und  zunächst  überhaupt  nicht  als  eine  »Invariante«. 

Eine  solche  Function  kann  aber  sehr  wohl  innerhalb  jenes 
Theilgebietes  einer  »ganzen  Invariante«  gleich  sein. 

Gebiet  IL  Hierher  stellen  wir  alle  Functione^i,  welche  Quo- 
tienten zweier  Grössen  des  Gebietes  I  sind. 

Def.  IL  wRcUianale  Invarianten  heisst  jede  Function  des  Ge- 
bietes II j  welche  die  Invarianteneigenschaft  besitzt, 

»Rationale  Covariantetn  der  gegebenen  Grundformen  heisst 
jede  rationale  Invariante  in  dem  erweiterten  System  der  Grund- 
formen und  der  hinzugefügten  n Ver ander lichen<i,  welche  in  Bezug 
auf  die  Coefficienten  der  letztei*en  eine  ganze  Function  ist. 

Die  Theorie  dieser  rationalen  Invarianten  und  Govariantcn 
Idsst  sich  ohne  Weiteres  auf  die  der  ganzen  Invarianten  und 
Covarianten  zurückführen : 

Lehrsatz.  Jede  rationale  Invariante  ist  der  Quotient  zweier 
ganzer  Invarianten;  jede  rationale  Covariante  ist  der  Quotient 
einer  ganzen  Covariante  und  einet'  ganzen  Invariante. 

Bei  dem  Beweise  dieser  Behauptung  dürfen  wir  uns  auf 
den  ersten  Fall  beschränken,  da  dieser  den  anderen  mit  um- 
spannt. 

Es  seien  a^ ,  6^ , ...  die  Coefficienten  der  gegebenen  Formen, 
^iy  ^%'.  •  •  •  die  entsprechenden  Coefficienten  der  transformirten 
Formen,  also  homogene  lineare  Functionen  bezüglich  der  a,- ,  6^ , . . . 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  zu  untersuchende  Function  als 
ein  Bruch  dargestellt  ist ,  dessen  Zähler  /*  (a,- ,  b^^  ...  )  und 
Nenner  9)(a{,  b^.  ...)  dem  Stamrobereiche  angehören,  und  in 
diesem  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Es  ist  dann  nach 
Voraussetzung 

/'  fg ,  b\  . ..)  ^  f(a,  fr,  ...  ) 
fp(a',  6',  . .  /  ;  ""  qp(a,  6,  . . .  )  ' 

wofür  wir  auch  schreiben  können  : 

f{a\  h\  ..  .  )  .  fpia,  b,  ,  .  .)  _ 

"   rp{a\b',  ...  )     '  "^("^  ö,  ...  J  . 
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Nun  steht  rechts  eine  ganze  Function,  welche  in  den  Argument- 
reihen a^ ,  6jf ,  ...  homogen  ist,  also  auch  links.  Da  aber  f(a,b\  • . . ) 
und  (p{a',  b\  . . . )  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  mttssen 
q){a\b\  . . . )  und  9)(a.  6,  . . . )  einen  solchen  besitzen,  und  z^-ar 
in  der  Function  q){a'y  b\  . . .)  selbst.  Es  ist  also  der  Quotient 
q>[ci\  b\  . . .  )  :  fpia,  b,  . ..  )  eine  Constante  in  Bezug  auf  die 
Argumente  a,  6,  . . .  Hieraus  aber  folgt,  dass  er  eine  Potenz 
der  Transformationsdeterminante,  und  mithin  der  Einheit  gleich 
ist.    Es  sind  also  die  Functionen  tp  und  /*  ganze  Invarianten. 

Wesentlich  für  diese  Schlussweise  ist,  dass  die  Argumente 
a,- ,  6j^ ,  ...  entweder  von  einander  unabhängig  sind,  wie  ^w^ir 
es  in  der  Definition  des  Stammbereiches  vorausgesetzt  haben, 
oder  doch,  dass  zwischen  ihnen  höchstens  solche  algebraische 
Relationen  bestehen,  deren  Grad  höher  ist,  als  der  des  Pro- 
ducies  f,  q>, 

Zusatz,  in  vielen  Fällen  ist  es  ntltzlich,  für  solche  rationale 
Invarianten,  die  nicht  zugleich  ganze  Invarianten  sind,  eine 
kurze  Bezeichnung  zu  haben.  Ich  nenne  sie  ^gebrochene  Inva- 
riantent.  Eine  gebrochene  Invariante  kann  einer  ganz^o  Inva- 
riante oder  überhaupt  einer  Function  des  Gebietes  I  höchstens 
in  einem  Theile  des  Gebietes  ihrer  Argumente  gleich  sein. 

Zu  den  gebrochenen  Invarianten  gehören  insbesondere  die 
ii  absoluten  Invarianten  t^  zu  welchen  wir  auch  die  sogenannten 
»absoluten  Govariantenc  zählen  wollen.  Sie  sind  rationale  In- 
varianten, welche  in  den  Coefficienten  jeder  betheii  igten  Grund- 
form den  Grad  Null  haben. 

Gebiet  III.     Hierher   stellen  wir  jede  ganze  algebraische 
Function  der  Grössen  des  Gebietes  I,  welche  in  den  Coefßdenten 
jeder  einzelnen  Grundform,  und  in  den  Parametern  eines  jeden  ad- 
ßmgirten  Parametersystems  homogen  ist. 

Anmerkung.  Dazu  ist  nothwendig,  dass  die  Grade  der  Coef- 
ficienten der  algebraischen  Gleichung,  durch  welche  die  ganze 
algebraische  Function  definirt  wird,  in  Bezug  auf  die  Coeffidenten 
jeder  einzelnen  Grundform  und  die  Parameter  jedes  einzelnen 
Systems  eine  arithmetische  Reihe  bilden ;  sofern  man  nämlich  diesen 
Begriff  so  weit  fasst,  dass  er  auch  die  fortgesetzte  Wiederholung 
einer  und  derselben  Zahl  unter  sich  begreift. 

Das  Intervall  einer  solchen  arithmetischen  Reihe  ist  der  Grad 
der  homogenen  Function,  und  ist  nothwendig  eine  rationale  Zahl. 
Ist  dasselbe  nicht  zugleich  eine  ganze  Zahl,  so  versteht  es  sich 


r 


Begriff  der  Inyariante  algebraischer  Formbn.  145 


von  selbst,  dass  ein  jeder  Coefficient  den  Werth  Null  hat,  auf 
welchei^  eine  gebrochene  Gradzahl  fällt. 

De  f.  III.  y>Ganze  algebraische  Invariante  a  heissi  jede  Function 
des  Gebietes  ///,  welche  die  Invarianteneigenschaft  besitzt. 

-bGanze  algebraische  Covariantea  der  gegebenen  Grundformen 
heisst  jede  ganze  algebraische  Invariante  in  dem  erweiterten  System 
der  Grundformen  und  der  hinzugefügten  f^Veränderliehenny  welche 
in  Bezug  auf  die  Coefficienten  der  letzteren  eine  ganze  Function  ist. 
Von  ihnen  gilt  der  leicht  zu  erweisende 
Lehrsatz :  Die  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung, 
durch  toelche  eine  ganze  algebraische  Invariante  oder  Covariante 
defintrt  u^ird,  sind  ganze  Invarianten,  bezüglich  Covarianten. 

Zttsatz.  Eine  ganze  algebraische  Invariante  oder  Covariante, 
welche  nicht  zugleich  eine  ganze  Invariante  oder  Covariante  ist^ 
heisst  liirrationaU.  Eine  irrationale  ganze  Invariante  kann  als 
Function  der  Coef6cienten  der  an  ihrer  Bildung  betheiligten 
Grundformen  betrachtet  höchstens  in  einem  Theile  des  Gebietes 
ihrer  Argumente  einer  ganzen  Invariante,  oder  überhaupt  einer 
Function  des  Gebietes  I  gleich  sein. 

Ist  die  algebraische  Gleichung,  welcher  eine  ganze  irrationale 
Invariante  genügt,  im  Gebiete  I  unzerlegbar (irreducibel),  so  heisst 
die  Invariante  selbst  y^unzerlegbar^.  Eine  unzerlegbare  Invari- 
ante kann  höchstens  in  einem  Theile  des  Gebietes  ihrer  Argu- 
mente einer  zerlegbaren  Invariante,  oder  überhaupt  einer  zer- 
legbaren Function  des  Gebietes  III  gleich  sein. 

Der  aufgestellte  Lehrsatz  ist  hinsichtlich  der  Invarianten 
einer  Umkehrung  fähig,  nicht  aber  hinsichtlich  der  Covarianten. 
Gebiet  IV.  Hierher  stellen  wir  jede  ganze  algebraische  Func-- 
tion  der  Grössen  des  Gebietes  II  (oder  was  dasselbe  ist,  jede  al-* 
gebraische  Function  der  Grössen  des  Stammbereiches) ,  welche  in  den 
Coefficienten  jeder  einzelnen  Grundform,  und  in  den  Parametern 
eines  jeden  adjungirten  Parametersystems  homogen  ist. 

Anmerkung.  Ueber  die  Beschaffenheit  der  Gleichung,  welcher 
eine  solche  Function  genügt,  ist  dasselbe  zu  sagen,  wie  in  der 
Anmerkung  zur  Definition  des  Gebietes  III. 

Definition  IV.  »Algebraische  Invarianteti  heisst  jede  Function 
des  Gebietes  IV,  welche  die  Invarianteneigenschaft  besitzt. 

^Algdyraische  Covariante  der  gegebenen  Grundformen  heisst 
^de  algebraische  Invariante  in  dem  erweiterten  System  der  Grund- 

Mafh.-ph78.  ClAsse.  1887.  4  0 
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formen  und  der  hinxugefügten  BVeränderlichent ,  welche  in  Be%uf 
auf  die  Coefficienten  der  letzteren  eine  ganze  Function  iit, 

Lehrsatz.  Die  Coefficienten  der  algebraischen  GfeüAungy 
durch  wßlehe  eine  algebraische  Invariante  oder  Covariante  defhuri 
wii'dj  sind  rationale  Invarianten,  bezüglich  Covarianten, 

Zusatz,  Ist  eine  algebraische  Invariante  oder  CoTariant« 
nicht  zugleich  eine  ganze  algebraische  Invariante  oder  Covariante, 
so  heisst  sie  »gebrochen  a.  Ist  sie  nicht  zugleich  eine  rationale  Inva- 
riante, so  heisst  sie  ji  irrationalst.  Ist  die  Gleichung,  durch  welche 
sie  definirt  wird,  im  Gebiete  II  unzerlegbar,  so  heist  auch  die  Inva- 
riante »unzerlegbare.  Eine  gebrochene  —  irrationale — unzerleg- 
bare Invariante  kann  höchstens  in  einem  Theile  des  Gebietes  ihrer 
Argumente  einer  ganzen  —  rationalen  —  zerlegbaren  Invariaate 
gleich  sein. 

Ich  glaube  hiermit  zu  einem  folgerichtigen  System  von 
scharfen  Begriffen  gelangt  zu  sein.  Wie  man  sieht,  ist  der  Fort- 
schritt vom  Begriffe  der  ganzen  Invariante  zu  dem  der  rationaleo 
und  ganzen  algebraischen  Invariante,  und  von  diesen  wieder  zum 
Begriffe  der  allgemeinen  algebraischen  Invariante  genau  ent- 
sprechend dem  Fortschritte  der  Arithmetik  von  den   ganien 
Zahlen  zu  den   rationalen   und  ganzen  algebraischen  ZahleD, 
und  wieder  von  diesen  zu  den  allgemeinen  algebraischen  Zahlen. 
Jeder  Begriff  der  ersten  Reihe  fasst,  in  seiner  weitesten  Bedeu- 
tung genommen,  den  entsprechenden  Begriff  der  zweiten  Reibe 
unter  sich.  Allerdings  werden  wir  sogleich  sehen,  dass  diese  Um- 
grenzung der  Grundbegriffe  nicht  vollständig  der  Natur  derProb- 
leme  entspricht,  welche  die  Invariantentheorie  sich  stellt.  Gleich- 
wohl habe  ich  geglaubt,imlntercsse  grössererRlarheitbei  der  ersten 
Begriffbildung  diese  Art  der  Systematik  beibehaltenzu  rnttssen. 

Die  Abänderung,  w-elche  wir  nun  nachträglich  in  der  Um- 
grenzung des  Invariantenbegriffes  vornehmen  wollen,  betrifft 
nur  einen  untergeordneten  Punkt. 

Man  achtet  in  der  Theorie  der  Invarianten  nur  auf  soicbe 
Eigenschaften  algebraischer  Formen,  welche  dadurch  nicht  ler- 
stört  werden,  dass  man  die  Coefficienten  einer  jeden  Form  mit 
je  einer  beliebigen  Zahl  multiplicirt.  Es  ist  daher  nur  natur- 
gemäss,  zwei  Formen,  die  sich  nur  um  einen  Zahlenfactor  unter- 
scheiden^ als  gleichwerthig  (äquivalent)  zu  betrachten.  Damit 
aber  dies  möglich  sei,  ist  es  nothwendig,    die  Definition  der 
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•ganien  Invarianten«  so  einEuriehten,  dass  jede  ganze  Invariante 
d^  einen  ven  zwei  gleich werthigen  Formen  zugleich  als  eine 
»ganze  Invariantea  der  anderen  bezeichnet  virerden  kann.  Dazu 
iai  aber  erforderiicb,  den  Grössen  des  Stammbereiches  die 
rationalen  Zahlen  zu  adjangiren. 

Wir  setzen  also  fest,  dass  nimmehr  im  Gd)iete  I  auch  raüo- 
nale,  nicht  ganze  Zahlen  zugelassen  werden  sollen. 

Dadurch  veracbiebt  sich  die  Definition  der  ganzen  Invari- 
anten, nnd  in  Folge  der  gleichzeitig  abgeänderten  Umgrenzung 
<les  Gebietes  III  auch  die  der  ganzen  algebraischen  Invarianten 
in  etwas :  Zu  den  ersteren  gehören  jetzt  auch  alle  rationalen 
Zahlen,  zu  den  letzteren  alle  algebraischen  Zahlen  überhaupt. 
FOr  die  im  neuen  Sinne  »ganzen«  Invarianten  und  Covarianten, 
bei  welchen  also  auch  ein  ganzzahliger  Nenner  zugelassen  wird, 
werden  wir  auch  die  Worte  "^Invariantea  und  nCovariantea  ohne 
bestimmendes  Beiwort  gebrauchen. 

DassdievorgenommeneErweiterung  des  Stammbereicheseine 
unwesentliche  ist,  liegtdarin,  dass  esmöglichist  Jede  Grösse  deser- 
weiterten  Bereiches  durch  Multiplication  mit  einer  ganzen  Zahl  in 
eine  Grösse  des  ursprünglichen  Bereiches  Überzuführen.  Ganz  an- 
ders wurde  die  Sache  liegen,  wollten  wir  auch  irrationale  algebra-^ 
iscfae  Zahlen  zulassen.  Dadurch  würden  wesentlich  neue  Grössen 
entstehenydienftci^durchHultiplicationmiteineralgebraischenZahl 
inGrössendesorsprünglichenBereichesverwandeltwerdenkiJnnen. 

Algebraische  Invarianten,  deren  Quotient  überhaupt  irgend 
eine  (algebraische)  Zahl  ist,  bezeiehnen  wir  als  sproportiontdt, 

3. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  zu  untersuchen,  in  wieweit 
das  Grössengebiet,  welches  durch  unseren  Invariantenbegriff  um- 
spannt wird,  sich  mit  dem  Gebiete  deckt,  in  welchem  sieh  der 
seither  übliche  Begriff  der  Invariante  bewegt.  Denn  davon  hängt 
es  ab,  ob  die  neue  Definition  der  Invariante  ebensowohl  als  eine 
Grundlage  für  die  bis  jetzt  entwickelte  Invariantentheorie  wird 
dienen  können,  wie  die  ältere.  Dass  dies  nun  thatsäcUidi  der 
Fall  ist,  beruht  auf  den  folgenden  beiden  Sätzen: 

4)  Wendet  man  auf  eine  algebraische  Invariante  eine  aUge^ 
meine  lineare  Transformation  an,  so  reprodudrt  sich  diesdbe  mit 
einem  Faktor y  welcher  eine  Potenz  der  Transformationsdetermh- 
naate  mit  rationalem^  Exponenten  ist.    Und  zwar  ist  dieser  Eacpo- 
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nent  eine  positive  Zahlj   wenn  die  InvarianU  insbesondere 
ganze  algebraische  Invariante  ist;  er  ist  eine  ganze  Zahl^  wenm 
sie  eine  rationale  Invariante  ist. 

m 

2)  Wenn  eine  Function  des  GMetes  IV  die  Eigenschaft  besitUy 
nach  Ausführung  einer  allgemeinen' linearen  Trmsfarmaiüm  sick 
-mit  einem  Factor  %u  reprodudren^  der  nur  von  den  Ckmstanien  der 
Transformation  abhängt,  so  ist  dieselbe  eine  algebraisdie  hwariatUe. 

Eine  FunclioD  des  Gebietes  IV  ist  nach  ihrer  Definition  die 
Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Goefficienten  dem 
Gebiete  I  angehören.  Diese  Goefficienten  müssen  nun  offen- 
bar einsein  die  in  Satz  2)  vorausgesetzte  Eigenschaft  besitzen. 
Fttr  solche  Functionen  gilt  aber  bekanntlich  der  Satz,  dass  der 
Factor,  welchen  sie  annehmen,  eine  ganze  positive  Potenz  der 
Transformationsdeterminante  ist.  Nehmen  wir  diese  gldeh 
Eins,  so  folgt,  dass  jeder  Goefficient  unserer  Gleichung  eine 
ganze  Invariante  ist,  die  Wurzel  der  Gleichung  also  eine  alge» 
braische  Invariante.  Dies  ist  das  Theorem  2)* 

Nehmen  wir  umgekehrt  zunächst  eine  ganze  Invariante, 
und  wenden  auf  sie  eine  allgemeine  lineare  Transfcmnatton  an. 
Dann  können  wir  statt  dessen  ebensowohl  zwei  Transformatio- 
nen hinter  einander  ausfahren,  von  welchen  die  erste  die  Deter- 
minante Eins  hat;  die  andere  aber  darin  besteht,  dass  man  alle 
Veränderlichen    (das    Wort  in   seinem  ursprttnglichen  Sinne 
genommen)    mit  einem  und  demselben  Factor  r  multiplieirt. 
Die  Determinante  der  zusammengesetzten  Transformation  wird 
dann  eine  Potenz  von  r,  die  Grösse  r  selbst  also  eine  Function 
der  Goefficienten  der  zusammengesetzten  Transformation.  Die 
gegebene  ganze  Invariante  bleibt  nun  bei  der  ersten  Transfor- 
mation überhaupt  ungeändert,  bei  der  zweiten  nimmt  sie  wegen 
ihrer  HomogeneYtfit  eine  Potenz  von  r  als  Factor  an;  sie  erhill 
also  bei  einer  allgemeinen  linearen  Transformation  einen  Factor, 
der  eine  Function  der  Transformationscoefficienten  allein,  und 
mithin  eine  ganze  positive  Potenz  der  Transformationsdetenni' 
nante  ist.    Hiermit  ist  das  Theorem  4)  zunädist  für  den  ein- 
fachsten Fall  der  ganzen  Invarianten  erwiesen.    Darauf  lls8t 
sich  aber  der  allgemeinere  Fall  sofort  zurückführen.   Eine  ganie 
Invariante  nimmt  nämlich  als  Factor  eine  Potenz  der  Transfor- 
matiohsdeterminante  an,  deren  Exponent  leicht  anzugeben  ist. 
Derselbe  hangt  nur  von  den  Gradzahlen  der  Invariante  in  den 
Goefficienten  der  betheiligten  Formen  ab,  und  ist  eine  lineare 
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Function  dieser  Gradzahlen  mit  positiven  rationalen  Zahlen* 
coefficienten.  Wenn  also  die  sämmtlichen  Gradzahlen  einer  Reihe 
Yon  Invarianten  je  eine  arithmetisebe  Reihe,  bilden,  so  werden 
aneh  die  lugehorigen  Exponenten  eine  arithmetische  Reihe  bilden; 
and  in^enn  alle  jene  Reihen  positive  Intervalle  haben,  so  wird  auch 
die  leiste  Reihe  ein  solches  besitzen.  Es  werden  also  insbesondere 
aueh  diejenigen  Exponenten  eine  arithmetische  Reihe  bilden, 
welche  za  den  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung  gehören, 
deren  Wurzel  eine  algebraische  Invariante  ist.  Daraus  aber  folgt 
sofort,  dass  diese  selbst  eine,  im  Allgemeinen  gebrochene  Potenz 
der  Transformationsdeterminante  als  Factor  erhallt«  Wann  der  Ex- 
ponent der  leteteren  insbesondere  eineganzeoder  eine  positive  Zahl 
ist,  entscheidet  man  nachdem  Gesagten  ebenfalls  ohne  Weiteres  ^). 
Betrachtet  man  die  Theoreme  i )  und  2)  nur  insoweit  sie  sich  auf 
ganze  Invarianten  beziehen,  so  erkennt  man  in  ihnen  eine  formale, 
in  etwas  eingeschrSlnl^ter  Form  wiedergegebene  Abänderung  des 
auch  seither  in  der  Grundlegung  der  Invarianten theorie  vei  wen- 
deten Theorems.  Darin  liegt,  dass  der  von  uns  eingeführte  Inva- 
riantenbegriff  sieh  inhaltlich  mit  dem  üblichen  Regriff  der  Inva- 
riante deckt,  abgesehen  natürlich  von  der  Einschränkung, diedurch 
die  engere  Umgrenzung  des  Kreises  der  zu  betrachtenden  Punc^ 
tionen  herbeigeführt  wird.  Diese  Einschränkung  des  Begriffes  be- 
deutet aber,  wie  schon  angedeutet,  ntcA^  zugleich  eine  Beschränkun  g 
des  Stoffes  der  Invariantentheorie.   Es  werden  daher  auf  Grund 
des  neuen  Invariantenbegriffes  dieselben  Sätze  ausgesprochen 
werden  können,  wie  bisher,  mit  geringen  formalen  Abänderungen. 

Die  von  uns  »algebraische  Invarianten  agenannten  Functionen 
oder  Formen  bilden  im  Reiche  aller  algebraischen  Grössen  ein 
abgeschlossenes  Gebiet  für  sich,  welches  durch  seine  zahlreichen 
und  wichtigen  Verbindungen  mit  anderen  Zweigen  der  Mathe- 
matik eine  erhöhte  Bedeutung  gewinnt.  Wie  man  nun  die  For- 
derung stellen  muss,  die  Eigenschaften  eines  jeden  Rationalitätsbe- 
reiches  durch  Operationen  kennen  zu  lernen,  welche  ganz  innerhalb 
dieses  Bereiches  verlaufen^  so  ist  es  auch  wünschenswerth^  die  be- 
sonderen Eigenschaften  eines  überhaupt  irgendwie  natürlich  abge- 

A)  Es  wird  wohl  in  allen  Füllen  ausreichen,  solche  algebraische  Inva- 
rianten, zu  betrachten,  welche  in  den  Coefficienten  aller  betheiligten  Formen 
einen  potUhen  Grad  haben,  und  in  Folge  dessen  auch  bei  einer  allgemeinen 
linearen  Transformation  eine  positive  Potenz  der  Transformationsdeter- 
minante als  Factor  annehmen. 
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grenzten  Gr&ssengebietes  auf  Wegen  zu  erforschen  ^  wüdie  die 
Gremien  desselben  niemals  iä)ersokr6Ü9n» 

Dies  leistet  in  unserem  Falle  die  sogenannte  symbdisehe 
Methodei  Denn  es  Mrird  sunachsi  durch  die  aafgesiellten  Sttice 
die  Theorie  der  irrationalen  und  gebrochenen  Invarianten  auf 
die  der  ganaen  zurückgeführt.  Für  diese  aber  besteht  erstens 
der  bei  unserer  Umgrenzung  der  Grundbegriffe  keiner  Ein- 
schränkung mehr  unterworfene  Satz : 

Jede  ganze  Invariante  ist  symbolisch  darstellbar,  und  umge-- 
kehrt  ist  jeder  (allseitig  homogene)  symbolische  Ausdruck  eine 
ganze  Invariante^ 

Ferner  haben  Gordait  für  binäre  und  der  Verfasser  fQr 
temäre  Formen  gezeigt^),  dass  man  durch  Rechnen  mit  den  so^ 
genannten  symbolischen  Identitäten  auch  dW^  Relationen  erhalten 
kann,  welche  zwischen  ganzen  Invarianten  bestehen.  Eine  jede 
solche  Relation  stellt  sich  nothwendig  dermis  eine  ganze,  ganz-» 
zahlige  Function  von  Invarianten)  welche  identisch  den  Werih 
Null  hat.  Diese  Eigenschaft  der  betreffenden  Function  kann 
aber  nur  dadurch  sichtbar  gemacht  werden,  dass  man  die  in- 
varianten in  ihre  Bestandtheile  zerlegt,  und  damit  das  Gebiet 
der  Invarianten  verlässt.  Bei  der  symbolischen  Betrachtungs- 
weise nun  kann  man  diesen  Uebelstand  dadurch  vermeiden,  dass 
man  eine  gewisse,  endliche  Zahl  solcherRelationen  adjungirt.  Mit 
Hülfe  dieser  kann  man  dann  zu  allen  übrigen  Relationen  gelangen, 
ohne  aus  dem  Gebiete  der  Invarianten  heraustrelenzu  müssen'). 

4. 

Es  soll  nunmehr  von  einigen  Erweiterungen  des  Invarianten- 
begriffes die  Rede  sein,  zu  deren  Einführung  sich  nicht  bei  der 
ersten  Grundlegung,  sondern  erst  bei  weitergehenden  Entwickele 
ungen  ein  Bedürfniss  herausstellt. 

Wie  in  der  Einleitung  bemerkt,  wird  es  für  gewisse  Zwecke 
nothwendig,  bestimmte  Invarianten  einzelner  Grundformen  gleich 
Zahlen  zu  setzen.    Durch  eine  solche  Substitution  verlieren  die 


1)  Gordan,  Vorlesungen  über  Invarianlentheorie,  herausgeg^en  voa 
KeascbensteIKbr,  Bd.  II,  Nr.  447.  S.  4 SS.  —  »Ueber  temäre  lineare  Formen « 
Math.  Ann.  Bd.  XXX,  S.  420. 

S)  innerhalb  des  Gebietes  der  Invarianten  gibt  es  nieder  abgeschlossene 
Gebiete,  hinsichtlich  deren  man  ähnliche  Forderungen  stellen  kann.  So  zum 
Beispiel  im  binären  Gebiete  das  Reich  aller  Formen  gerader  Ordnung,  ferner 
die  einselnen  Forme nsystemei  Hierauf  werde  ich  später  noch  ausführlich 
zurückkommen. 
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InvarianteD;  welche  die  Coefficienten  jener  Grundformen  ent*- 
bähen,  im  Allgemeinen  ihre  HomogeneYtät :  sie  sind  nicht  mehr 
.sdilechtweg  homogen,  sondern,  wenn  der  Ausdruck  gestattet  ist, 
nur  noch  homogen  fnodfäo  jener  Invarianten^  die  jetzt  natürlich 
auch  im  Nenner  zuzulassen  sind.  Wir  werden  auch  diese  Bil* 
düngen  noch  unter  dem  Begriffe  der  »Invarianten«  zulassen; 
müssen  uns  aber  bewusst  bleiben,  dass  wir  damit  jenen  Grund* 
formen  eine  ausgezeichnete  Stellung  eingeräumt  haben. 

Femerwird  es  manchmal  ntttzlich  sein,  auch  noch  in  einer  an- 
deren Richtung  von  der  Forderung  derHomogeYtfit  abzugehen.  So 
z .  B.,  wenn  man  in  derTheorie  einer  binären  biquadratischen  Form 
die  Involution  der  Grundform /'und  ihrer  HcssEschen  Co  Variante  A 
unter  der  Form  x/*-!-  Xh  darstellt.  In  solchen  Fallen  machtman  aber 
stillschweigenddenYorbehaltjdassdie  unbestimmtgelassenen  Pa- 
rameter X  und  k  nachträglich  durch  solche  Invarianten  ersetzt 
werden  sollen,  dassderganzeAusdruck  wiederhomogen  wird;  die 
Abweichung  von  der  HomogeneYtät  ist  also  hier  nur  scheinbar* 

Eine  weit  wesentlichere  Erweiterung  unseres  Stammbe- 
reiches bedeutet  es,  wenn  wir  auf  die  Unabhängigkeit  der  Coef- 
ficienten  der  einzelnen  Grundformen  verzichten,  wie  es  in  vielen 
und  wichtigen  Untersuchungen  geschieht.  Doch  werden  sich 
auch  die  Resultate  der  hierdurch  erweiterten  Theorie  in  eine 
solche  Form  kleiden  lassen,  dass  man  den  Bereich  der  Invarianten 
nicht  in  Wirklichkeit  zu  verlassen  braucht.  Die  Ergebnisse  der 
einmal  entwickelten  Theorie  werden  nämlich  nur  durch  solche 
Relationen  zwischen  den  Coefficienten  der  einzelnen  Grundformen 
abgeändert  werden  können,  welche  sich  durch  gleich  Null  ge- 
setzte Invarianten  oder  Co  Varianten  darstellen  lassen.  Man  füge 
nun  die  linken  Seiten  jener  Relationen  den  symbolischen  Iden- 
titäten als  neue  ifodu/n  hinzu,  und  betrachte  nun  statt  der  Identi- 
täten zwischen  Invarianten  nur  Gongruenzen  in  Bezug  auf  diese 
Moduln.  Setzt  man  diese  gleich  Null,  so  verwandeln  sich  die  Con- 
gruenzen  in  wirkliche  Gleichungen.  Dabei  kann  es  eintreten, 
dass  eine  algebraische  Invariante  der  gegebenen  Grundformen 
und  der  hinzugenommenen  linearen  Formen,  welche  vorher  nicht 
die  Eigenschaft  der  Covarianten  hatte,  nämlich  eine ^anjse Function 
der  Coefficienten  der  letztgenannten  Formen  zu  sein^  nunmehr 
diese  Eigenschaft  erhält.  Wir  werden  auch  noch  solche  Bildungen 
als  i> algebraische  Covariantena  der  durch  Nullsetzen  der  Moduln 
specidlisirten  Formen  bezeichnen;  und  zwar  je  nach  der  Möglich- 
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keiX  ihrer  Darstellung  duroh  gebrochene,  rationale,  ganze  oder  ge* 
i)rochene  irrationale  InTarianten  ebenfalls  als  »gebrochene  ratio- 
nale«,  bezüglich  pganzea  oder  »gebrochene  irrationale«  Covarianten. 

Neben  den  Formen,  welche  Veränderliche  eines  einzigen  Ge- 
bietes enthalten,  wirdman  als  gleichwerthige  Gebilde  auch  Formen 
zu  betrachten  haben,  in  welchen  Veränderliche  verschiedener  Ge- 
biete auftreten,  deren  lineare  Transformationen  von  einauder  un- 
abhängig sind. 

Als  »Invarianten^  solcher  Formen  werden  wir  solche  ganze 
rationalzahlige,  allseitig  homogene  Functionen  ihrer  Coefficienten 
bezeichnen,  welche  in  Bezug  auf  die  gleichzeitig  ausgeführtea 
Transformationen  sämmtlicher  Gebiete  die  Invarianteneigenschaft 
haben ;  als>Coi;anantenasolchesimultane  Invarianten  jenerFormen 
mit  linearen  Formen,  welche  in  Bezug  auf  mindestens  eines  jener 
Gebiete  der  Definition  der  Covarianten,  in  Bezug  auf  die  anderen 
aber  der  Definition  der  Invarianten  oder  Covarianten  genOgeo. 

Unter  die  letzteren  Begrifife  fällt  auch  der  der  »Combinantei. 

Betrachtet  man  eine  Anzahl  von  m  Formen  mit  denselben  Ord- 
nungszahlen alsGoefficienteneinerlinearenFormineinemneuhin- 
zuzufügenden  Gebiete  w*®' Stufe,  und  bildet  nun  nur  solche  Inva- 
rianten und  Covarianten  derneu  entstandenen  Form,  welche  in  Be- 
zug auf  das  letztere  Gebiet  blosse  Invarianten  sind,  so  heissen  diese 
y>Combinanten<i}ener  m  Formen.  Sie  sind  Invarianten  oder  Covarian- 
ten, welche  nichtvon  den  m  Formen  einzeln,  sondern  nur  von  der 
ganzen,  durchsie bestimmten  linearen  Mannigfaltigkeitabhängen. 

Man  kann  auch  im  System  einer  einzelnen  Grundform  von 
»Combinantencr  reden.  Es  tritt  nämlich  sehr  häufig  ein,  dass 
sich  in  den  Ausdrücken  von  Invarianten  und  Covarianten  die 
Coefficienten  der  Grundform  derart  zu  Coefficienten  gewisser 
Covarianten  q>,  Xj  V^  zusammenziehen  lassen,  dass  der  Ausdruck 
auch  dann  noch  eine  Invariante  oder  Covariante  (der  Formen 
g)\  X  1  ^')  bleibt,  wenn  man  die  Coefficienten  jener  Covarianten 
durch  die  Coefficienten  ebenso  vieler  völlig  unabhängiger  Formen 
9?',  Xi  ^'  ersetzt.  Ist  nun  diese  Invariante  oder  Covariante  ins- 
besondere eine  Combinante  der  Formen  q)', x,  V'»  so  heisst der 
vorgelegte  Ausdruck  eine  r>  Combinante  a  der  Formen  y,  x>  V'- 

Durch  diese  Definition  der  Combinanten  von  einander  ab- 
hängiger Formen  umgehen  wir  die  Schwierigkeit,  welche  Goidaic 
in  seinen  Vorlesungen  über  Invariantentheorie  (herausgegeben 
von  G.  Kbrscbensteiner,  Bd.  II,  Nr.  69,  S.  73)  hervorhebt. 


C.  Venmaniiy  Grundzüge  der  analytischen  Mechanik,  ins- 
besondere der  Mechanik  starrer  Körper,  *) 

Die  Mechanik  handelt  von  den  Bewegungen  der  im  Univer^ 
sum  vorhandenen  Materie.  Das  Bestreben  der  Mechanik,  diese 
Bewegungen  zu  übersehen,  zu  beschreiben,  zu  erklören,  kurz 
die  Gesetze  derselben  zu  ermitteln,  —  dieses  allgemeine  Be- 
streben wurde  in  bestimmtere  Bahnen  gelenkt  durch  die  Ar- 
beiten von  Gaxilbi  und  Newton.  Denn  hier  zuerst  sehen  wir  den 
Gedanken  hervortreten,  dass  das  eigentliche  Ziel  der  Forschung 
nicht  in  der  Auffindung  der  Integralgesetze  der  Bewegungen, 
sondern  vielmehr  in  der  Entdeckung  der  betreffenden  Differen- 
ttalgesetze  bestehe.  Hiemit  war  bei  Newton  zugleich  die  Vor- 
stellung einer  zwischen  den  kleinsten  Theilchen  der  Materie  von 
Augenblick  zu  Augenblick  stattfindenden  gegenseitigen  Ein- 
wirkimg {actio)  verbunden,  —  eine  Vorstellung,  die  heut  zu 
Tage  fast  trivial  erscheint,  damals  aber  so  neu  und  fernliegend 
war,  dass  sie  z.  B.  von  Hütchens  (in  einem  Briefe  an  Lbibniz) 
schlechtweg  für  absurd  erklärt  wurde. 

Die  Vorstellungen,  welche  Newton  über  diese  sogenannten 
Einwirkungen  (actiones)  sich  gebildet  hat,  sind  der  Hauptsache 
nach  ausdrttckbar  durch  folgende  drei  Gesetze : 

(a.)  das  Trägheitsgesetz, 

(ß,)  das  Gesetz  des  Parallelogramms, 

((y.)  das  Gesetz  der  Action  und  Reaction, 

Das  erste  derselben  betrifft  den  idealen  Fall,  dass  auf  das 
betrachtete  materielle  Theilchen  gar  keine  Einwirkungen  statt- 
finden. Das  zweite  hat  die  Art  und  Weise  zum  Gegenstande, 
in  welcher  mehrere  auf  ein  und  dasselbe  Theilchen  stattfindende 


4)  Das  Manuscript  wurde  eingereicht  am  43.  December  4887. 


154  G.  Nbchann, 

EiDwirkuDgen  sich  unter  einander  combiniren.  Und  das  dritte 
endlich  bezieht  sich  auf  die  nähere  Beschaffenheit  dieser  Ein- 
wirkungen. 

Allerdings  kann  es  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  die 
durch  die  Gesetze  (a.),  {ß.)^  [y.)  ausgedrückten  Eigemchaften 
dieser  sogenannten  Einwirkungen,  wie  überhaupt  auch  deren 
Existenz^  durch  und  durch  hypothetische  Vorstellungen  sind. 
Wollte  man  indessen,  hiemit  unzufrieden,  nach  Fundamenten 
trachten,  die  nicht  hypothetisch  sind,  nach  Fundamenten,  die 
wirklich  den  Stempel  unumstösslicher  Wahrheit  an  sich  tragen, 
so  würde  man  gezwungen  sein,  zu  den  Sätzen  der  Logik  oder 
Mathematik  seine  Zuflucht  zu  nehmen.  Aus  derartigen  rein  for- 
malen Sätzen  aber  irgend  welche  Theorie  der  Naturerscheinun- 
gen constniiren  zu  wollen,  würde  offenbarer  Wahnsinn  sein. 

Die  Aufgabe  der  Mechanik  kann  also  niemals  darin  be- 
stehen, die  im  Universum  statt6ndenden  Bewegungen  direct 
auf  mathematische  Nothwendigkeit  zurückzuftahren ,  sondern 
immer  nur  darin,  jene  Bewegungen  mit  mathematischer  Consa- 
quenz  aus  irgend  welchen  Hypothesen  abzuleiten,  die  alsdann 
ihrerseits  als  unerklärlich,  unbegreiflich,  als  willkürlich  zu  be- 
zeichnen sind. 

Jene  hypothetischen  Gesetze  (a.),  {/?.),  (y.)  sind  mit  den  von 
Newton  selber  in  seinen  Principiis  mathemoHcis  Phihsopkiae 
naturalis  (4  687)  angegebenen  Gesetzen  (I.),  (IL),  III.)  dem  eigeot- 
lichen  Inhalte  nach  tibereinstinmiend.  Es  lanten  nämlich  diese 
letztem  folgendermassen : 

Lex  I:  Corpus  omne  persevcrare  in  statu  suo  quieseendi  vd 
movendi  uniformiter  in  direcium^  nisi  quatenus  illud  a  Finftitf 
impressis  oogitur  statum  suum  mutare. 

Lex  II :  Mutationem  motus  proportionalem  esse  Vi  motriei  imr 
pressae^  et  fieri  secundum  lineam  rectam  qua  Vis  illa  impritmtw. 

Lex  III :  Actioni  contrariam  semper  et  aequalem  esse  Re- 
actionem ;  sive  corporum  duorum  Actiones  in  se  mutuo  semfer 
esse  aequales  et  in  partes  contrarias  dirigi. 

Die  Gesetze  [a.),  [yj)  sind  also  mit  den  Gesetzen  (L),  (IH.) 
geradezu  identisch.  Dass  aber  andrerseits  der  Hauptsache  nach 
auch  Uebereinstimmung  stattfindet  zwischen  (ß.)  und  (IL),  ei^ 
giebt  sich  aus  den  Ton  Newton  selber  dem  Gesetze  (IL)  bei- 
gefügten Zusätzen. 

Jene  Gesetze  (a.),  (/?.),  (/.)  repräsentiren  die  hypotheti- 
schen Grundvorstellungen,  auf  denen  unser  beutiges  System  der 
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Mechanik,  und  hiemU  sagleiefa  alle  Theile  der  Astronomie,  und 
Physik,  bemhen.  In  der  That  soll  im  Folgenden  der  Versuch 
gemacht  werden,  die  ganze  Mechanik,  soweit  dieselbe  die  Be- 
^wegung  starrer  Körper  bctri£ft,  von  jenen  Grundgesetsen  aus 
in  einfacher  und  libersichtlicher  Weise  darzulegen. 

Bevor  wir  aber  hierauf  näher  eingehen,  mtfgen  zuvOrderst 
einige  allgemeine  Bemerkungen  vorangeschickt  werden  theils 
über  die  Materie  selbst^  theils  ttber  die  Bewegung  der  Materie. 

Die  Mathematik  hat  es,  abgesehen  von  räumlichen  Yorstel« 
Inngen,  nur  mit  Zahlen  zu  thun«  Und  es  liegt  daher  in  der  Na* 
tur  der  Sache,  dass  mathematische  Betrachtungen  auf  ein  ma-* 
terielles  Theilchen  immer  erst  dann  anwendbar  sein  können, 
mrenn  zuvor  irgend  welche  Zahlen  gegeben  sind,  die  jenem 
Theilohen  eigenthümlich  zugehören.  Eine  solche  Zahl  ist  die 
sogenannte  Masse  des  Theilchens,  welche  man  füglich  auch  als 
seine  Tr(tgheils%ahl,  oder  schlechtweg  als  seine  Trägheit  be- 
zeichnen konnte.  Nennt  man  nun  ein  materielles  Theilchen, 
dessen  Dimensionen  verschwindend  klein  sind  —  einerlei  ob 
dasselbe  noch  weiter  zerlegbar  ist,  oder  nicht  —  kurzweg  einen 
materiellen  Punkt,  so  kann  die  betreffende  Definition  folgender- 
massen  ausgesprochen  werden : 

BeflnitioiL  der  Maase.  —  Unter  der  Masse  eines  materi- 
ellen Punktes  soll  eine  gewisse  demselben  eigenthümlich  zugehörige 
positive  Zahl  verstanden  werden^  und  zwar  eine  Zahl,  die  für 
den  betrachteten  Punkt  fortdauernd  ein  und  dieselbe  bleibt. 

Was  nun  ferner  die  Bewegungen  der  Materie,  respective 
der  einzelnen  materiellen  Punkte  betrifft,  so  können  wir  dieselben 
auf  jedes  beliebige  Coordinatensystem  beziehen.  Ebenso  aber, 
wie  wir  z.  B.  bei  calorischen  Untersuchungen  gut  thun  werden, 
alle  Temperaturen  nach  ein  und  derselben  Scala  (z.  B.  nach  der 
CsLSics^schen  Scala  des  Quecksilberthermometers]  zu  beur- 
theilen,  ebenso  wird  es  in  der  Mechanik  zweckmässig  sein,  alle 
im  Universum  stattfindenden  Bewegungen  auf  ein  und  dasselbe 
Coordinatensystem,  d.  i.  auf  ein  und  dasselbe  rechtwinklige 
Axensystem  zu  beziehen.  Zugleich  erscheint  es  angemessen, 
dieses  Axensystem,  welches  kurzweg  das  absolute  heissen  mag, 
nidit  in  voreiliger  Weise  zu  fixiren  (etwa  durch  Anlehnung  an 
irgend  welche  Himmelskj^rper),  sondern  vielmehr  seine  Lage 
im  Universum  einstweilen  noch  in  suspenso  zu  lassen,  die  be- 
treffende Definition  also  folgendermassen  auszusprechen: 
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Beflnitioa  dea  absoluten  Azensystenis.  —  Alle  im  Univer- 
sum stattfindenden  Bewegungen  sollen  auf  ein.  und  dasselbe 
rechtwinklige  Axensystem  bezogen  werden;  und  dieses  mag  kurz-- 
weg  das  absolute  Axensystem  heissen, 

Demgemäss  wird  zu  sprechen  sein  von  dem  absoluten  Ort, 
von  den  absoluten  Coordinaten  eines  materiellen  Punktes,  ebenso 
von  seiner  absoluten  Bewegung,  von  seiner  absoluten  Bahn,  re- 
spective  von  seinor  absoluten  Ruhe*  Doch  werden  wir  in  air 
solchen  Fällen  das  Epitheton  i» absoluta  ganz  fortlassen  ktfnnen, 
indem  wir  ein  für  alle  Mal  festsetzen,  dass  das  Verhalten  der 
materiellen  Punkte  stets  mit  Bezug  auf  jenes  absolute  Axen- 
system zu  beurtheilen  sei.  Dieses  System  mag  mit  (x,  y,  %) 
bezeichnet  werden. 

Bemerkung.  —  Genau  dieselbe  VorstelluDg,  wenn  auch  ia 
etwas  andere  Worte  gefasst,  findet  man  in  der  Mecanique  eelesie 
(Tome  I,  Livre  I,  Cbap.  I,  No.  4).  Denn  Laplacb  sagt  daselbst: 
On  imagine  un  espace  sans  bomesj  immobile  et  penetrable 
ä  la  mattere.  Cest  aux  parties  de  cet  espace  reel  ou  ideal, 
que  nous  rapportons  par  la  pensee  la  position  des  corpSy  et  nout 
les  concevons  en  mouvement  lorsquHls  repondent  successivement 
ä  divers  lieux  de  l' espace. 

Laplage  betrachtet  also  den  Raum,  auf  welchen  alle  Bewe- 
gungen zu  beziehen  sind,  ge Wissermassen  als  eine  das  ganze 
Universum  erfüllende  starre  Substanz.  Ob  man  nun  schliesslich 
diese  starre  Substanz  als  immobil  oder  als  absolut  bezeichnet, 
.  macht  keinen  Unterschied.  Denn  das  eine,  wie  das  andere 
Wort  ist  im  vorliegenden  Fall  eben  nur  ein  Epitheton  omans. 

Schliesslich  mag  noch  folgende  ganz  elementare  Bemer- 
kung oder  DeßnitioD  hier  ihren  Platz  finden. 

Definition  der  Coinponenten.  —  Ist  im  Räume  irgend  eine 
gerade  Linie  L  gegeben,  welche  gegen  die  absoluten  Axeti  unter 
den  Winkeln  «,  /?,  y  geneigt  ist,  so  reprüsentiren  die  Producte 

L  cos  a  ,      L  cos  ß  ,      L  coä  y 

die  Kanten  eines  den  absoluten  Axen  parallelen  ParaUelepipe- 
dums,  welches  die  Linie  L  zur  Hauptdiagonale  hat.  Diese  drei 
Kanten,  jede  derselben  positiv  oder  negativ  genommen,  jenackdetn 
das  betreffende  Product  positiv  oder  negativ  ist,  mögen  dteabso^ 
luten  Componenten  der  Linie  L,  oder  kurzweg  die  Com- 
ponenten  derselben  genannt  werden. 

Reprisen tirt  z.  B.  Z  die  von  irgend  einem  Punkte  (x^  y,  sj 
nach  irgend  einem  andern  Punkte  (o?^ ,  y^ ,  jsJ  hinlaufende  gerade 
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Linie,   und  bezeichnet  man  wiederum  die  AViokel,  welche  L 
mit  den  Axen  einschliesst,  mit  a,  ß^  Yi  ^  ^^^ 

5C4  —  cc  ^ss  L  cos  a,      y^— y  =  Zcos/?,      j?j  —  ä  =  £  cos  y  . 

Und    demgemäss  werden  x^  —  a?,  y^  —  y,   z^^  z  zu  bezeich- 
nen sein  als  die  Componenten  der  Linie  L. 

Dieser  Definition  entsprechend,  sollen  also  die  sogenannten 
Componenten  im  vorliegenden  Aufsatz  einen  rein  geometrischen 
Begriff  repräsentiren,  der  an  und  für  sich  mit  der  Mechanik 
nichts  zu  thun  bat. 

§<• 

Die  erste  Hypothese  der  MeeliAiiik. 

Snte  Hypothese:  das  Trägheitsgesetz.  —  Ein  materieller 
Punkt,  aufweichen  keinerlei  Einwirkung  stattfindet^  wird  ent-^ 
fveder  in  Ruhe ,  oder  aber  in  geradliniger  Bewegung  be- 
griffen  sein*). 

Betrachtet  man  ferner  zwei  materielle  Punkte,  und  setzt  man 
wiederum  voraus,  dass  auf  dieselben  keinerlei  Einwirkungen  statt-- 
finden,  so  werden  die  geradlinigen  Bewegungen  dieser  beiden 
Punkte  von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  gleich  grossen 
Wegabschnitten  des  einen  Punktes  Wegabschnitte  des  anderen 
entsprechen,  die  wiederum  unter  einander  gleich  gross  sind. 
Bezeichnet  man  also  irgend  zwei  von  den  beiden  Purüeten  gleich- 
zeitig durchlaufene  Wegabschnitte  mit  s  und  s^,  so  wird  der 

Quotient  —  eine  Constante  sein. 

Solches  festgesetzt,  mögen  nun  unter  ^/etcAen  Zeitabschnitten 
solche  verstanden  werden,  innerhalb  deren  ein  sich  selbst  über-^ 
iassener  materieller  Punkt  (d.  i.  ein  Punkt,  auf  den  keinerlei 
Einwirkungen  stattfinden)  gleiche  Wegabschnitte  zurücklegt. 
Alsdann  wird  man,  nachdem  überdies  irgend  ein  bestimmter 
Zeitabschnitt  mit  Eins  bezeichnet  worden  ist,  die  fortschreitende 
Zeit  numerisch  auszudrücken  im  Stande  sein.  Und  dieser  nu- 
merische Werth  der  fortschreitenden  Zeit  mag  t  heissen.  —  Ein 
wenig  anschaulicher  wird  man  offenbar  diese  Definition  von  t 
auch  so  formuliren  können. 


i)  Selbstverständlich  ist  hier  von  der  absoluten  Ruhe  des  Punktes, 
resp.  von  seiner  absoluten  Bewegung  die  Rede.  Vgl.  pag.  456. 
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Definition  d«r  Zeit.  —  Man  denke  sich  irgendwo  im  Uni- 
versum einen  idealen  materiellen  Punkt  fXj  der  fortdauernd  sidi 
selbst  überlassen  bleibt  (auf  den  also  niemals  irgend  welche 
Einwirkungen  stattfinden). 

Alsdannsollunter  der  fortschreitenden  Zeit  t  gerade- 
zu die  mehr  und  mehr  anwachsende  Weglänge  verstanden  werden, 
welche  dieser  ideale  Punkt  fx,  von  irgend  einem  bestimmten  An- 
fangsaugenblick  an,  zurücklegt. 

Bemerkung,  —  Newton  sagte:  Die  absolute,  wahre  nnd 
mathematische  Zeit  verfliesst  an  sich  und  vermöge  ihrer  Natar 
gleichförmig  und  ohne  Beziehung  auf  irgend  einen  äusseren 
Gegenstand. 

An  die  Definition  der  Zelt  sohliesst  sich  unmittelbar  die 
Definition  der  Geschwindigkeit,  und  ebenso  auch  die  der  leben- 
digen Kraft  an : 

Definition  der  Oeechwindigkeit  nnd  der  lebendigen  Kraft. 

—  Ist  ein  materieller  Punkt  m  (wie  z.  B.  ein  vom  Winde  dahin- 
geführtes  Sandkorn)  in  beliebiger  Bewegung  begriffen^  so  ver- 
steht man  unter  der  Geschwindigkeit  V dieses  Punktes  m  ein 
von  demselben  durchlaufenes  Wegelement  dSj  dasselbe  dividiri 
durch  das  dazu  aufgewendete  Zeitelement  dt: 

Ueber  dies  pflegt  man  unter  der  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  V 
die  augenblickliche  Bewegungsrichtung  des  Punktes,  d.i.  die  Richtung 
des  Elementes  ds  zu  verstehen. 

Ferner  bezeichnet  man  das  Product 

kurzweg  als  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  des  Punktes  % 

Denkt  man  sich  die  Geschwindigkeit  Vy  ihrer  Grösse  und 

Richtung  nach,  durch  eine  von  m  ausgehende  Linie  dargestellt, 

so  haben  die  Componenten*)  u,  v,  w  dieser  Linie  die  Werthe: 

(C.)       u  =  r  cos  a  ,     ü  =  F  cos  j?  ^     iü  =  F  cos  /  , 

wo  a,  ß,  y  die  Winkel  bezeichnen ,  unter  denen  V  oder  [was 

dasselbe)  ds  gegen  die  absoluten  Axen  geneigt  ist. 

4)  Es  ist  hier  darchweg  von  der  absoluten  Bewegung,  resp.  vooder 
absokiten  Geschwindigkeit  die  Rede. 

2)  Vgl.  die  Definition  der  Componenten,  pag.  456. 
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Sind  nun  ferner  (cc,  y,  z)  und  {x  +  dXyy^^dy^  z  'h  dz) 
die  Coordinaten  des  Anfangs*-  und  Endpunktes  von  d$ ,  mitbin 
{daSy  dy^  d*)  die  Componenten  von  ds^  so  ist : 

(Z>.)       dx  =  d«  cos  a  ,     dy  «=  d«  cos  /?  ,     das  =  d^  cos  y  . 

Ans  (C]  und  (D.)  folgt  durch  Divisi\)n : 

d^   '  ds  \  ds  ^ 

oder,  falls  man  für  Fden  Werth  [A.)  substituirt: 

iwy\  dx  dy  dz 

iE.)  u^jj,     r  =  ^,     «,  =  ^^; 

SO  dass  man  also  zu  folgendem  Satze  gelangt. 

Satz.  —  Ebenso  wie  die  Geschwindigkeit  V  eines  Punktes 
bezeichnet  werden  kann  als  der  Differentialquotient  des  Weges 
nach  der  Zeil  : 

^  ^^  ^        dt  ' 

ebenso  können  seine  G eschwindig keitscomponenten  u,  v,  w 

bezeichnet  werden  cUs  die  Differentialquotienten  der  Coordinaten 

nach  der  Zeit: 

f^x  dx  dy  dz 

Ist  insbesoodere  dei*  Punkt  m  sich  selbst  überlassen,  finden 
auf  denselben  also  keinerlei  Einwirkungen  statt,  so  können  wir 
den  Ausdruck 

ds 

y _ 

""  dt 

als  den  Quotienten  zweier  Wegelemente  ds  und  dt  ansehen, 
die  von  zwei  sich  selbst  überlassenen  Punkten,  nämlich  von 
dem  betrachteten  Punkte  m  und  dem  früher  genannten  idealen 
Punkte*)  IX  gleichzeitig  durchlaufen  werden.  Zufolge  des  Träg- 
heitsgesetzes*) ist  daher  V  constant.  Andererseits  aber  wird, 
infolge  dieses  Gesetzes,  die  Richtung  von  F,  d.  L  die  Richtung 
von  ds  ebenfalls  constant  sein.  Demgemäss  sind  die  Winkel 
e,  ß,  y,  mithin  [nach  (C)]  auch  u,  v,  w  constant;  so  dass  wir 
also  zu  folgendem  Satze  gelangen : 


4)  Vgl.  die  Definition  der  Zeit  pag.  4  58. 

2)  Vgl.  die  auf  pag.  457   gegebene  Formulirung    dieses   Gesetzes, 
namentlich  den  Schluss  derselben. 
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Satz.  —  Die  Geschwindigkeit  V  und  die  GeschwindigkeäS'- 
companenten  u,  i;,  to  eines  mctteriellen  Punktes  m  bleiben  constant, 
so  lange  derselbe  sich  selbst  überlassen  ist,  d.  A.  so  lange 
keinerlei  Einwirkungen  auf  denselben  stattfinden. 

Demgemäss  werden  z.  B.,  so  lange  der  Punkt  sich  selbst 
überlassen  ist,  die  Ausdrücke 

,„.  du  dv  dw 

(^•^  '"dt'    '"dj'    ""dt 

fortdauernd  =  0  sein.  Sollten  aber  von  irgend  einem  Augen- 
blicke  an  irgend  welche  Ursachen  auf  den  Punkt  m  einzuwirken 
beginnen,  so  werden  die  Ausdrücke  (H.)  von  diesem  Augenblicke 
an  nicht  mehr  mehr  =s  0  sein,  sondern  irgend  welche  Werihe 
annehmen : 

(/.)  ^^  =  ^,  "^di^^^  "^-dt^^' 

Diese  Werthe  X,  7,  Z  heissen  alsdann  die  Kräfte,  mit  denen 
jene  Ursachen  auf  den  Punkt  einwirken.  Genauer  ausgedrückt, 
wird  die  betreffende  Definition  folgendermassen  zu  formuHren 
sein: 

Definition  der  Kräfte.  —  Bewegt  sich  ein  materieller  PunÜ 
m  unter  dem  Einflüsse  irgend  welcher  bekannter  oder  unbekannter 

Ursachen,  so  werden  die  Ausdrücke  m  -r- ,  m  -r- 1  wi  — r-  irgend 
'  dt^      dt^       di    ^ 

welche  Werihe  besitzen  : 

(^•'       "^di^^^      ^57"^^'      "^Ht^^' 

Diese  Werthe  X,  Y,  Z  werden  die  Kräfte  genannt,  mit  denen 
jene  Ursachen  auf  den  Punkt  m  in  den  Richtungen  der 
drei  absoluten  Axen  einwirken. 

Dieser  Ausdrucksweise  entsprechend,  pflegt  man  die  KräfU 
X,  Y,  Z  durch  drei  vom  Punkte  m  ausgehende  Linien  darzustellen, 
welche  die  Richtungen  jener  drei  Axen  besitzen. 

Uebrigens  sind  die  Formeln  (K.) ,  mit  Rücksicht  auf  die 
allgemeinen  Relationen  (G.),  auch  so  darstellbar : 

,T  \  ^*^        V  d*y        .,  d*z 

wo  X,  y,  z  die  Coordinaten  des  Punktes  m  vorstellen. 
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§2- 
Die  zweite  Hypothese  der  Mechanik. 

Z'weite  Hypothese:  Das  Gesetz  de«  Parallelograjums.  — 
Zwei  Kräfte  F  und  G,  die  auf  einen  materiellen  Punkt  m  in  irgend 
welchen  Richtungen  einwirken^  sind  stets  ersetzbar  durch  eine 
einzige  Kraft.  Diese  letztere  ist  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach 
dargestellt  durch  die  Diagonale  des  über  F  und  G  construirten 
Parallelogramms . 

Hieraus  folgt   sofort,  dass  Kräfte  gleiclier  Richtung  sich 
addiren^  und  Kräfte  entgegengesetzter  Riditung  sich  subtrahiren. 
Andererseits  aberfolgt  ausjenem  Gesetz  des  Parallelogramms^ 
dass  drei  auf  einen  materiellen  Punkt  m  in  irgend  welchen 
Richtungen  einwirkende  Kräfte  F^  G,  H  ersetzbar  sind  durch 
diejenige  eine  Kraft ,  welche  ihrer  Gr((sse  und  Richtung  nach 
dargestellt  ist  durch  die  Hauptdiagonale  des  über  F,  G,  H  con- 
struirten Paralielepipedums.   Wirken  also  z.  R.  auf  den  Punkt 
m  in  den  Richtungen  der  absoluten  Axen  drei  gegebene  Kräfte 
ein  X,  y,  Z,  und  bezeichnet  man  die  Hauptdiagonale  des  über 
-\,  y,   Z  errichteten  rechtwinkligen  Paralielepipedums  mit  Ä, 
so  sind  X,  Y,  Z  ersetzbar  durch  die  eine  Kraft  Ä.   Umgekehrt  ist 
also  auch  R  ersetzbar  durch  X,  Y,  Z.    Diesen  Satz  aber  kennen 
wir,  weil  nach  unserer  Rezeichnungsweise  [vgl.  die  Definition 
pag.  456]  X,  y,  Zdie  Componenten  von  R  heissen,  auoh  so  aus- 
sprechen : 

Satz.  —  Jedwede  auf  einen  materiellen  Punkt  m  einwirkende 
Kraft  ist  ersetzbar  durch  ihre  rechtwinkligen  Componenten, 

Es  mag  nun  ein  Punkt  m  in  Rewegung  begriffen  gedacht 
werden  unter  dem  gleichzeitigen  Einfluss  irgend  welcher  n  Ur- 
sachen U^,  ü^j  ...  Uf^;  und  es  mögen  R^,  R^,  •  •  •  ^n  diejenigen 
Kräfte  sein,  welche  diese  Ursachen,  einzeln  genommen,  auf  den 
Punkt  ausüben.  Zufolge  des  soeben  ausgesprochenen  Satzes  sind 
diese  Kräfte  R^y  R^^  •  •  •  ^n  ersetzbar  durch  ihre  rechtwinkligen 
Componenten : 

Y     Y  Y 

-^4  »  -^1  >  •  •  •  '^n  » 

y    y        y 

7      7'  7 

Und  diese  3n  Kräfte  ihrerseits  werden,  weil  Kräfte  von  einerlei 
Richtung  sich  addiren,  ersetzbar  sein  durch  die  drei  Kräfte 

Math.-p)i78.  ClaBB6  1887.  4  1 


C  >ii.mx'»n 


X  =  X.  -h  X. 


les 


«.  - .,  =  .1  =  i;  +  T, 


^     # 


«•  ^^^  ^  SB  /:  —  Z|  -#-  Zj  ...  - 

^^  /,.  y.  :?  4,<^  fl^^^Tfilh^ien  Ae^  Punktes  m  \crrsle'ieiu 

fjffr^-^l^yjf'^.    —   h^r    eti'frnfliche    Inhiil    de»    Gesetzes  ie« 
f'^';*.,^./^-*^'..'.'^  ftari'.f  n/K:h  deutUrher  benortret^ti.  wen  OQi 

f,'^  urul  //j  ^iUt^Uirt.  und  ttnd 


dt*  »  J/* 


HC,      *•%':,  elc.     clc. 

/3f * >y  f'Tt '>y *r«  ^/ '*'*': ftnnqfnti .  »/; ^ /'  /i ^  /"»V r  rfi>  Bmcfgung  des  Puntt^ 
/f^ff^n  ».urd^r$,  faHt  nur  i\  aliein,  respectice  nur  L\  alle'* 
y,f/rharuUu  varf:,  —  -  ko  lauten  die  h^i gleifhzeitigein  VorktmäeMt» 
hetd^r  t.Tvirhen  (feit enden  dleifhungen  folgendermassen: 

d^  X 
rn  — -  ^  X.   +  X^  . 

dt*  *  * 

etc.     etc. 

hh\  tyu',^nr  JiarsU^llung  des  Gesetzes  erkeDQl  man  deutlich. 
(Uhh  (Ifi 'Mf'Mßd  eifie  reine  Hypothese  ist,  dass  von  ii^end  welchem 
/(eweine  de^^selhen  nicht  die  Rede  sein  kann. 

WollU;  man  einwenden,  dass  Beweise  für  dieses  Gesetz  von 
hervorragenden  Mathemalikem  versucht  und  wirklich  gegeben 
lind,  HO  würde  hierauf  nur  zu  erwidern  sein,  dass  bei  alF 
üt-mn  Beweisen  das  Ohject  des  Beweises  ein  wesentlich  andere 
int,  ifiHofern  aK  hei  aif  jenen  Beweisen  von  einer  Definition  der 
Kräfte  aij«%K**K'»nK^'n  wird,  die  von  der  hier  gegebenen  DeßDitioo 
der Helhen  völlig  rersehiedcn  ist.  Man  kann,  um  die  Sache  einiger- 
rnaKHPn  anzudeuten,  sagen,  dass  bei  jenen  Beweisen  eine  statische 
Definition  der  Kräfte  zu  Grunde  liegt,  während  unsere  DefinitioD 
derselben  (pag.  tOO)  eine  dynamische  ist. 


r 
I 

1 
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§  3. 
Die  dritte  Hypothese  der  Mechanik. 

Dritte  Hypothese :  Bas  Gesetz  der  Aotion  und  Keaction. 

Die  Kräfte^  mit  denen  irgend  zwei  materielle  Puncte  m^  und  m^ 
auf  einander  eimvirken,  fallen  in  die  Linie  der  gegenseitigen 
Entfei'nung^  respective  in  die  Verlängerung  derselben.  Und  zwar 
sind  diese  beiden  Kräfte  von  gleicher  Grösse  und  entgegen- 
gesetzter Richtung^). 

Bezeichnet  man  also  die  von  m^  auf  m^  ausgeübte  Kraft 
mit  Rl,  und  die  von  m^  auf  m^  ausgeübte  mit  BJ,  und  denkt 
man  sich,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  beide  Kräfte  in  repul- 
sivem  Sinne  gerechnet,  so  wird 

(a.)  Äj  =  ÄJ  =  R,, 

sein,  wo  A,,  den  gemeinschaftlichen  Werth  der  beiden  Kräfte 
andeuten  soll.  Bezeichnet  man  ferner  die  Componenten  der 
beiden  Kräfte  mit  XJ,  FJ,  Z\  und  X^,  Fi,  ZJ,  so  ergeben  sich 
die  Formeln : 


7«   —    ß       1«    "•   \ 


-^1 

SS 

fi«. 

"-» 

'•« 

«., 

? 

y; 

:= 

fi., 

y* 

*•*» 

Vi 

7 

z; 

- 

Ä|. 

^4 

'•«t 

«. 

7 

WO  o?! ,  y^J  «4  und  a?,,  t/^,  z^  die  Goordinaten  der  beiden  Punkte 
vorstellen,  während  r^,  ihren  gegenseitigen  Abstand  reprä- 
sentirt. 

Betrachten  wir  nun  die  Bewegung  von  n  materiellen 
Puncten  tw^ ,  m^,  ...  7w„,  indem  wir  dabei  annehmen,  dass  die- 
selben nicht  nur  von  ihren  innern  oder  gegenseitigen  Einwir- 
kungen, sondern  überdies  auch  noch  von  irgend  welchen  äussern 
Ursachen  r/^soUicitirt  werden,  so  ergeben  sich  z.  B.  [vgl.  (Jf.)] 
für  die  Bewegung  des  Punktes  m^{x^^  y^,  z^)  folgende  Glei- 
chungen : 


4)  Dabei  bleibt  Völlig  dabiiigestellt,  ob  der  gemeinschaftliche  Werth 
dieser  beiden  Kräfte  nur  von  der  Entfernung  r  abhängt,  oder  ob  er  viel- 
leicht überdies  auch  abhängig  ist  von  den  nach  der  Zeit  genommenen 

Differentialquotienten    -j-.t    -tä,  etc. 

dt     dt 


\\ 
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Y  —   Y    o-  V  -4-  Y 

•*   —  -"t  ^^   '«  •  •  •  ^^  -"n  ? 

^       ÄSt      ^.         «^      £,^        ...       •T*      ^|n 

Demgemäss  ergeben  sich  [vgl.  (L.)]  für  die  Bewegung  des 
betrachteten  Punktes  m  folgende  Gleichungen : 

m    .  ,  ^  Ä  =  A|  4-  Aj  . . .  +  Aji  , 

m  -j^  ssiZ  ^Z^  +  Z,  ...  -H  2„  , 

wo  0?)  y^  z  die  Goordinaten  des  Punktes  m  vorstellen. 

Bemerkung,  —  Der  eigentliche  Inhalt  des  Gesetzes  des 
Parallelogramms  dürfte  noch  deutlicher  hervortreten,  wenn  man 
dasselbe  folgeodermassen  ausspricht: 

Wird  ein  materieller  Punkt  »n(x,  y,  z)  von  zweierlei  Ursachen 
U^  und  ü^  sollicitirt,  und  sind 

d^x  ^  d^x 

m  -  -^   =  X.  j      und     m  —— r-  =  X^  , 
dt*  *  '  dt*  *  ' 

etc.     etc.  etc.     etc. 

diejenigen  Gleichungen,  welche  fiir  die  Bewegung  des  Punktes 
gelten  würden,  falls  nur  l\  allein,  respective  nur  i\  allein 
vorhanden  wäre,  —  so  lauten  die  bei  gleichzeitigem  Vorhandensein 
beider  Ursachen  geltenden  Gleichungen  folgendermassen: 

d*x 
m  — T-  =  X.  +  X^  , 

dt*  *  *  ' 

etc.     etc. 

Bei  dieser  Darstellung  des  Gesetzes  erkennt  man  deutlich, 
dass  dasselbe  eine  reine  Hypothese  ist,  dass  von  irgend  welchem 
Beweise  desselben  nicht  die  Rede  sein  kann. 

Wollte  man  einwenden,  dass  Beweise  für  dieses  Gesetz  von 
hervorragenden  Mathemalikern  versucht  und  wirklich  gegeben 
sind,  so  würde  hierauf  nur  zu  erwidern  sein,  dass  bei  all' 
jenen  Beweisen  das  Object  des  Beweises  ein  wesentlich  andere$ 
ist,  insofern  als  bei  all'  jenen  Beweisen  von  einer  Definition  der 
Kräfte  ausgegangen  wird,  die  von  der  hier  gegebenen  Definition 
derselben  völlig  verschieden  ist.  Man  kann,  um  die  Sache  einiger- 
massen  anzudeuten,  sagen,  dass  bei  jenen  Beweisen  eine  statische 
Definition  der  Kräfte  zu  Grunde  liegt,  während  unsere  Definition 
derselben  (pag.  160)  eine  dynamische  ist. 


r 
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§  3. 
Die  dritte  Hypothese  der  Mechanik. 

Dritte  Hypothese :  Das  (besetz  der  Action  und  Beaction. 
Die  KräftCy  mit  denen  irgend  zwei  materielle  Puncte  m^  und  m^ 
auf  einander  eimvirken,  fallen  in  die  Linie  der  gegenseitigen 
Entfernung^  respective  in  die  Verlängerung  derselben.  Und  zwar 
sind  diese  beiden  Kräfte  von  gleicher  Grösse  und  entgegen- 
gesetzter Richtung^). 

Bezeichnet  man  also  die  von  m^  auf  m^  ausgeübte  Kraft 
mit  R\,  und  die  von  m^  auf  m,  ausgeübte  mit  /?*,  und  denkt 
man  sich,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  beide  Kräfte  in  repul- 
sivem  Sinne  gerechnet,  so  wird 

(a.)  i?J  =  /?i  =  R,, 

sein,  wo  jR^,  den  gemeinschaftlichen  Werth  der  beiden  Kräfte 
andeuten  soll.  Bezeichnet  man  ferner  die  Gomponenten  der 
beiden  Kräfte  mit  XJ,  FJ,  ZJ  und  XJ,  FJ,  ZJ,  so  ergeben  sich 
die  Formeln : 

^1     "■    ^«  -7»     —     I>  ^«    "■    ^i 


'4«  '4« 

wo  X, ,  yi ,  ^4  und  cc,,  y^,  z^  die  Goordinaten  der  beiden  Punkle 
vorstellen,  während  r^^  ihren  gegenseitigen  Abstand  reprä- 
sentirt. 

Betrachten  wir  nun  die  Bewegung  von  n  materiellen 
Puncten  m^,  m^,  , .,  m^,  indem  wir  dabei  annehmen,  dass  die- 
selben nicht  nur  von  ihren  innem  oder  gegenseitigen  Einwir- 
kungen, sondern  überdies  auch  noch  von  irgend  welchen  äussern 
Ursachen  Z7^  soUicilirt  werden,  so  ergeben  sich  z.  B.  [vgl.  [M.]] 
für  die  Bewegung  des  Punktes  m^[x^^  y^,  z^)  folgende  Glei- 
chungen : 


A)  Dabei  bleibt  völlig  dahingestellt,  ob  der  gemeinschaftliche  Werth 
dieser  beiden  Kräfte  nur  von  der  Entfernung  r  abhängt,  oder  ob  er  viel- 
leicht überdies  auch  abhängig  ist  von  den  nach   der  Zeit  genommenen 

fl  f         Ol    T 

Differentialquotienten    -j-.,    -rr, ,  etc. 

dt     dt 


\\ 
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'^^  "d/  =  (^  "^  -^*  "*"  ^'  +  AJ  ...  +  A'7)  +  Xf  , 

'"»•??  ^  '^  "^  ^'  "*"  ^'  "*"  ^*  •••  "^  ^'^  -*"  ^^  ' 

Dabei  repräsentiren  (XJ,  FJ,  ZJ),  (XJ,  FJ,  ZJ),  etc.  die 
Componenten  der  von  971, ,  771, ,  etc.  auf  den  Punkt  m^  ausge- 
übten Kräfte  R\,  ÄJ,  etc.;  während  {Xf,  Yf,  Zf)  die  Compo- 
nenten derjenigen  Kraft  Bf  vorstellen,  mit  welcher  jene  äussern 
Ursachen  U^  auf  m^  einwirken. 

Bei  analoger  Bezeichnung  ergeben  sich  ferner  für  die  Be- 
wegung des  Punktes  m,  {x^ ,  y^ ,  z J  folgende  Gleichungen : 

"••  ^  =(*•■*•  ®  -^  ^'»  +  ^J  •  +  ^*)  +  ^ ' 

(/'.)   »•. ^  =  in  +  0  +  Y\  +  Y\.:  +  y«)  +  Yt . 

m  «  =  '  7*    -i>  0  -I-  7'  -I-   7*  ...  -I-  7*^  -1-  7^ 

'"«       ^y«       V^«     -•-    U    -I-    ^,    -I-     ^j    •  •  .     -I-    Ä,^     -I-   Äj     . 

U.  s.  w.     U.  s.  w. 

Nimmt  man  aus  den  Formelsystemen  {y^.)»  (y«-)>  ®t^-  j^^^^ 
mal  die  er^/e  Formel  heraus,  so  hat  man  folgende  Gleichungen: 

»«.  ^  =  (0  +  '^?  +  ^f  •••  +  -n)  +  Xf, 

m  «  =  /Y*  -I-  0  -I-  Y'  . .  .  -I-  Y«^  -u  Y-* 

7/«,    ^^j     —  \A,  -I-  u  -I-  A,  •  •  •  -I-  A,j  -I-  A,  , 

(^0  ^*^3  _  fY*  -I-  Y«  -•-  0  ...  -I-  Y*\  -1.  Y^ 


^n  -JTT  =  ('^H  +  A*  -h  XJ  • . .  -h  0)  +  J;J . 


Nun  aber  ist  nach  [ß.]  : 

X*  -#-  Ai  =s  0  ,     ebenso  allgemein:     X,.^  -f-  Xf^^  =  0  . 

Und  mit  Rücksicht  hierauf  gelangt  man  durch  Addition  der  Glei- 
chungen  (5.)  zu  folgender  Formel: 
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2'm.  ^  =  2"' V , 


MTofnr  man  kttrzer  schreiben  kann  -. 

Multiplicirt  man  femer  die  drei  Formeln  (/,.)  respective 
mit  0 ,  —  3« ,  -t-  2/( ,  und  addirt,  so  erhält  man : 

=  (0  +  ^J  +  ^J  ...  +  J-)  +  (y.Zf  -  ;5,17)  ; 
desgleichen  ergiebi  sich  aus  (/,.) : 

u.  s.  w.,  u.  s.  w.   Dabei  haben  alsdann  z.  B.  ^\  und  ^^  die  Be- 
deatangen : 

und  hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  auf  \ß.]^  sofort: 

z/J  +  z/i  =  0  ,     allgemein :     jf^  +  ^^•'  s  0  . 

Mit  Rücksicht  hierauf  aber  gelangt  man  durch  Addition  sämmt- 
lieber  Gleichungen  (C^.),  (t^-),  etc.  zu  folgender  Formel : 

(.?.)     J7».  (y  -^  -  -  5)  =  27(1/^^  -  ^  1-^) . 

Zu  den  Formeln  (c.)  und  (ly.)  treten  odenbar  noch  weitere 
Formeln  hinzu,  die  mit  diesen  analog  sind :  so  dass  man  also  zu 
folgendem  Satze  gelangt  : 

Satz.  —  Bewegt  sich  ein  System  von  n  materiellen  Punkten 

unter  dem  Einfluss  seiner  intiern  oder  gegenseitigen  Kräfte, 
und  unter  dem  gleichzeitigen  Einfluss  irgend  welcher  äussern 
Kräfte: 

W>    ^ii    ^i)  }       (^«)    ^«»    ^a)   »    •••    Ä»    ^n1    ^ü)    ) 

so  gelten  für  diese  Bewegung  folgende  sechs  Gleichungen: 
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{»■) 


Z 
U 
U 


d*z 


dC 


(t.) 


-^"^  (^  S  -^  ^)  =  ^(^^^  -  ^^') ' 


Dieses  sind  die  bekannten  IsXflace^ sehen  Gleichungen. 

Diese  sechs  Gleichungen  (^.),  (£.)  sind  von  den  innem 
Kräften  völlig  frei,  und  sind  daher  auch  dann  noch  von  Nutzen, 
wenn  diese  innem  Kräfte  ganz  unbekannt  sind.  Sie  werden 
daher  z.  B.  von  Nutzen  sein  für  einen  beliebigen,  aus  beliebig 
vielen  materiellen  Punkten  bestehenden  Körper,  einerlei  ob  der- 
selbe festj  flüssig  oder  gasförmig  ist.  Sollte  insbesondere  der 
Körper  ein  sogenannter  starrer  Körper  sein,  so  würde  seine 
Bewegung  durch  die  sechs  Gleichungen  [d-.),  (i.)  vollkommen 
bestimmt  sein,  vorausgesetzt,  dass  sein  Anfangszust^nd  gegeben 
ist.  —  Um  nun  weitere  Betrachtungen  an  die  Gleichungen  (^j, 
(£.]  sich  anschliessen  zu  lassen,  mag  zunächst  folgende  Defini- 
tion eingeschaltet  werden : 

Definition.  —  Sind  n  materielle  Punkte  m  (oc,  y,  a)  gegeben^ 
und  repräsentiren  q^,  q^,  •  •  •  q^  die  Entfernungen  derselben  vm 
irgend  einem  Raumpunkte  (f,  i;,  t),  so  soll  dieser  letstm  der 
Massenmittelpunkt  jener  n  gegebenen  Punkte  heissen^  sobald 
man  ihm  diejenige  Lage  zuertheilt  hat^  für  welche  der  Ausdruck 


t 


m^q^^ 


^nQn 


m,Q^ 

ein  Minimum  ist. 

Auf  Grund  dieser  Definition  erhält  man  für  den  MasseO" 
mittelpunkt  (^.  rj,  f)  z.  B.  die  Formel: 


771 


m 


hQ\ 


*    Öf 


—       t    • 


m, 


=  0 


d.  i. 
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"»1  (I  -  ^4)  +  *w,  (?  ~  x^j 


«Wfi  (?-«?«)  =  0  , 


d.  i. 


(Wj  +  m^  •  •  •  +  mj  I  =  m^  cc^  4-  yw^o?,  .  • .  +  wi^x,» ; 
so  dass  man  also  im  Ganzen  zu  folgeoden  Gleichungen  gelangt: 

Jfij  sa  ^my   , 

wo  Jf  =  ^  m  die  Gesammtmasse  des  gegebenen  Punktsystems 
vorstellt.   Demgemäss  sind  die  drei  Gleichungen  (^.j  folgender- 


(X.) 


massen  darstellbar: 


(A.) 


dt* 

d*rj 


M 


M 


=  Hz^. 


Bringt  man  nun  diese  Gleichungen  (A.)  auf  den  besonderen 
Fall  in  Anwendung,  dass  die  einwirkenden  äussern  Kräfte 
(A'^,  y^,  Z^)  durchweg  =  0  sind,  so  gelangt  man  sofort  zu  fol- 
gendem Satze: 

Sati.  —  Bewegt  sich  ein  System  materieller  Funkte  nur 
unter  dem  Einfluss  seiner  inner n  Kräfte^  so  wird  sein  Massen- 
mittelpunkt in  geradliniger  Bahn  mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit fortschreiten. 

Besteht  das  System  nur  aus  zwei^  und  zwar  unter  einan- 
der gleichen  Massenpunkten  m^ ,  m^: 


m^^  m^, 


und  denkt  man  sich  die  Anfangsgeschwindigkeiten  dieser  beiden 
Punkte  gleich  gross  und  direct  gegen  einander  gerichtet,  so  wird 
die  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  zu  Anfang  as  0, 
also,  auf  Grund  des  soeben  ausgesprochenen  Satzes,  fortdav>ernd 
zsz  0  sein;  so  dass  man  also  zu  folgendem  Resultate  gelangt: 

Bati«  —  Bewegen  sich  zwei  materielle  Punkte,  deren  Massen 
gleich  gross  sind,  nur  unter  dem  Einfluss  ihrer  gegenseitigen 
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Einwirkung^  und  setzt  man  voraus,  dass  ihre  Anfangsgeschwin- 
digkeiten  gleich  gross  und  direct  gegen  einander  gerichtet 
gewesen  sind,  so  wird  ihr  Massenmittelpunkt,  d.  i.  de?'  Mittel- 
punkt ihrer  Verbindungslinie,  fortdauernd  in  Ruhe  bleiben. 

Hieraus  folgte  dass  diese  beiden  materiellen  Punkte  im  Augen- 
blicke ihres  Zusammenstossens,  wenigstens  momentan,  zur  Ruhe 
kommen. 

Dieser  Satz  repräsentirt  eine  charakteristische  Eigenschaft 
gleich  grosser  Massen,  die  nachträglich,  falls  es  beliebt,  zur  De- 
finition derselben  dienen  kann. 

§  4. 
lieber  die  Arbeit  der  Kräfte. 

Definition.  —  Ist  ein  materieller  Punkt  m  in  Bewegung  be- 
griffen unter  dem  Einfluss  einer  gegebenen  Kraft  F,  und  unter  dem 
gleichzeitigen  Einfluss  beliebiger  anderer  Kräfte,  und  be- 
zeichnet man  das  vom  Punkte  m  während  der  Zeit  dt  durchlaufene 
Wegelement  mit  ds,  so  pflegt  man  den  Ausdruck 

F  ds  cos(F,  ds) 

als  die  von  der  Kraft  F  während  der  Zeit  dt  verrichtete  Arbeit 
zu  bezeichnen.  Diese  Arbeit  ist  offenbar  auch  darstellbar  durch 
das  Trinom: 

Xdx  -f-  Ydy  +  Zdz  , 

wo  alsdann  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  Kraft  F,  und  dx.dy. 
dz  die  Componenten  des  Wegelementes  ds  vorstellen.  [Vgl.  die 
Definition  pag.  456.] 

Denkt  man  sich  z.  B.  zwei  Punkte  m^(x^,  y^,  z^'  und 
m^[x^,  y^,  z^)  unter  dem  Einfluss  ihrer  gegenseitigen  Kräfte 
R^  und  R^  und  unter  dem  gleichzeitigen  Einfluss  beliebiger  an- 
derer Kräfte  in  Bewegung  begriffen,  so  werden  die  von  jenen 
Kräften  R\  und  R\  während  der  Zeit  d ^  verrichteten  Arbeiten  die 
Werthe  haben  [vgl.  [ß.]  pag,  463]: 

X\dx,^Y\dy,^Z\dz,^R,,^'^^''''-^'^^^^^ 
Die  Summe  dieser  beiden  Arbeilen  ist  daher 
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T 

d.  i. 

Bezeichnet  man  also  die  Grössen  R^^  und  7*^,  kurzweg  mit  R 
und  r,  so  erhält  man  folgenden  Satz : 

Erster  Satz.  —  Bewegen  sich  zwei  materielle  Punkte  unter 
dem  Einfluss  ihrer  gegenseitigen  Einwirkung^  und  unter  dem 
gleichzeitigen  Einfluss  beliebiger  anderer  Kräfte^  so  wird 
die  wahrend  der  Zeit  dt  von  ihrer  gegenseitigen  Einwirkung  ver- 
richtete Arbeit  den  Werth  haben: 

Rdr  . 

Dabei  bezeichnet  R  die  in  repulsivem  Sinne  gerechnete  Stärke 
der  gegenseitigen  Einwirkung,  und  dr  den  während  der  Zeit  dt 
erfolgenden  Zuwachs  der  gegenseitigen  Entfernung  r  der  beiden 
Punkte, 

Auf  Grund  dieses  Satzes  wird  man  z.  B.  für  die  Arbeit 
derjenigen  Kräfte,  mit  denen  irgend  zwei  Punktsysteme 
^4  9  fn^,  •  • .  m^  und  ^^,  f«, ,  ...  (4p  auf  einander  einwirken, 
eine  Summe  von  np  Gliedern  erhalten,  deren  jedes  die  Form  Rdr 
besitzt.  Betrachtet  man  insbesondere  den  Fall,  dass  die  beiden 
Punktsysteme  starre  Körper  sind,  so  gelangt  man  zu  folgendem 
wichtigen  Satze : 

Zweiter  Satz.  —  Bewegen  sich  zwei  starre  Körper  unter 
dem  Einfluss  ihrer  gegenseitigen  Einwirkungen ,  und  unter  dem 
gleichzeitigen  Einfluss  beliebiger  anderer  Kräfte^  so  wird  die 
von  jenen  gegenseitigen  Einwirkungen  verrichtete  Arbeit  nur  ab- 
hängen von  der  relativen  Bewegung  des  einen  Körpers  in  Bezug 
auf  den  andern. 

Sind  also  z.  B.  beide  Körper  in  Bewegung  begriffen,  so  kann 
man,  ohne  im  Werth  der  in  Rede  stehenden  Arbeit  irgend  welche 
Aenderung  hervorzurufen,  den  einen  Körper  festhalten,  falls 
man  nur  dafür  sorgt,  dass  die  relative  Bewegung  dieselbe  bleibt. 

Wir  können  diesen  Satz  z.  B.  anwenden  auf  irgend  zwei 
Himmelskörper,  oder,  falls  es  uns  beliebt,  auch  anwenden  auf 
zwei  mit  einander  zusammenstossende)A\mv[ie\s)L\ST\ieT.  Im  letztern 
Falle  werdenalsdann  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  beiden 
Körper  nicht  nur  aus  ihren  Anziehungskräften,  sondern  über- 
dies auch  noch  aus  ihren  Widerstandskräften  bestehen.    Dabei 
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erkeüBen  wir  sofort,  dass  der  in  Rede  stehende  Satz  fttr  diese 
beiden  Theüeder  gegenseitigen  Einwirkungen,  einzeln  genommen, 
gelten  wird ;  so  dass  wir  also  zu  folgendem  Zusätze  gelangen  : 

Zusatz.  —  Bestehen  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  bei- 
den Körper  aus  mehreren  Th  eilen,  so  wird  der  in  Rede  stehende 
Satz  auch  noch  gültig  sein  für  diejenige  Arbeit,  welche  von  jedem 
solchem  Theile  der  gegenseitigen  Einwirkungen,  einzeln  genommen^ 
verrichtet  wird. 

Schliesslich  mag  noch  folgender  Sutz  notirt  werden,  der 
unmitlelbar  auf  Grund  des  ersten  Satzes  sich  ergiebt,  und  von 
welchem  häufig  Gebrauch  zu  machen  ist : 

Dritter  Satz.  —  Sind  fn^'und  m,  zwei  Massentheilchen  ein 
und  desselben  starren  Körpers,  so  ist  die  von  ihrer  gegen- 
seitigen Einwirkung  verrichtete  Arbeit  stets  •»  0. 

Denn  in  diesem  Falle  ist  r  constant,  mithin  d  r  unter  allen 
Umständen  =  0. 

§  5. 
Der  Satz  der  lebeBÜgen  Kraft. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  m  (x,  y,  z)  unter  dem  Etnfluss  ge- 
gebener Kräfte  X,  Y,  Z,  so  gelten  die  in  (L.)  pag.  460  aufge- 
führten Gleichungen : 

d*x       ^. 

"^-dt--^^ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichunsen  mit  -7-  dt,.-r^  dt,  -r-  dty 

^  ^  dt         dt  dt 

und  addirt,  so  erhält  man : 

(6.)  d/|  vA  s=  Xdx  -f-  Ydy  +  Zdz  , 

wo  rdie  augenblickliche  Geschwindigkeit  des  Punktes  vorstellt: 

Die  Formel  (6.),  welche  den  Satz  der  lebendigen  Kraft  für 
einen  einzelnen  Punkt  repräsentirt^  ist  unmittelbar  ausdehnbar 
auf  den  Fall  beliebig  vieler  Punkte.  Denkt  man  sich  nämlich  jene 
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Formel  (6. )  d«r  Reihe  nach  für  jeden  dieser  Punkte  aufgestellt, 
und  sodann  alF  diese  Formeln  addirt,  so  gelangt  man  zu  folgen- 
dem Satze : 

Satz  der  lebendigen  Kraft.  —  Bewegen  sich  n  materielle 
Punkte : 

unter  dem  Einfluss  beliebig  gegebener  Kräfte : 

SO  gilt  die  Formel : 

d  (^1  V^\  «  2^(Xdx  -h  Ydy  +  Zdz)  , 

d,  I.  die  Formel: 

[d.)  dT  ^  J^{Xdx  -I-  Ydy  +  Zdz)  , 

ICO  T  die  lebendige  Kr aft  des  Punktsyslemes  repräsentirt. 

Es  wird  also  für  jedwedes  Zeitelement  dt  der  Zuwachs  der 
lebendigen  Kraft  des  Systemes  eben  so  gross  sein,  wie  die  von 
den  einwirkenden  Kräften  während  der  Zeit  dt  verrichtete  Arbeit. 

Jene  einwirkenden  Kräfte  wwden  im  Allgemeinen  theils 
von  den  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Punkte,  theils  aber 
auch  von  irgend  welchen  äussern  Ursachen  herrühren.  Und 
demgemäss  werden  z.  B.  die  auf  den  Punkt  m^  einwirkenden 
Kräfte  X^j  7, ,  Z«  die  auf  pag.  464  angegebene  Form  besitzen : 

A\  =  (0  H-  X*  +  AJ  . . .  ^  A7)  +  X^  , 

F,  =  (o  +  yj  +  yj...  +  ry)  +  rf, 
z^  =  (0  +  zj  +  zj  .   -1-  z»)  +  z; . 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx^^  dy^,  dz^,  und 
addirt,  so  erhält  man  eine  Formel  von  folgender  Gestalt: 
(e^.)  X^dx^  -f-  y^dy^  •+-  Z^dz^  = 

=  (0  H-  0J  +  ©J  . ..  +  ©y)  +  Xidx^  +  Yidy^  +  Zidz^  . 
In  ähnlicher  Weise  erhält  man  ferner,  was  den  Punkt  m,  be* 
trifft,  die  Formel : 
(e,.)  X^dx^  +  ^«^y«  **"  Z^dz^  ä 

=  (©i  +  0  +  0J  . ..  +  e,»»)  +  X^dx^  +  Yidy^  ^  Z^dz^  . 

U.  8.  w.  U.  s.  w.  Dabei  haben  alsdann  z.  B.  @J  und  ©^  folgende 
Bedeutungen : 

©J  =  X\dx^  +  Y\dy,  +  Z^.dz^  , 

©J  =  X\dx^  +  yjdy,  +  Zidis,  . 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (ß.)  pag.  463 : 
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mithin : 

oder,  was  dasselbe  ist : 
milhiD  allgemein: 

Und  mit  Rücksicht  hierauf  gelangt  man  durch  Addition  sämmt- 
liehen  Formeln  {e^.),  (e,.),  etc.  zu  folgendem  Resultate: 

(f.)  2^{Xdx  4-  Ydy  +  Zds)  = 

^2JRdr  +  JJ[X'dx  +  F^  dy+  Z^rfjs) ; 

so  dass  also  der  durch  (d.)  ausgesprochene  Satz  auch  folgender 
Darstellung  fähig  ist : 

Andere  Form  des  Satses  der  lebendigen  Kraft.  —  Bewegt 
sich  ein  Punktsystem 

unter  dem  Einfluss  seiner  innern  Kräfte,  und  unter  dem  gleich- 
seitigen Einfluss  irgend  welcher  ätissern  Kräfte: 

(Y^     Y^     7^\  [\^     \^     7^  (X  *    Y  ^    7  ^\ 

\-^K  j   'i  >  ^4/  1      \**«>  's  »  *'«-'  )    •  •  •    \^n  j   'n  '»  ^fi  M 

SO  ^«7f  die  Formel : 

(g.)  dT  =  Jt7  ^dr  +  J^ [X^dx  -i-  Pdi/  +  ZVs)  . 
Dafee/  bezeichnet  T  die  lebendige  Kraft  des  Syslemes^  ferner  r  die 
gegenseitige  Entfernung  irgend  zweier  Punkte  des  Systemes,  und  R 
den  gemeinschaftlichen  Werth  derjenigen  beiden  Kräfte,  mit  denen 
diese  beiden  Punkte  in  repulsivem  Sinne  auf  einander  ein- 
wirken. 

Wir  können  diese  Formel  [g.)  in  Anwendung  bringen  auf 
jeden  beliebigen  Körper,  einerlei  ob  derselbe  flüssig  oder  fest, 
eJastisch  oder  starr  ist. 

Bringen  wir  dieselbe  auf  einen  starren  Körper  in  Anwer^dm^i 
so  sind  die  r^s  constant,  mithin  die  dr's  sämmtlich  s=  0;  so  dass 
also  in  diesem  Falle  die  Formel  sich  reducirt  auf 

[A,)  dT^  ^(XVöc  +  Y^dy  +  Z^dz)  . 

Hier  aber  ist  die   rechte  Seite,  d.  i.  die  Arbeit  der  äussern 
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Kräfte,  einer  bemerkenswerthen  Transformation  fähig,  Führen 
wir  nämlich  ein  mit  dem  starren  Körper  fest  verbundenes  recht* 
winkliges  Axensystem  1,  2,  3  ein,  und  bezeichnen  wir  die- 
jenigen CSoordinaten,  welche  irgend  ein  Mas8entheilchenfn(a;,y,j8) 
des  Körpers  mit  Bezug  auf  diese  neuen  Axen  1,  2,  3  besitzt,  mit 
(bi,  ^«  >  ^J,  seist: 

wo  die  %  2l| ,  etc.  unbekannte  Functionen  der  Zeit  vorstellen, 
und  dabei  den  Relationen  entsprechen  : 

,P  V  «j  +  aj  +  a;  =  4 ,  etc. 

^     '  S,  6,  +  SB,  6,  +  33,  e,  =  0  ,  etc. 

Zur  Abkürzung  mOgen  die  DifTerentialqnotienten  der  Grössen 
9,  'S^  ,  etc.  nach  der  Zeit  durch  Accente  angedeutet  werden. 
Zugleich  mögen  sechs  neue  Grössen  a,  ß,  y  und  a*,  ß*,  y*  ein- 
geführt werden  mittelst  der  Formeln : 

a  =  S3,S/  +  iB,  G,'  +  i8,(5,',        a*  =  21'  +  SBy  -  ß/J  , 

(D.)  /?  =  e, «,'  +  e,  a,'  +  6,31/,      /?*  =  sb'  +  e«  -  ay , 

Y  =  a,»/  +  31,58,'  +  «,SB,',  y*  =  S'  +  «/?  -  S«  . 
Da  ^t  I  ^1  >  ^s )  ihrer  Definition  zufolge,  von  der  Zeit  unabhängig 
sind,  so  folgt  aus  (£.): 

dx  =  {%'  +  a.'l.  +  3t,'|,  +  a,'!,)  d<  , 

oder,  falls  man  hier  für  |, ,  ^, ,  |,  die  aus  [£.)  entspringenden 
Werthe 

I.  =  a,  ;a;  -  31)  -H  SB.  (y  -  »)  +  S,  (;?  -  E)  , 
?.  =  31,  (o;  -  2t)  +  SB,  (y  -  8)  +  «.(*  -  ß)  , 
I,  =  21,(0!  -  21)  +  »,(y  -  SB)  +  (5,(^  -  S) 
substituirt,  und  dabei  die  Formeln  (C),  (D.)  berücksichtigt: 

da?  =  [r  -  y  (y  -  iB)  4-  i^  (J3  -  ß)]  rf^ , 
oder,  falls  man  die  Formeln  (D.)  rechter  Hand  beachtet: 

dx  =  (a*  +  |^J3  —  ;/!/)  cZi  . 

Analoge  Formeln  ergeben  sich  offenbar  fttr  dy  und  djs ;  so  dass 
man  also  folgendes  Formelsystem  erhalt : 

dx  =  (ß*  -h  ,<9>3  —  yy)  d^  , 

{E.)  dy  =  (/^^  +  yx  —  öjs)  c/i  , 


^ 
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MuUipliciren  wir  aber  diese  das  Theilchen  m(x^  t/j  s)  betreffende 
Formeln  mit  den  dasselbe  soUicitirenden  äussern  Kräften 
X^,  P,  Z^,  und  addiren,  und  summiren  wir  sodann  über  alle 
Theilchen  m  des  ganzen  gegebenen  K((rpers,  so  erhalten  wir 

(F.)     2^[X^dx  +  Y^dy  +  Z^dz)  =  a'^dt  J^X^  +  etc. 

so  dass  wir  also,  auf  Grund  der  Formeln  {A.)  und  (F.)  zu  folgen- 
dem Satze  gelangen: 

Der  Satz  der  lebendigen  Kraft  in  seiner  Anwendunf^  auf 
einen  starren  Körper.  —  Bewegt  sich  ein  starrer  Körper  unter 
dem  Einfluss  irgend  welcher  äussern  Kräfte 

und  bezeichnet  man  die  Angiiffspunkte  dieser  KrCiße  mit 

i^i^yn  ^4)  »     (^«»  Vti  ^i)  1     etc., 
so  gilt  die  Formel: 

(G.)  dT  =  J^iX^'dx  +  Y^dy  +  Z^dz)  , 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Körpers  vorstellt.    Diese 
Formel  (G.)  ist  auch  folgendermassen  darstellbar : 

+  a*  J^X""  +  a  2^[yZ^  -  z  Y^) 
-hß*  J^Y-"^  ßJ^laX^'-^-xZ^]  )dt, 

4-  ;/*  ^  Z^  +  y  2^[xY^  -  yX^) 

wo  dt  das  betreffende  Zeitelement  repräsentirt j  während  dessen 
die  lebendige  Kraft  des  Körpers  um  dT  anwächst.  Dabei  be- 
zeichnen a,  ß,  y  und  a*,  //*,  y"^  unbekannte  Functionen  der  Zeit, 
deren  Bedeutungen  in  den  Formeln  (D.)  näher  angegeben  sind. 

Wir  wollen  nun  annehmen ,  der  Körper  befinde  sich  im 
Augenblick  t  in  RuhCy  und  es  solle  seine  Bewegung  wSihrend 
des  nächstfolgenden  Zeitelementes  dt  untersucht  werden,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  einwirkenden  äussern  Kräfte  im 
Augenblick  t  den  sechs  Gleichungen  entsprechen: 

(/.)  2^Y^  «  0  ,  J^[zX^  -  ccZ^)  =  0  , 

Zuvörderst  ergiebt  sich  alsdann  aus  (//.) ,  dass  der  dem 
Zeitelement  dt  entsprechende  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft 
des  Körpers  =  0  ist : 


(ff.)      dT  = 
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(Ä'.)  dr  ==  0 . 

Zu  Anfang  des  Zeitelementes  di  war  aber  der  Körper;  nach  un- 
serer Voraussetzung,  in  ÄwAe,  mithin  r=  0.  Zufolge  [K,]  wird 
daher  zu  Ende  des  Zeitelementes  dt  die  lebendige  Kraft  eben- 
falls =:  0,  mithin  der  Körper  ebenfalls  in  Ruhe  sein.  Wir  ge- 
langen somit  zu  der  Einsicht,  dass  der  Körper  während  der 
Zeit  df  in  Ruhe  hleihL  also  zu  fokendem 

Satz.  —  Entsprechen  die  in  irgend  welchen  Punkten  [x,  y,  z) 
auf  einen  starren  Körper  einwirkenden  äusseren  Kräfte  (X^*,  P,  Z^) 
den  sechs  Bedingungen : 

(L.)  J^Y^  =  0  ,  ^(5Ä'^  -  xZ')  »  0  , 

2^z^  =  0 ,         ^(x  p  -  i/x^)  =  0 , 

so  wird  der  Körper,  falls  er  zu  Anfang  in  Ruhe  ist^  unter  dem 
Einfluss  dieser  Kräfte  in  Ruhe  bleiben. 

Znsatz.  —  Leicht  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  sechs  Beding- 
ungen zur  Fortdauer  des  Ruhezustandes  nicht  nur  ausreichendj 
sondern  auch  nothwendig  sind. 

Zur  Fortdauer  des  Ruhezustandes  ist  nämlich  nothwendig^ 
dass  für  jedwedes  Massenelement  m(x,  t/,  z)  des  Körpers  fort- 
dauernd die  Gleichungen  stattfinden : 

dx  dv      ^     dz  d^x  d^u  d*z 

Und  hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  auf  die  früheren  Formeln  (^.), 
U.\  pag.  466,  dass  zur  Fortdauer  des  Ruhezustandes  die  Er- 
füllung der  sechs  Gleichungen 

J7x^  =  o,  J7(yZ--i»n  =  o, 

etc.  etc. 

nothwendig  ist.  —  Dass  jene  früheren  Formeln  (d-.),  (t.)  auf  den 
hier  betrachteten  Fall  eines  starren  Körpers  anwendbar  sind, 
ist  bereits  früher  dargelegt  worden. 

§  6. 
Der  Hamilton'sclie  Satz. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  m{x,  y,  z)  unter  dem  Einfluss  irgend 
welcher  Kräfte  X,  F,  Z,  so  gelten  für  diese  Bewegung  die  in  [L.) 
pag.  460  angegebenen  Gleichungen  : 
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d*x 


"*  dF  =  '^  ' 


Die  augenblickliche  lebendige  Kraft  des  Punktes  mag  rheissen: 

Man  denke  sieb  nun  neben  der  wirklichen  Bewegung  des 
Punktes  eine  unendlich  wenig  von  ihr  abweichende  fingirte  Be- 
wegung  desselben,  und  benutze  die  Bezeichnungen 

für  die  wirkliche  Bewegung  mit  Bezug  auf  irgend  einen  ZeitaugeiH 
blick  tj  andererseits  aber  die  Bezeichnungen 

für  die  fingirte  Bewegung  mit  Bezug  auf  ebendenselben  Ze\\r 
augenblick  t,  Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (a.)  mit  |,  ij,  C, 
und  addirt,  so  erhält  man 

pder,  was  dasselbe  ist : 

«)»Ä[S5*-]-[TTrf— ]  =  [«-]■ 

Nun  ist  nach  der  Definition  von  T  und  T  +  r: 


1 


mithin: 


-[5#— ]-f[(f— ] 


also,  weil  §,  r^,  ^  unendlich  klein  sein  sollen,  mithin  die  zweiten 
Potenzen  dieser  Grössen  zu  vernachlässigen  sind: 


rdx  d§  1 

[dt     dt  J 
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DemgeiDäss  kann  die  Formel  (c.)  auch  so  geschrieben  werden: 

oder  bei  etwas  anderer  Anordnung  auch  so : 

fxrir        ^r  „5-,  d  idx  ^       dy  dz  A 

Hieraus  folgt,  falls  man  mit  dt  multiplicirt,  und  sodann  über 
einen  beliebigen  Zeitraum  t^  ...  t^  integrirt: 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  verschwindet ,  sobald  man  fest- 
setzt, jene  fingirte  Bewegung  solle  von  solcher  Beschaffenheit 
sein,  dass  §,  r^j  ^  im  Augenblick  tj^  Null  sind,  und  im  Augen- 
blick t^  ebenfalls  Null  sind.  Ersetzt  man  daher  nachträglich  die 
Buchstaben  ^,  rj,  ^,  r  durch  dx,  dy,  dzj  dT,  so  gelangt  man 
zu  folgendem  Resultate: 

Hamiltoa' scher  Satz.  —  Ein  Punkt  m(Xy  y,  z)  bewege  sich 
unter  dem  Einfluss  irgend  welcher  Kräfte  (X,  Y,  Z) .  Und  die 
augenblickliche  lebendige  Kraft  des  Punktes  mag  T  heissen. 

Man  denke  sich  nun  neben  der  wirklichen  Bewegung 
des  Punktes  irgend  eine  nur  unendlich  wenig  von  ihr  abwei- 
chende fingirte  Bewegung,  und  benutze  die  Bezeichnungen 

X,    y,    z,    T 

für  die  wirkliche  Bewegung  mit  Bezug  auf  irgend  einen  Zeit-* 
augenblick  t,  andererseits  aber  die  Bezeichnungen 

X  -^  dx  ,     y  -^  (fy  i     z  -h  dz  j     T  ^  dT 
für  die  fingirte  Bewegung  mit  Bezug    auf  ebendenselben 
Zeitaugenblick  t.     Alsdann  wird  für  ein  beliebig  zu  wählendes 
Zeitintervall  t^  ...  t^  stets  die  Formel  stattfinden : 

/.)         y  Tdr-l-  [Xöx  4-  YSy  -^  Zdz)}dt  =  0  , 

falls  man  nur  voraussetzt,  jene  fingirte  Bewegung  sei  in  solcher 
Art  eingerichtet,  dass  dx,  dy,  dz  im  Augenblick  tj^,  und  ebenso 
auch  im  Augenblick  t^  Null  sind. 

Zoflats.  —  In  genau  demselben  Sirme  gilt  [icie  sich  leicht 
i     ergebt)  für  ein  beliebiges  Punktsystem 

Xatli.-phys.  Classe.  1887.  i|2 
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welches  unter  dem  Einftuss  irgend  welcher  Kräfte 

in  Bewegung  begriffen  ist,  folgende  analoge  Formel : 

(?•)      J  T^  ^  +  J^{Xdx  +  Ydy  +  Zdzj]  d/  =  0  , 

tt'o  r  rfte  lebendige  Kraß  des  ganzen  Systems  bezeichnet. 

Dass  dieser  Hamilton' sehe  Satt  (/*.),  {g.)  nicht  nur  von 
Nutzen  ist  zur  Transfoimation  der  dynamischen  Differential- 
gleichungen d.  i.  zur  Einfuhrung  neuer  Coordinaten,  sondern 
dass  derselbe  auch  nach  einer  andern  Richtung  hin  gute  Dienste 
leistet,  soll  weiterhin  gezeigt  werden. 

§7. 

Die  Arbeit  der  Cohäsionskräffce. 

Alle  bei  einem  System  starrer  Körper  in  Belracht  kommen- 
den Kräfte  können  im  Allgemeinen  in  zwei  Glassen  zerlegt  wer- 
den, je  nachdem  ihre  Wirkungen  nur  auf  unendlich  kleine ,  oder 
aber  auf  beliebige  Entfernungen  sich  erstrecken. 

Zur  ersten  Classe  gehören  die  in  ein  und  demselben  Körper 
vorhandenen  Cohäsionskräfte^  desgleichen  die  bei  einem  Zusam- 
menstoss  zweier  Körper  ins  Spiel  tretenden  Widerstandskräfte, 
und  ebenso  auch  diejenigen  Widerstandskräfte,  weiche  bei  einer 
dauernden  oder  zeitweisen  Berührung  zweier  Körper  zur  Tiiätig- 
keit  kommen. 

Andererseits  gehören  z.  B.  zur  zweiten  Classe  die  deroi/- 
gemeinen  Gravitation  entstammenden  Kräfte,  und,  falls  der  Zu- 
stand  der  Körper  ein  elektrischer  oder  magnetischer  sein  sollte, 
auch  die  alsdann  mit  ins  Spiel  tretenden  elektrischen  oder  majj- 
netischen  Kräfte. 

Für  unsere  weiteren  Untersuchungen  ist  es  nun  nolhwen- 
dig,  die  Kräfte  der  ersten  Classe  d.  i.  die  Cohäsions-  und  Wider- 
standskräfte einer  genaueren  Betrachtung  zu  unterwerfen,  wo- 
bei in  erster  Linie  folgender  Satz  zu  notiren  sein  dürfte: 

Satz.  —  Die  Arbeit  der  in  einem  starren  Körper  vorhandenen 
Cohasionskräfte  ist  stets  =  0. 
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Zu  diesem  Satze,  der  unmittelbar  aus  dem  dritten  Satz  auf 
pag.  4  70  sich  ergiebt,  treten  analoge  Sätze  hinzu  über  die  Ar- 
beit der  Widerstandskräfte,  wovon  im  folgenden  Paragraph  die 
Rede  sein  soll. 

§8. 

Die  Arlieit  der  Widerstandskräfte. 

Die  Bewegung  zweier  starrer  Körper  M  und  M^  sei  der  Art. 
dass  dieselben  dauernd  oder  zeitweise  mit  einander  in  Berührung 
bleiben.  Ferner  sei  ©  irgend  ein  Augenblick  der  Berührungs- 
zeit *),  und  c  die  in  diesem  Augenblick  vorhandene  Berührungs- 
slelle. Im  Augenblick  0  werden  alsdann  die  beiden  Körper 
an  der  Stelle  c  wechselseitig  gewisse  Krufte  R  und  R^  aufein- 
ander ausüben.  Dabei  mag  R  die  den  Körper  M  an  der  Stelle 
c  erfassende  Kraft  sein,  hervorgebracht  durch  die  Einwirkung 
von  itf  ^ ;  und  ebenso  mag  R^  die  den  Körper  M^  in  c  angreifende 
Kraft  vorstellen,  hervorgebracht  durch  die  Einwirkung  von  M. 

Diese  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  unbekannten  Kräfte 
R  und  R^ ,  die  sogenannten  Widerstandskräfte^  denke  man  sich 
nach  drei  von  c  ausgehenden,  gegen  einander  senkrechten  Rich- 
tungen cn,  cp,  cq  zerlegt,  und  die  betreflTenden  Gomponenten 
mit  N,  P,  Q  und  N^ .  P^,  Q^  bezeichnet.  Dabei  soll  cn  die  ge- 
meinschaftliche Normale  der  beiden  Körperoberflächen  an  der 
Stelle  c  repräsentiren ;  so  dass  also  cp  und  cqin  derjenigen  ge- 
meinschaftlichen Tangentialebene  liegen,  welche  die  genannten 
beiden  Oberflächen  an  der  Stelle  c  besitzen.  Alsdann  werden 
N  und  N^  als  die  normalen  Druckkräfte,  andererseits  aber  P,  Q 
und  P^,  Q^  als  die  tangentialen  Reibungskräfte  zu  bezeichnen  sein. 
Gleichzeitig  mögen  folgende  Definitionen  acceptirt  werden  : 

Erste  Definition.  —  Sind  die  Widerstandskräfte  R  und  R^ 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Reibungskräfte  =  0  sind,  dass 
also  jene  Kräfte  R  und  R^  identisch  sind  mit  den  normalen  Druck- 
kräften N  und  Nj^ ,  so  mögen  die  Oberflächen  der  beiden  Kötzer 
vollkommen  glatt  heissen. 

Zweite  Definition.  —  Sind  andererseits  die  Widerstands- 
kräfte R  und  R^  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  durch  dieselben 
jedwede  gleitende  Bewegung  der  einen  Kürperoberfläche  längs  der 


4)  Die  Zeit,  während  welcher  die  beiden  Körper  mit  einander  in  Be- 
rührung sind,  wird  hier  kurzweg  die  Berühr ungszeit  genannt. 

42» 
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anderen  unmöglich  gemacht  wirdy  so  mögen  die  Ober  flächen 
der  beiden  Körper  (nach  dem  Vorgange  englischer  MaOiemcäiker) 
als  vollkommen  rauh  bezeichnet  werden. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe  die  Arbeit  zu  berechneD, 
welche  die  beiden  Widerstandskräfte  R  und  R,  während  ireend 
eines  Elementes  d  Q  der  Berührungszeit  verrichten,  und  zwar 
zuvörderst  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  beiden  Körper- 
oberflächen vollkommen  glatt,  mithin  jene  Widerstandskräfte  R 
und  R^  mit  den  normalen  Druckkräften  iVund  N^  identisch  sind. 

Ist,  um  mit  dem  einfachsten  Falle  zu  beginnen,  der  eine 
Körper  —  er  mag  m  heissen  —  unendlich  klein^  also  ein  materi- 
eller Punkt,  und  der  andere  Körper  M^  cAsolut  festliegend,  so 
wird  die  auf  m  einwirkende  Kraft  R  oder  iV  während  der  Zeit 
d@  die  Arbeit 

Nds  cos  {Ny  ds)  , 

d.  i.  die  Arbeit  0  verrichten.  Denn  es  bezeichnet  ds  das  vom 
Punkte  m  während  der  Zeit  dQ  beschriebene  Wegelement. 
Dieses  Wegelement  aber  liegt,  weil  m  während  der  Zeit  dB  mit 
dem  festliegenden  Körper  if^  in  Berührung  bleibt,  auf  der  Ober- 
fläche von  M^^  und  steht  daher  senkrecht  gegen  die  normale 
Druckkraft  iV;  so  dass  also  der  Winkel  (.V,  ds)  =  90°  ist. 

Andererseits  wird  die  auf  M^  einwirkende  Widerstands- 
kraft R^  oder  N^  während  der  Zeit  dQ  eine  Arbeit  verrichten,  die 
ebenfalls  ^  0  ist;  wie  solches  sofort  sich  ergiebt,  falls  man  nur 
beachtet,  dass  der  Körper  M^ ,  nach  unserer  augenblicklichen 
Annahme,  eine  absolut  feste  Lage  besitzt. 

In  dem  hier  betrachteten  Falle  sind  also  die  von  den  beiden 
Widerstandskräften  verrichteten  Arbeiten  beide  =s  0,  mithin  z,  B. 
die  Summe  dieser  beiden  Arbeiten  ebenfalls  =  0. 

Wir  wollen  jetzt,  an  Stelle  des  unendlich  kleinen  Körpers 
7n,  einen  beliebig  grossen  Körper  3f  nehmen,  im  Uebrigen  aber 
an  den  bisherigen  Voraussetzungen  festhalten.  Alsdann  können 
wir  diesen  Körper  M  in  Gedanken  in  lauter  unendlich  kleine 
Massenelemente  m,  m\  rr!\  etc.  zerlegen.  Denken  wir*unsaber 
diese  Zerlegung  der  Art  ausgeführt,  dass  das  specieil  mit  m  be- 
nannte Element  an  der  augenblicklichen  Berührungsstelle  liegt, 
und  während  der  Zeit  dQ  mit  Jf,  in  Berührung  bleibt,  so  be- 
schränken sich  die  während  dieser  Zeit  d@  in  Thätigkeit  kom- 
menden Widerstandskräfte  auf  diejenigen,  welche  swischen  m 
und  M^  stattfinden ;  so  dass  wir  also,  ebenso  wie  im  vorher- 
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gehenden  Falle,  zu  dem  Resultate  *)  gelangeu,  dass  die  Summe 
der  von  diesen  Widerstandskräften  verrichteten  Arbeiten  s=  0  ist. 
Dieses  Resultat  aber  wird,  wie  aus  dem  zweiten  Satze  auf 
pag.  4  69  sieh  ergiebt,  auch  dann  noch  in  Kraft  bleiben,  wenn 
nicht  bloss  if,  sondern  gleichzeitig  auch  M^  in  Bewegung  be- 
grifTen  ist;  so  dass  wir  also  zu  folgendem  Satze  gelangen : 

Srster  Satz.  —  Befinden  sich  zwei  starre  Körper^  deren 
Oberflachen  vollkommen  glatt  sind,  in  irgend  welchen  Be- 
wegt4ngenj  und  bleiben  dabei  jene  Oberflächen  eine  Zeit  lang  mit 
einander  in  Berührung,  so  wird  die  während  dieser  Zeit  von  den 
Widerstandskräften  der  beiden  Körper  verrichtete  Arbeit  =  0  sein. 
Nachtraglich  übersieht  man  leicht,  dass  dieser  Satz  auch  dann 
noch  in  Gültigkeit  bleibt,  wenn  die  Berührung  der  beiden  Kör- 
per nicht  an  einer^  sondern  an  mehreren,  resp.  an  unendlich 
>nelen  Stellen  stattfindet.  Denn  man  wird  in  diesem  Fall  einen 
der  beiden  Kdrper^  z.  B.  M  in  Gedanken  in  einzelne  Elemen- 
t^rkörper  zerlegen  können^  der  Art,  dass  jeder  solcher  Ele- 
mentarkörper mit  ifj  immer  nur  je  eine  Berührungsstelie^)  be- 
sUxi.    U.  s.  w. 

Wir  wollen  jetzt  zwei  Körper  M  und  M^  mit  vollkommen 
rauhen  Oberflächen  in  Betracht  ziehen,  indem  wir  dabei  wieder- 
um voraussetzen,  dass  die  beiden  Körper  während  eines  ge- 
wissen Zeitintervalls  mit  einander  in  Berührung  bleiben,  und 
irgend  zwei  aufeinander  folgende  Augenblicke  dieses  Zeitinter- 
valls mit  ©  und  0  +  d©  bezeichnen. 

Vk^'w  beginnen,  ähnlich  wie  vorhin,  mit  dem  Falle,  dass  der 
Körper  M^  festliegt^  und  bezeichnen  dasjenige  Massentheilchen 
des  Körpers  if,  welches  im  Augenblick  ©  mit  M^  in  Berührung 
ist,  mit  m.    Und  zwar  wollen  wir  zunächst  die  Bahn  in  Ueber- 

4]  Die  hier  zur  Erlangung  dieses  Resultates  angestellten  Ueberlegungen 
können  leicht  durch  strengere  Methoden  ersetzt  \verden,  —  aber  allerdings 
nur  dann,  wenn  man  sich  entschliesst,  über  den  geometrischen  Charakter 
der  gegebenen  KörperoberflSchen  (z.  B.  über  die  Stetigkeit  derselben)  be* 
stimmte  Voraussetzungen  zu  machen.  Man  vergl.  übrigens  das  yortrefifliche 
Werk  von  Delaunay :  M^canique  rationnelle,  Paris  4  866,  pag.  34  0 — 34  3. 

2)  Dabei  wird  die  Berührungsstelle  eines  solchen  £lementarkörpers, 
je  nach  Umständen,  bald  ein  Punkt,  bald  aber  auch  ein  unendlich  kleines 
Linien-  oder  Flächenelement  sein.  Wie  dem  aber  auch  sei,  —  stets  sind 
unsere  früheren  Betrachtungen  auf  einen  solchen  ElementarkOrper  ohne 
Weiteres  anwendbar.  Denn  bei  all'  jenen  früheren  Betrachtungen  ist  der 
eigentliche  Charakter  der  Berührungsstelle  (ob  dieselbe  ein  Punkt,  ein 
Linienelcment,  oder  ein  Flächenelement  sei)  in  suspenso  geblieben. 
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leguDg  ziehen )  welche  dieses  specielle  Theilchen  m  vor  dem 

Augenblicke  @  durchlaufen  hat,   und  ebenso  auch  diejenige, 

welche  dasselbe  später,  nach  dem  Augenblick  Q  durchlaufen 

wird.     Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  den  senkrechten  Ab- 

stand,  den  dieses  Theilchen  m  in  irgend  einem  früheren  oder 

späteren  Augenblick  t  von  der  Oberfläche  des  festliegeaden 

Körpers  M^  besitzt,  mit  r.     Alsdann  hat  r  im  Augenblick  Q 

offenbar  den  Werth  0,  andererseits  aber  in  jedwedem  früheren 

oder  späteren  Augenblick  einen  Werth,  der  ^  0  ist.   Und  hier- 

(ir 
aus  folgt,  dass  der  Dififerentialquolient  —  im  Augenblick  ©den 

Werth  0  haben  muss. 

Solches  erkannt,  ergiebt  sich  sofort,  dass  das  Theilchen  m 
im  Augenblick  G  eine  Geschwindigkeit  besitzt,  die  tangential 
ist  zur  Oberfläche  des  festliegenden  Körpers  M^ ,  oder  mit  an- 
deren Worten,  dass  das  Theilchen  m  im  Augenblick  G  eine 
längs  dieser  Oberfläche  hingleitende  Bewegung  besitzt. 

Nach  unserer  Voraussetzung  sind  aber  die  Oberflächen  der 
beiden  Körper  M  und  M^  vollkommen  rauh,  mithin  gleitende  Be- 
wegungen unmöglich.  Wir  gelangen  somit  zu  dem  Resultate, 
dass  das  Theilchen  m  in  jenem  Augenblick  G  sich  in  Ruhe  be- 
findet. Hieraus  folgt,  dass  das  von  diesem  Theilchen  m  während 
des  nächstfolgenden  Zeitelementes  d  G  beschriebene  Wegelemenl 
ds  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  ist,  mitbio 
als  0  zu  betrachten  ist.  Demgemäss  wird,  was  die  beiden 
zwischen  M  und  J/,  thätigen  Widerstandskräfte  R  und  R^  be- 
triffit,  die  von  R  während  der  Zeit  dG  verrichtete  Arbeit  ^  0 
sein.  Gleiches  wird,  weil  der  Körper  M^  nach  unserer  Vor- 
aussetzung in  absoluter  Ruhe  sich  befindet,  offenbar  auch  yod 
R^  gelten.  Wir  gelangen  somit  zu  dem  Resultate,  dass  dk 
Summe  der  von  den  beiden  Widerstandskräften  während  der 
Zeit  d  G  geleisteten  Arbeiten  ebenfalls  sss  0  ist. 

Dieses  Resultat  bleibt  nun  aber,  wie  aus  dem  zweiten  Satze 
auf  pag.  169  sich  ergiebt,  auch  dann  noch  in  Kraft,  wenn  nicht 
bloss  Af ,  sotidern  gleichzeitig  auch  M^  in  Bewegung  begrifl'eD 
ist;   so  dass  wir  also  zu  folgendem  Satze  gelangen: 

Zweiter  Satz.  —  Befinden  sich  zwei  starre  Körper,  dem 
Oberflächet}  vollkommen  rauh  sind j  in  irgend  welchen  Bf- 
wegungen,  und  bleiben  dabei  jene  Oberflächen  eine  Zeit  lang  mtt 
einander  in  Berührung,    so  wird  die  von  den   Widerstands- 
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kräften  der  beiden  Körper  während  dieser  Zeit  verrichtete  Arbeit 
=:  0  sein.  Nachträglich  übersieht  man  leicht,  dass  dieser  Satz 
^ebenso  ^vi^ie  der  vorhergehende)  auch  dann  noch  in  Gültigkeit 
bleibt,  ivenn  die  gegenseitige  Berührung  der  beiden  Körper 
iii<^t  an  einer,  sondern  an  mehreren,  resp.  an  unendlich  vielen 
Stellen  stattfindet. 

Zu  den  beiden  SStzen  dieses  Paragraphs  mag  schliesslich 
noch  ein  dritter  Satz  von  bloss  negativem  Charakter  hinzugefügt 
werden,  welcher  folgendermassen  lautet: 

Dritter  Sati.  —  Findet  »wischen  zwei  Körpern  ein  plötz^ 
licher  Zusammenstoss  statt,  ist  also  das  Zusammentreffen  der 
beiden  Körper  von  plötzlichen  Geschwindigkeitsände^ 
rungefi  begleitet^  so  wird  die  hierbei  von  ihren  Widerstands- 
kräften verrichtete  Arbeit  im  Allgemeinen  nicht  a=  0  sein. 

Wird  z.  B.  ein  unendlich  kleiner  Körper,  d.  i.  ein  materi- 
eller Punkt  m  senkrecht  gegen  die  Wand  eines  absolut  festlie- 
genden Körpers  M  geschleudert,  so  ergteht  sich  aus  dem  Satze 
der  lehendigen  Kraft  die  Formel 

mvl        ^^^*  __   A 

wo  v^  und  v^  die  Geschwindigkeiten  des  Punktes  m  in  irgend 
zwei  Zeitaugenblicken  i^  und  t^  vorstellen,  während  A^^  die 
während  des  Zeitraumes  t^t^  von  den  einwirkenden  Kräften 
verrichtete  Arbeit  repräsentirt.  Nimmt  man  nun  an,  dass,  ausser 
den  innerhalb  m,  und  ebenso  innerhalb  M  vorhandenen  Cohä- 
sionskräften,  nur  noch  die  Widerstandskräfte  der  beiden  Kör- 
per ins  Spiel  kommen,  und  dass  beide  Körper  vollkommen  starr, 
mithin  die  Arbeiten  jener  Cohäsionskräfte  =  0  sind,  so  reprä- 
sentirt i4j,  geradezu  diejenige  Arbeit,  welche  von  den  Wider- 
standskräften der  beiden  Körper  während  der  Zeit  t^t^  geleistet 
Wird. 

Bezeichnet  nun  t^  den  Augenblick  des  Zusammenstosses, 
und  t^  irgend  einen  früheren  Augenblick,  so  ist  v^  =  0,  hin- 
gegen V,.  von  beträchtlichem  Werthe.  Und  die  vorstehende,  ge- 
genwärtig auf 

sich  reducirende  Formel  zeigt  also,  dass  jene  von  den  Wider- 
slandskräften verrichtete  Arbeit  i4,,  nicht  =  0  ist.  —  Q.  c.  d. 
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§9. 

Zasammeiifassiiiig  der  Resultate. 

Um  die  Resultate  der  beiden  vorhergehenden  Paragraph« 
in  bequemer  Weise  zusammenfassen  zu  können,  mag  folgende 
Ausdrucksweise  eingeführt  werden : 

Definition.  —  Die  Beioegung  eines  Systems  starrer  Körper 
sei  von  solcher  Beschaffenheit,  da^s  niemals  plötzliche  Zusammen- 
stösse  oder  Oberhaupt  plötzliche  Geschwindigkeitsänderungen  ein- 
treten, dass  hingegen  einige  der  Körper  dauernd  oder  zeitweise 
mit  einander  in  Berührung  sein  können,  Ueberdies  sei  angenom- 
men, dass  die  Oberflächen  je  zweier  Körper,  die  dauernd  resp, 
zeitweise  einander  berühren^  entweder  beide  vollkommen  glatt, 
oder  aber  beide  vollkommen  rauh  sind. 

Sind  air  diese  Voraussetzungen  erfüllt,  so  mag  das  System 
kurzweg  ein  vollkommenes  System  genannt  werden. 

Solches  festgesetzt,  gelangt  man  alsdann  durch  Zusammen- 
fassung der  Resultate  der  beiden  letzten  Paragraphe  zu  folgen- 
dem allgemeinen  Theorem : 

Allgemeines  Theorem.  —  Befindet  sich  ein  vollkommenes 
System  starrer  Körper  unter  dem  Einfluss  seiner  Cohäsions-  und 
Widerstandskräfte,  und  unter  dem  gleichzeitigen  Einfluss  be- 
liebiger anderer  Kräfte  in  irgend  welcher  Bewegung,  so  wird 
dabei  die  von  jenen  Cohäsions-  und  Widerstandskräften  verrichtete 
Arbeit  stets  =  0  sein. 

§10. 

Der  Satz  der  lebendigen  Kraft  in  seiner  Anwendung  anf  eil  Sjst» 

starrer  Körper. 

Bewegt  sich  ein  vollkommenes  System  starrer  Körper  unter 
dem  Einfluss  seiner  Cohäsions-  und  Widerstandskräfte  und 
unter  dem  gleichzeitigen  Einfluss  beliebiger  anderer  Kräfte, 
und  bringt  man  auf  dieses  System  den  Satz  der  lebendigen 
Kraft  (pag.  171): 

(.4.)  dT  =  2^[Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 

in  Anwendung^  so  hat  man  unter  T  die  lebendige  Kraft  des 
ganzen  Systems,  ferner  unter  (o;,  y,  z)  die  Coordinaten  eines 
einzelnen  Massenelementes  7n  des  Systems,  endlich  unter  [A',  F,  Z) 
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die  Resultante  cUler  auf  dieses  Element  m  einwirkenden  Kräfte 
zu  verstehen. 

Da  nun  die  in  dem  System  thätigen  Kräfte  theiis  Cohäsions^ 
und  Widerstandskräfte^  theiis  aber  irgend  weiche  anderweitigen 
Kräfte  sind,  so  kann  man  setzen: 

{B.)  I^  =?)*  +  ?)  , 

wo  3E*,  ^*,  3*  diejenigen  Theile  der  Kräfte  X,  F,  Z  bezeichnen, 
welche  von  den  Cohäsions-  und  Widerstandskräften  herrühren, 
wahrend  3E,  ^,  3  diejenigen  Theile  derselben  vorstellen  sollen, 
welche  herstammen  von  jenen  anderweitigen  Kräften,  Somit 
geht  die  Formel  (^4.]  über  in 

(C.)       dT=  ^(3E*drc+?)*dy-+-3*rfj5)  +^(3Erfa;H.?)dy+3d5)  . 

Zufolge  des  vorhergehenden  allgemeinen  Theorems  pag.  184  ist 
aber  die  Summe  ^{l*dx  H-  ?)*dy  H-  3*^^)  stets  =0;  so 
dass  man  erhält : 

(D.)  dT^  2^(ldx  +  ^dy  H-  ädz]  , 

mithin  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Der  Satz  der  lebendigen  Kraft.  —  Bewegt  sich  ein  voll^ 
kommenes  System  starrer  Körper  (vgl.  die  Definition  pag.  184) 
unter  demEinfluss  seiner  Cohäsions-und  Widerstandskräfte 
und  unter  dem  gleichzeitigen  Einfluss  irgend  welcher  ander- 
weitiger Kräfte^  so  wird  für  jedwedes  Zeitelement  dt  der  Zu- 
wachs der  lebendigen  Kraft  des  Systems  ebenso  gross  sein,  wie 
die  während  dieses  Zeiielementes  von  jenen  anderweitigen 
Kräften  verrichtete  Arbeit.  Bezeichnet  man  nämlich  die  irgend 
ein  einzelnes  Massenelement  m  {x^  y,  z)  des  Systems  sollicitirenden 
anderweitigen  Kräfte  mit  I,  ^,  3»  ^^  ^^^^  f^^  jec/es  Zeit- 
element dt  die  Formel  stattfinden: 

iE,)  dT^  2J(idx  H-  ^dy  H-  Sdz)  , 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems  vorstellt. 

Man  kann  diesen  allgemeinen  Satz  z.-B.  auf  den  Fall  an- 
wenden, dass  einige  von  den  Körpern  des  Systems  eine  absolut 
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feste  Lage  besitzen,  wobei  alsdann  selbstverständlich  diejenigen 
Kräfte,  welche  für  eine  derartige  Lage  Sorge  tragen,  mit  in  Be- 
tracht XU  ziehen  sind.  Doch  bemerkt  man  sofort,  dass  die  von 
diesen  Kräften  anf  jene  Körper  ausgeübten  Arbeiten  «  0  sind, 
[weil  eben  jene  Körper  absolut  festliegen),  und  dass  also  diese 
Kräfte  in  der  Formel  [E,]  ohne  Weiteres  fortfallen. 

§11. 
Der  Hftmiltoii'selie  Satz  und  die  Lagrange'sehen  Gleiehingei. 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  Paragraph  den  Satz  der 
lebendigen  Kraft  auf  ein  vollkommenes  System  starrer  Körper 
angewendet  haben,  wollen  wir  gegenwärtig  auch  den  Hamilto?!- 
schen  Satz  [[g.)  pag.  178]: 


2J[^ix  +  Yöy  -+-  Zdz)\  dt  ^  0 


auf  ein  solches  System  in  Anwendung  bringen.  Halten  wir  dabei 
fest  an  der  Bezeichnungsweise  des  vorhergehenden  Paragraphs, 
so  reducirt  sich  der  Ausdruck 

2^{Xdx  +  Ydy  ^  Zdz)  auf   2J{^^^  +  ?)<Jy  +  3^^)  , 
ebenso  wie  damals 

2^[Xdx  +  Ydy  H-  Zdz)    auf    Ji'ildx  +  ?)rfy  +  ^dz) 

sich  reducirte.    Wir  gelaugen  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Der  Hamilton'ache  8atB.  —  Hält  man  fest  an  den  Vor- 
stellungen und  Bezeichnungen  des  wrhergehenden  Satzes  (E.  , 
so  gilt  für  jedwedes  Zeäintervall  t^  t^  die  Formel: 


0 


Dabei  ist  unter  der  den  Zeichen  öx,  öy,  dz,  d T entsprechenden fin- 
girten  Betcegung  jede  beliebige  mit  dein  Charakter  des  voll- 
kommenen Systems  verträgliche  und  von  der  wirklichen  Bewegtmj 
nur  unendlich  wenig  abweichende  Bewegung  zu  verstehen,  falls 
nur  dieselbe  von  solcher  Beschaffenheit  ist,  dass  die  Grössen  dx. 
dy,  dz  im  Augenblick  t^ ,  wid  ebenso  auch  im  Augenblick  t^  sämfnt- 
lich  =  0  sind. 
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Bezeichnet  man  die  independenten  Variablen,  durchweiche 
die  räumliche  Lage  des  Systems  in  jedem  Augenblick  sich  be- 
stimmt, mit  q^j  q^,  ...  9^,  so  ergeben  sich  auf  Grund  der 
Formel  (F.)  in  bekannter  Weise  die  fi  Gleichungen  : 

•^         dt      dq,        hqj       ^r^qs^  ^^s       ^Hr 
dt 

y  =s  1,  2,  3, .. .  fi . 

Dies  sind  die  Lagrange^ sehen  Gleichungen  zweiter  Form,  aus  denen 
man  min  rückwärts  auch  diejenigen  der  ersten  Form  abzuleiten 
vermag. 

Dabei  werden  jene  independenten  Variablen  im  Laufe  der 
Zeit  ihrer  Art  und  Zahl  nach  wechseln  können.  Besteht  z.  B. 
das  betrachtete  System  aus  einem  materiellen  Punkt  m  und  aus 
einem  absolut  festliegenden  Körper  1/^ ,  und  bleibt  m  mit  M^ 
nur  eine  Zeitlang  in  Berührung,  so  wird  die  Anzahl  jener  inde- 
pendenten Variablen  während  dieser  Berührungszeit  =  %  später 
aber  =  3  sein. 

Femer  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  einige  der  Körper  des 
Systems  eine  absolut  feste  Lage  besitzen,  die  für  eine  derartige 
Lage  Sorge  tragenden  Kräfte,  in  den  Formeln  (F.)  und  (G.) 
von  vornherein  fortgelassen  werden  dürfen.  Vgl.  den  Schluss 
des  vorhergehenden  Paragraphs. 

§  <2. 
Ueber  das  absolute  Axensystem. 

Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  m(x,  y,  ;;)  unter  dem 
Einfluss  einer  gegebenen  Kraft  R,  so  gelten  für  diese  Bewegung 
die  in  (L.)  pag.  460  angegebenen  Gleichungen: 

(a.)  ;,,__  =  Ä  cos  (Ä,  x)  , 

etc.     etc. 

Dabei  ist,  wie  an  allen  Stellen  dieses  Aufsatzes,  unter  [x,  j/,  3) 
das  absolute  Axensystem  zu  verstehen. 

Man  könnte  nun  vielleicht  der  Meinung  sein,  die  Wahl  des 
Coordinatensystems  sei  völlig  gleichgültig,  und  demgemäss  ge- 
neigt sein,  an  Stelle  des  absoluten  Systems  irgend  ein  anderes 
rechtwinkliges  Axensystem  (§,  t],  C)  eintreten  zu  lassen ,  und 
die  diesem  neuen  Axensystem  entsprechenden  Gleichungen 
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iß.)  m  ~f  =  R  cos  (fl,  I) 

etc.     etc. 

ebenfalls  für  correct  zu  halten.  Um  die  Richtigkeit  oder  Un- 
richtigkeit einer  solchen  Ansicht  naher  zu  prüfen,  wollen  wir 
zunächst  den  einfachen  Fall  in  Betracht  ziehen,  dass  das  neue 
System  (^,  rj,  ^j  eine  Bewegung  besitze,  bei  welcher  es  dem  abso- 
luten System  [x,  y,  z)  fortdauerndpara//e/ bleibt.  Im  Uebrigen  aber 
mag  diese  Bewegung  eine  ganz  beliebige  sein ;  und  es  mögen  also 
die  absoluten  Coordlnaten  {x^^,  y^  j3^)  des  Anfangspunktes  oi  des 
neuen  Systems  beliebige  Functionen  der  Zeit  sein.  Dann  ist  z.  B. : 

g  =  a;  —  x^       und       [R,  ^  =  (Ä,  x)  ; 
so  dass  also  die  Gleichungen  (ß,)  die  Gestalt  annehmen : 

OS-.)  m^^--m^  =  Rcos[R,x), 

etc.     etc. 

Hieraus  aber  geht  deutlich  hervor,  dass  diese  neuen  Glei- 
chungen (/?.)  oder  (ß\),  falls  o?^,  y^,,  Sf^  beliebige  Functionen  der 
Zeit  sind,  mit  den  Gleichungen  (or.)  in  Widerspruch  stehen,  im 
Allgemeinen  also  unrichtig  sind. 

Um  dieses  Ergebniss  vielleicht  noch  deutlicher  hervortreten 
zu  lassen,  wollen  wir  jetzt  ein  etwas  bestimmteres  Beispiel  in 
Betracht  ziehen. 

Es  mögen  im  ganzen  Universum  überhaupt  nur  zwei  Körper 
m  und  m^  vorhanden  sein^  etwa  Sonne  und  Erde,  und  es  mag 
vorausgesetzt  sein,  dass  dieselben  nach  dem  NBwroN'schen  Gesetz 
aufeinander  einwirken,  dass  also  die  repulsive  Kraft  /{,  mit 
welcher  jeder  der  beiden  Körper  in  der  Entfernung  rauf  den 
andern  einwirkt,  den  Werth  besitze : 

wo  X  eine  positive  Constante  vorstellt.  Alsdann  werden  nach  [L] 
pag.  160  für  die  absoluten  Coordinaten  (x,  y,  z)  und  (x^  y^J  s^) 
der  beiden  Körper  die  Gleichungen  gelten: 
,.,       <Px  mm.X'^x,  d*x.  mm.x.  —  x 

^    ^        dt*  r*  r  *  dt*  r*        r 

etc.     etc.  etc.     etc. 

Hieraus  folgt,  falls  man  durch  m,  resp.  m^  hebt,  und  sodann 
subtrahirt : 
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etc.     etc., 
also,  falls  man  cc  —  a?4=^,  y  -^  y^  =z  rj ,  js  —  jy^ss^  setzt: 

etc.     etc. 

Air  diese  Formeln  (^4.),  (-4'.),  {A'\)  beziehen  sieh  auf  das 
absolute  Axensystem.  Wollte  nun  irgend  Jemand  behaupten, 
dieses  absolute  System  sei  nach  Belieben  durch  jedwedes  andere 
rechtw^inklige  Axensystem  ersetzbar,  so  würde  derselbe  z.  B. 
auch  die  Anwendung  desjenigen  Systems  gut  heissen  mttssen, 
welches  dem  absoluten  fortdauernd  parallel  bleibt,  und  dessen 
Anfangspunkt  fortdauernd  mit  m^  zusammenfällt.  Bei  Zugrunde- 
legung dieses  Systems  würden  sich  aber  für  den  Körper  m,  an 
Stelle  der  Gleichungen  [^1.),  folgende  Gleichungen  ergeben: 

dr  r^      r 

etc.     etc.   , 

wo  ^,  T]y  Z  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  vorhin.  Und  diese 
Gleichungen  (B,)  sind,  weil  sie  mit  {A".)  in  ofTenbarem  Wider- 
spruch stehen,  geradezu  als  unrichtig  zu  bezeichnen. 

Um  die  Hauptsache  hervorzuheben:  Ist  die  von  Galilei, 
Newton,  Eolbr,  dAlembert  und  Lagrangb  begründete  und  von 
allen  hervorragenden  Astronomen,  Physikern  und  Mathematikern 
bis  zur  heutigen  Zeit  festgehaltene  Mechanik  correct  mit  Bezug  auf 
ein  gewisses  dem  ganzen  Universum  zugehöriges  Axensystem, 
welches  wir  kurzweg  das  absolute  genannt  haben,  so  folgt 
hieraus  von  selber,  dass  dieses  absolute  Axensystem  nicht  ersetz- 
bar sein  kann  durch  jedes  beliebige  andere  Axensystem. 

Eine  genauere  Untersuchung  zeigte  dass  eine  solche  Ersetz- 
barkeit nur  in  zwei  Fällen  stattfindet,  nämlich  erstens,  wenn 
das  neue  Axensystem  (^,  rj,  C)  mit  jenem  absoluten  System 
(x,  y,  z)  starr  verbunden  ist,  und  zweitens  auch  dann,  wenn 
das  neue  System  (5,  rj,  C)  eine  Bewegung  besitzt,  bei  welcher 
die  absolute  Geschwindigkeitseines  Anfangspunktes  ihrer  Grösse 
und  Richtung,  nach  constant  bleibt,  während  gleichzeitig  die 
Axen  des  neuen  Systems  gegen  die  des  absoluten  Systems  unter 
Constanten  Winkeln  geneigt  bleiben. 
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Naeliselirift. 

Besondere  SchwierigkeiteD  bietet  in  der  Mechanik  der  Fall 
der  sogenannten  Bedingungsgleichungen  dar.  Und  es  dürfte  >vohl 
heut  zu  Tage  im  Kreise  competenter  Beurtheiler  allgemein  aner- 
kannt sein,  dassdiediesenFallbetreBenden  Sätze,  nämlich  der  Satz 
der  virtuellen  Yerrückungen  und  das  D'ÄLBMBERT^sche  Princip, 
einer  strengen  Begründung  entbehren,  dass  alle  für  diese  Satze 
gegebenen  Beweise  mehr  oder  weniger  mangelhaft  sind.  Auch 
habe  ich  bei  einer  früheren  Gelegenheit  (diese  Berichte,  4869 
pag.  S58)  die  ebenso  abfällige  wie  berechtigte  Kritik,  welche 
Jagobi  über  jene  v  vermeintlichen «  Beweise  gegeben  hat,  näher 
mitgetheilt. 

Im  vorliegenden  Aufsatze  glaube  ich  nun  gezeigt  zu  haben, 
dass  man  die  in  Rede  stehenden  Schwierigkeiten  nicht  über- 
winden, wohl  aber  vermeiden  kann,  indem  man  die  sogenannten 
Bedingungsgleichungen  ganz  bei  Seite  lässt,  und  an  Stelle  der- 
selben direct  die  hinter  jenen  Gleichungen  verborgenen  Kräfle, 
d.  i.  die  Gohäsions-  und  Widerstandskräfte  in  Rechnung  bringt. 
Insbesondere  habe  ich  gezeigt,  wie  man  in  solcher  Weise  — 
und  zwar  auf  sehr  einfachem  Wege  —  zum  HAMiLTON'scben  Satie 
und  zu  den  LAGRA?(GE'schen  Gleichungen  erster  und  zweiter  Form 
hingelangen  kann.    Uebrigens  wird  man  alsdann  nachträglich 
das  (durch  seine  praktische  Bedeutung  ausgezeichnete)  Princip 
der  virtuellen  Verrttckungen,  und  ebenso  auch  das  d'Alembbbt- 
sche  Princip  leicht  aus  jenen  LAGRANGs'schen  Gleichungen  abzu- 
leiten im  Stande  sein. 
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SITZUNG  VOM  12.  DECEMBER  1887. 

Axel  Hamack,    Ueber  die  Darstellung  einer  willkürlichen 
Function  durch  die  Fourier-BesseV sehen  Functionen. 

Die  Aufgabe,  eine  willkürliche  reelle  Function  innerhalb 
eines  endlichen  Intervalles  durch  solche  unendliche  Reihen 
darzustellen,  wie  sie  die  Probleme  der  Potentialtheorie,  der 
Wiirmeleitung,  der  elastischen  Schwingungen  u.  a.  erfordern, 
ist  von  Heine  auf  Grund  der  Arbeiten  von  Gaughy,  Sturm  und 
LiouTiLLE  in  folgender  Weise  zusammengefasst  worden :  >] 

Eine  Function  f[x)  ist  darstellbar  durch  eine  Reihe  von 

der  Form 

X 

f(x]0{k,x)g[x)dx 


f 


^  jmX,x)yg[x)dx 

0 

wobei  die  Werthe  X  die  unendlich  vielen  Wurzeln  einer  trans- 
seendenten  ^Gleichung  rar(i)  =  0  durchlaufen,  die  nur  reelle 
und  keine  vielfachen  Wurzeln  enthält,  wenn  folgende  Bedin- 
gungen erfüllt  sind : 

EjrsteDs:  Es  soll  bei  jedem  reellen  Werth  von  a  das  com- 
plexe  Integral 

e  (z,  x) 


f 


{z  —  ajm  [z] 


dz 


^)  »Einige  Anwendungen  der  Residuenrechnung  von  Cauchy«,  Journ. 
f.  Math.  Dd.  89,  sowie  Handbuch  der  Kugelfunctionen  2.  Aufl.  Bd.  2, 
pag.  246. 
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nach  z  auf  einem  Kreise  mit  unendlichem  Radius  integrirt,  null 
werden.    In  diesem  Falle  besteht  die  Entwiekelung 

d.  h.  die  Function  d  [a,  x)  ist  durch  eine  unendliche  Reihe  dar- 
stellbar, welche  nach  den  0(1,  x)  fortschreitet. 

Zweitens:  Diese  Reihe  soll  in  gleichem  Grade  conver- 
giren. 

Drittens:  Es  soll  eine  Function  g{x)  angebbar  sein,  so 
dass 

6  (i,  x)  6  (fi,  x)  g  {x)  dx 

0 


/ 


null  ist,  wenn  k  und  fi  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung 
tgr  (Aj  s=  0  sind ;  für  A  =  /t  soll  das  Integral  nicht  null  sein. 
Viertens:  Das  Integral 

X 

6  (a,  x)  g  [x]  xjj  [x)  dx 

0 


/ 


soll  nicht  für  alle  beliebigen  reellen  Werthe,  welche  man  a  er- 
theilen  kann,  null  sein  können ,  ohne  dass  die  Function  ip  [x] 
null  ist,  wenigstens  im  Allgemeinen,  d.  h.  so  dass  ihr  Mittel- 
wei*th  in  jedem  beliebig  kleinen  Intervall  null  ist.  Ist  also 
tp  Ix)  durchaus  stetig,  so  muss  der  Werth  constant  null  sein. 

Fünftens:  Die  oben  angegebene  Reihe  \)  soll  in  gleichem 
Grade  convergiren.  Statt  dessen  genügt  es  aber  zu  sagen: 
Diese  Reihe  soll  im  Allgemeinen  in  gleichem  Grade  conver- 
giren, so  dass  ihr  Integral  durch  gliedweise  Integration  gebildet 
werden  kanU;  selbst  wenn  man  die  Reihe  zuvor  mit  einer  Func- 
tion multiplicirt  hat,  die  nicht  unendlich  wird,  und  nicht  un- 
endlich viele  Maxima  und  Minima  besitzt. 

Sind  nämlich  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  stellt  die  obige 
Reihe  1)  eine  Function  fp{x)  dar,  mit  der  Eigenschaft,  dass  (zu- 
folge der  fünften  und  dritten  Bedingung] 

f  (p  {x)  6  %  x)  g (x)  dx=  ff{x]  0 (A,  x)  g  [x]  dx 

0  0 

ist.   Mithin  ist  auch  (zufolge  der  zweiten  und  ersten  Bedingung) 


Darstellung  durch  FocftrBR-BESssL'scHB  Functionen.      i9A 

q>  [x]  6  (tt,  x]  g  [x)dx  =  /  f{x)  ö(a,  x)  g{x)  dx 

0  0 

und  hieraus  folgt  (aus  der  vierten  Bedingung),  dass 

f[x]  ^  q>[x)  , 

vorausgesetzt,  dass  beide  Functionen  stetig  sind. 

Diesen  Satz  benutzt  Heine  für  die  Entvtickelung  einer  Func- 
tion nach  den  trigonometrischen  Functionefu,  sowie  nach  den 
CylinderfuBctioBen  erster  Art,  und  zwar  der  sweitea  and  dritten 
Ordnung,  die  bei  ihm  dureb  die  Diflferentialgleiobuiigea: 

!*  X   dx        \  X*  I  ' 


dx' 

rfcc*         X  dx 


(»•-'-^V- 


detinirl  sind.  Indessevif  isft  er  auf  die  Frage  niehe  näher  eitige^ 
gangen,  ob  die  ffrnfle  Bcfdingimg  erfüllt  ist,  eine  Loeke,  belebe 
ich  durch  die  folgenden  Untersuchungen  erganzen  möchte. 

Die  Function  d  {X,  x)  besieicbne  ich  dtirch  UW{X,  x)  oder 
auch  weiterhin  kurz  mit  U(Xx);  sie  soll  ein  particuläres  Integral 
der  Differentialgleichung 


d*U 


(..-=^).., 


dx* 

sein,  und  zwar  dasjenige,  welches  für  x  =  0  verschwindet. 
Ein  solches  particuläres  Integral  ist  vorhanden,  wenn  n  eine 
beliebige  positive  Zahl  bezeichnet,  und  nur  eines,  wenn  n  ^  ^ 
ist.  Dasselbe  ist  immer  nur  bis  auf  einen  constanten  Factor 
bestimmt,  der  für  die  Keihenentwickelung  nicht  in  Betracht 
kommt,  weil  die  Glieder  derselben  von  der  Öten  Dimension  in 
Bezug  auf  U  sind.  Dies  Integral  werde  (für  n  ^  0,  worauf  wir 
uns  für  die  folgenden  Betrachiungen  beschränken)  durch  die 
Gleichung  definirt: 

[A., x) -  t/v  ,^Ax) -^^j     ^^ r(A-+<)r(n+Ä+<) \  a ] 

j  rr 

Ftir  fl&  s=.0  hat  U  den  Werlh  nmll,  die  Ableitung  y- jedoch  »enf 

dann,  wenn  n  >  -)-  ist.  Zu  den  von  Heinb  definirten  Functionen 
bestehen  die  Beziehungen 

lUfh.-plL78.  Classe  1SS7.  4  3 
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Für  w  s=  i-  ist  U""  [Xx]  =  4-  sin  (Ax). ») 

Die  Werthe  X  sollen  die  positiven  Wurzeln  der  transcen- 
denten  Gleichung  sein : 

^  (A)  =  ^^^"l^"^^  +  Äl/W{Ax)  =  0  für  CD  =  X  , 

wobei  h  eine  Constante  ist,  die  auch  null  oder  unendlich  sein 
kann.  Doch  werde  ich  im  Folgenden  diese  besonderen  Fälle, 
bei  denen  die  Formeln  einfacher  werden,  nicht  besonders  be- 
rücksichtigen. 

Den  Nachweis,  dass  die  drei  ersten  Bedingungen  erfttUl 
sind,  und  zwar  die  dritte  unter  der  Annahme  g[x)  ss  4 ,  kann 
ich  hier  unterlassen.  Desgleichen  ist  auch  die  vierte  Bedin- 
gung erfüllt;  weil  sich  nämlich  U[olx)  nach  Potenzen  des  Argu- 
mentes ax  entwickeln  lässt,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

f\[x)U[ax)dx  ^  0  ,     (^«'  beliebigen  re- 
J    ^^   '    ^      '  eilen Werthen von a) 

0 

dass 

(p  {x)x^dx  =  0 

0 

ist  bei  allen  ganzzahligen  positiven  Exponenten  n.     Dies  aber 
tritt  nur  ein,  wenn  alle  Mittelwerthe  von  (p[x)  null  sind. 
Es  bleibt  also  nur  zu  zeigen,  dass  die  Reihe 

U{lx]f{x)4x 
3)  2JU{lx)  ® 


/ 


/ 


/ 


{U[Xx)ydx 

0 


1)  Diesen  speciellen  Fall  habe  ich  behandelt  in  einer  Arbeit  »zur 
Theorie  der  Wärmeleitung  in  festen  Körpern«  (Zeitschrift  für  Math.  4887); 
daselbst  ist  gezeigt,  dass  bei  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung nicht  die  Darstellbarkeit  der  Function  f[x)  gefordert  wird,  son- 
dern die  Convergenz  einer  Function  v[t,  x)  für  tssO  nach /"(a;)«  Ist  aber 
die  Darstellung  möglich,  so  vereinfacht  sich  dieser  Nachweis.  Ebenso 
verhält  es  sich  bei  den  anderen  Problemen,  bei  denen  die  FunctioDen  V'Vk 
Betracht  kommen. 
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convergirt,  und  zwar  so,  dass  ihre  gliedweise  Integration  auch 
in  dem  Falle  statthaft  ist,  dass  man  die  Reihe  zuvor. mit  einer 
Function  multiplicirt  hat,  welche  nicht  unendlich  wird,  und 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzt. 

Der  Weg,  welchen  ich  einschlage,  ist  zunächst  derselbe, 
den  LiouYiLLE  in  zwei  Abhandlungen  angegeben  hat  ^) ;  aber  die 
LiovYiLLE'schen  Untersuchungen  lassen  die  Aufgabe  nicht  un- 
mittelbar und  vollständig  erledigen.  Denn  indem  er  von  der 
Differentialgleichung 

ausgeht,  fordert  er,  dass  k  solch  eine  Function  von  x  ist,  dass 
sie  für  o;  =s  0  nicht  unendlich  wird,  während  bei  den  darstel- 
lenden Functionen,  die  hier  vorliegen  und  gerade  die  wichtig- 

n*— + 
sten  Falle  umfassen,  k  = ^  ist,  also  von  der  zweiten  Ord- 

'  X* 

nung  unendlich  wird;  seine  Betrachtungen  sind  also  hier  direct 
nur  fUr  den  Fall  n  «  ^,  d.  h.  fUr  die  trigonometrischen  Func- 
tionen brauchbar^). 


/: 


4 )  » Sur  le  döveloppement  des  foDctions  ou  partles  des  foDClions  en 
s^ries  dont  les  divers  termes  soot  assujettis  ä  satisfaire  ä  une  inöme  6quation 
difir^reniielle  du  second  ordre,  contenant  un  param^tre  variable«.  Jouro. 
de  Mathöinatfques  T.  II  pag.  16  et  pag.  448. 

2}  Auch  hat  Lioüvillb,  wie  ich  der  geschichtlichen  Uebersicht  halber 
erwöhneo  möchte,  nicht  die  Nothwendigkeit  der  Bedingungen  4)  und  2) 
erkannt,  um  daraus  die  Bedingung  4)  herzuleiten;  er  ersetzte  vielmehr 
diese  Bedingung  durch  den  Satz:  Wenn  das  Integral 

U{X,x)  \p{x)dx 
0 

null  wird  bei  allen  Werthen  von  X,  welche  der  Gleichung  o;  (A]  =  0  genügen, 
so  muss  tl/{x)  im  Allgemeinen  null  sein.  Dieser  Schluss  ist  aber  von  ihm 
nur  bewiesen,  vorausgesetzt  dass  \p  [x]  nicht  unendlich  viele  Maxima  und 
Minima  besitzt,  worauf  schon  Ossian  Bonnet  in  seiner  preisgekrönten  Ar- 
beit; »Surla  thäorie  g^näraledes  söries«  (Acad^mie  de  Belgique  4849)  hin- 
wies. Derselbe  Hess  in  Folge  dessen  die  Lioüville'scbe  Methode  ganz  fallen, 
und  versuchte  das  von  Poisson  angegebene  Verfahren  zu  einem  vollgül- 
tigen Beweise  auszugestalten,  was  indessen  nicht  in  befriedigender  Weise 
gelingen  kann. 

Nur  in  der  kurzen  Notiz  von  Sturm  und  Liouville  (Journal  T.  II.  pag. 
S20)  wird  die  in  der  obigen  ersten  Bedingung  enthaltene  Reihe  ohne  Beweis 
eingeführt,  und  die  richtige  Verwerlhung  später  durch  eine  Bemerkung 
(pag.  436)  angedeutet. 

43* 
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1. 

Bei  einer  jeden  Differentialgleichung  von  der  Form 

in  welcher  k  eine  Goostante,  A*  eine  beliebige  FuncUoo  von  x 
isiy  die  im  Intervall  x"^  (^  his  x  ^  X  nicht  unendlicb  wird, 
gewinnt  man  für  die  Integralfunction  folgende  Beiaiion.  MuUi- 
plicirt  man  die  Gleichung  mit  sin  kx,  so  wird 

sin  Xx  -7—^  4-  i*  sin  ^ccf/j  dxss:  A'^sin  Ix  dx  , 
also 

5)       T-  sin  Ix  —. cos  IxU  =s  C  +  t-  /  A*  0"  sin  Ax  dx 

'      X  dx  k^ 

G 

und  es  ist 


(' 


C  SS  y-  sm  kc  1-7—  I   —  C/g  cos  Ac  , 

wobei  c  einen  Punkt  im  Innern  des  Intervalles  von  0  bis  X  be- 
deuten soll.  Ebenso  wicd  nach  MulUplicalioQ  mit  oos  kx  die 
Gleichung  erhalten : 

\  du  \  C^ 

6)      ^  cos  Ax  "3 1-  sin  Aa;  CT  =  C  +  T^ /  kU cos  kx  dx  . 

^      k  'dx  k-'  ' 

c 

wobei 

C   =  y  cos  kc  \--j~\    H*  Uc  sm  kc  . 
Aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  folgt : 

ü"  =  —  C  cos  Aa:  -h  C  sin  kx  +  jj  ACT  sin  k{x  —  x')  dx\ 


c 


-=Mc,^..*c-», ..,./:.»,  >,.-^M.'. 


dx 

c 


Die  Constanten  C  und  C  sind  von  dem  Parameter  k  und  der 
fest  gewählten  Grösse  c  abhängig.   Setzt  man 

C  =s  —  yl  cos  a  ,         C  =  -4  sin  a  , 

so  erhalten  die  vorstehenden  Gleichungen  die  Form : 
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7)  U  SS  A  cos  {Xx  —  a)  -h  j  J  kU sin  X{x  ^  x]dx  , 

c 

/x 
kü  COS  X{x-^  x')  dx  , 


ax 

c 
wobei  die  von  X  und  c  abhängigen  Constanten  A  und  a  durch 
die  Gleichungen  bestimmt  sind 

U^  Ä  A  cos  {^c  —  a) ,     i;y— )  =  —  ii4  sin  [Xc  —  a)  . 

Die  Constante  A  ist  nicht  wesentlich ;  man  kann  dieselbe  be- 
liebig fixiren,  da  die  Function  U  nur  bis  auf  einen  Factor  be- 
stiniiBt  ist.  Die  Constante  a  ist  wiilkttrlich,  wenn  U  ein  allge-^ 
meines  Integral  der  Diiferentialgleichung  4)  ist,  dagegen 
bestiniinty  wenn  ü  ein  bestimmtes  particuläres  Integral  sein 
soll.  Aus  der  Gleichung  7)  lassen  sich  folgende  Schlüsse  ziehen. 
Erstens:  Bezeichnet  man  bei  irgend  einem  bestimmten 
Werthe  von  X  den  Maxiinalwerth  des  Betrages,  welchen  U  im 
Intervall  von  c  bis  X  annehmen  kann,  mit  M,  nennt  man  ferner 
K  den  grössten  Betrag  von  k  in  demselben  Intervall,  wobei  c 
zwar  beliebig  klein,  aber  von  null  verschieden  fixirt  sein  muss, 
so  ist 

M^  [A]  +  ^ÄTif  (X  -  c)<  [.4]  -h  i  KMX  , 


also 


*-^Ä'X 


Bei  beliebig  wachsenden  Werthen  von  X  wird  also  der  Maximal- 
betrag von  U  schliesslich  nicht  grösser  als  der  Betrag  von  A ; 
es  bleibt  daher  in  der  Gleichung  7)  das  integral  auf  der  rechten 
Seite  bei  jedem  Werthe  von  cc,  der  grösser  ist  als  null,  endlich. 
Demnach  ist  die  Function  U  im  Intervall  von  c  >  0  bis  X  in  der 
Form 

4 

U  ^  A  cos  (Xx  —  o)  +  V  9^1  (^,  X) 

darstellbar^  wobei  (p^  [x^  X)  eine  Function  bedeutet^  die  bei  allen 
Werthen  von  X  und  bei  allen  Werthen  von  o?  >  0  endlich,  d.  h. 
kleiner  bleibt  als  eine  bestimmte  endliche  Grösse. 
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Betrachtet  man  zweitens  das  Integral 

X 

f(x)  Udx  = 


/ 


px  ^  px        fx 

=  AJ  f[x)  cos  (X  a;  —  a)  dx  +  jj  f(x)dxjk  ü^sin  k  [x—x']  dx\ 


yJ  k Udx'  J  f[x)  sin  i (o?  —  x')  dx' . 


SO  wird  der  letzte  Theil  auf  der  rechten  Seile,  indem  man  die 
Reihenfolge  der  Integrationen  ändert, 

IJ  kUdx'J  i 

C  X* 

Von  der  Function  /"(cc)  setzen  wir  nun  voraus,  dass  sie  im  Inter- 
vall von  c  bis  X  eine  endliche  und  im  allgemeinen  stetige  Funo- 
tion  ist,  die  nur  an  einzelnen  Stellen  eine  sprungweise  Werth- 
änderung  erleidet,  und  nicht  unendlich  viele  Maxima  und 
Minima  besitzt,  Voraussetzungen,  welche  man  kurz  die  DmcHLET- 
sehen  Bedingungen  zu  nennen  pflegt.   Alsdann  ist  das  Integral 


J  f{x)  Sil 


sin  A(a:  —  x')  dx 

w 

X 

4 

eine  Function  von  der  Form  j  i//,  wobei  tp  bei   allen  Wertbeo 

von  x'  und  noch  so  grossen  Werthen  von  l  endlich  bleibt. 
Folglich  wird  auch 

X 

kUip(x')dx' 


TiJ 


^    c 

\ 
von  der  Form  y^  (p^ ,  wobei  qp,  bei  allen  Werthen  von  A  end- 
lich bleibt.     Mithin  ist  das  Integral 

X 

f(x)  Udx 


f 


von  der  Form  A  J  f{x)  cos  (Aoc  —  a)  dx  -h  -j^  y,,  wobei  y,  hti 

c  ■  . 

allen  Werthen  von  l  endlich  bleibt,  falls  die  Grosse  c  beliebig  klern^ 
jedoch  von  null  verschieden  gewählt  ist. 
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Drittens  findet  man  aus  der  Differentialgleichung  für 
zwei  Functionen  U  und  F,  welche  zu  verschiedenen  Parametern 
3L  und  ft  gehören,  die  Relationen 

also 

d*V  d}U 

folglich : 

Wenn  also  die  rechte  Seite  fttr  cc  s  0  verschwindet,  und  wenn 
für  cc  a=s  X  die  Gleichungen  erftlllt  sind 

du       ,..       -         dV       ...      . 

SO  ist  U  -: F-r-  =  0  auch  für  a;  =  X  und  also 

dx  ax 

X 

UVdx  =  0  . 

0 

Um  dasselbe  Integral  zu  berechnen,  wenn  U  ^  V  ist,   bilde 
man  die  Gleichungen 

g-H(i.-*)ü-«,-^'+(».-*)if-HJiP.«. 

Eliminirt  man  die  Glieder,  welche  mit  X*  —  A*  multiplicirt  sind, 
so  wird 


/ 


oder 


dx*         dX  rfoj' 


Q  Ydk   dx  dXdx\^ 

Vi'enn  nun  die  rechte  Seite  für  x  ==  0  verschwindet  (und  diese 
Forderung  ist  hier  hei  den  oben  definirten  speciellen  Functionen 
erfüllt  für  n  ^  0),  so  ist  der  Ausdruck  für  a;  »  X  allein  zu  be- 
rechnen.  Setzt  man  aber 


n 
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fJ  =F  A  Cjos  [Ix  T-  a)  -¥•  yJ  kU  siffi  l[x  -r-  x)  äx'  , 


^'c 


dx 
dU 


J    TT  I  JJ 

■j^  ^  "  XA  siQ  (Ax  — a)  +  J  kU i:Ds  X[x  —  x')da/  , 
. j   =  —  xA  sia  ßx  —  a)  —  yf ./.  *  t/  ain  A  (a;  — ar') rfx.' 

yj   ft  ■-TT-sini(a;— a;')</a;'+-^y  Art/(a;— a;')cosA(x — x')dx', 
d}U 


1%   "■^-"'v ^-— y«--x^^  "^i 


;  =  —  i4  sin  (Ax  —  a)  —  AxA  cos  (Aa?  —  a) 


4ldx 

/^  dJJ  f^ 

k -pr  cos  A  (jT  —  o;')  da?'  —  J kU [x-^x') ßiD  A(a;— x') (/y, 

so  erkennt  man :  Das  Integj-al 

tüoöet  y,  bei  allen  Werthen  von  X  endlich  bleibt. 

Mithin  bekommt  jedes  Glied  der  Reihe  3),  wenn  man  dem 
Integrale  im  Zahler  daselbst  die  untere  Grepae  c  staU  0  giebl, 
die  Form 

lA  cos  (Xx^a)  -^  T9^i)  \AJ  f(x']cos{Xx'—a)dx'  4-  -j^vA 


(^^y^^x<p^) 


wobei  g)^,  (p^,  q>^  Functionen  sind,  welche  bei  allen  Werthen  ^'oo 
X  im  Intervall  von  c  bis  X  und  bei  allen  Wertlien  von  X  endlich 
bleiben.   Sondprt  laap  4as  Glied 

—  cos  [Xx  —  a)J  f{x]  cos  (Xx'  —  a)  dx' 
^  c 

ab,  so  sind  dfe  nachbleibenden  Glieder  im  Zfiibler  von  der  Foro 

4  4 

rj  A(p^  POS  (IX  —  a)    -H  TJT  9i  <P«  + 


j;i^Vi  ^  -jV^J  f(^')  cosC^sb'  r^  »)dx' 
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4 
und   da   dieses  lelzte  iQtegral  selbst  von  der  Form  ist  yi//,  so 

haben  allie  diese  Glieder  ^um  mindesten  den  Factor  -rj«  Sie  lie- 
fern daher,  zufolge  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  Xj  die  gleich 
näher  erwähnt  werden  soll,  unendliche  Reiben,  welche  unbe- 
dingt and  gleichmSlssig  emivergiren.  Denn  eine  Reibe  von  der 
Form 

^^         A)         Aj  Ajq 

coDvergirt  unbedingt,  wenn  die  Zilhler  aj^  durchaus  endlich 
bleiben,  und  die  Reihe  der  Zahlen  X  derart  zunimmt,  dass  die 
Differenz  A^^^^  —  Xi^  bei  noch  so  grossen  Werthen  von  k  nicht  null 
wird,  sondern  grosser  bleibt  als  eine  bestimmte  endliche  Zahl  e, 
so  dass  Xjg^^  >  A^  -I-  tne  wird. 


•      •      •      'V*  ■      ^mm      •      •     • 


11, 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  aueh  die  unendliche  Reihe 

<4)  -^^^cos  (Xx  —  a)J  f[x)  cos  [Xx'  ^  a)  dd 

^     %  c 

im  Allgemeinen  gleichmclssig  convergirt.  Dazu  ist  es  noth- 
wendig,  die  Abhängigkeit  festzustellen,  In  welcher  a  von  X  steht, 
sobald  U  ein  bestimmtes  particuläres  Integral  der  Differential- 
gleichung ist,  sowie  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  X  zu  unter- 
suchen.     D^bel  berücksichtige  ich  nur  die  besondere  Diffe- 

rentlalgleiehuDg  8),  in  welcher  k  den  Werth  (n*— ^)  —^  hat. 

Aus  der  Theorie  der  BESSsi'schen  Functionen  J^^\x)i  ins- 
besondere aus  der  semiconvergenten  Entwickelung  derselben^) 
ist  bekannt,  dass  die  Function 


4)  In  allgemeinster  Form  sind  dieselben  bewiesen  worden  von  Han- 
KEL,  Die  Cylinderfunctionen  erster  und  zweiter  Art.  Math.  Annal.  Bd.  1 ; 
Harsev,  Schlöwlch  und  J^^ipschitz  bi^beo  ()ie  Entwickelung  bei  reellen 
Werthen  des  Argumentes  behandelt. 
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ii) 


{«,  2P) 


-  y^r  ^'"  t^^  -  i'^  («  +  i)]  2'  (-  0"  '^^' 

wird,  so  dass  für  alle  Werthe  von  o?  >  0  der  asymptotische 
Werth''von  U^^\xx)  gleich  ist 

—  cos  [Xx^\7t{n^^)] 

und  dass  überhaupt  bei  jedem  Werthe  von  jt  >  0  und  jedem 
Werthe  von  l 

wobei  wiederum  xp  eine  Function  bedeutet,  die  stets  endlich  ist. 
Zugleich  erkennt  man  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Function 
[7(")  bei  allen  positiven  reellen  Werthen  des  Argumentes  end- 
lich bleibt;  denn  setzt  man  Xx  ss  z,  so  ist  die  Function  bei  allen 
endlichen  Werthen  von  z  von  null  an  endlich,  und  für  z  =s  oo 

nicht  grösser  als  =-? —  . 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  dem  in  der  Gleichung  7) 

enthaltenen^  so  wird,  A  s  r- —  und  cos  a  und  sin  a  unterschei- 

y  7t 

den  sich  von  cos  \7t[n  -^  \)  und  sin  i^  (h  +  i)  nur  um  Grössen, 
welche  wiederum  den  Werth  X  im  Nenner  enthalten,  während 
der  Zähler  endlich  bleibt.  Bezeichnet  man  die  Constante 
\7t[n  +  \]  der  Kürze  wegen  mit  ß^  so  kann  an  Stelle  der  Reibe 
11)  die  einfachere  treten: 

^ 4)  4"  ^ cos  (Acc  -  ß)J  f{x')  cos  [Xx  -  ß]  dx' , 

denn  die  Differenz  zwischen  den  Reihen  14)  und  14)  ist  eine 
Reihe,  von  der  ohne  weiteres  deutlich  ist,  dass  sie  unbedingt 
und  gleichmässig  convergirt. 

Die  Gleichung  I^— j  +  Ä  t7  =  0  für  a;  =  J,  w^elche  zur 
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Berechnung  der  Wurzeln  X  dient,  erhält  die  Form  : 

-  l  sin  {XX  —  /?)  +  Ä  cos  (ilX  -  /?)  +  P  =  0 

^''obei  P  eine  Grösse  bezeichnet,  die  bei  allen  Werthen  von  X 
endlich  bleibt.    Mithin  ist 

tang{AX-/J)  =  ^-#-[o, 

ivobei  auch  Q  durchaus  endlich  bleibt;  und  folglich  ist  in  erster 
ÄDDäherung 

xx^ß^kTt,    d.h.    ;t  =  *J  +  4- 

oder  genauer  ausgedrückt : 

wobei  jR  eine  Grösse  ist,  die  durchaus  endlich  bleibt.     Folg- 
lich wird 

cos  {Xx  —  jS)  Ä 

X 
und  dieser  Ausdruck  ist  von  der  Form 


tkTtx      ß[x--X)\       Rx       .    ikTCX      ß{x—X\  ,    R 


cos 


ikTtx       ÄX  — Ä  V       1     . 


wobei  rp  durchaus  endlich  bleibt.     Mithin  genügt  es  an  Stelle 
der  Reihe  44)  die  Reihe  zu  betrachten: 

45)     A  JTcosj^  +  ßJE^'j  ff[x')  cos  [Xx'  -  ß]  dx'  , 

weil  die  ausgeschiedenen  Theile  wiederum   den  Factor  A*  im 
Nenner  enthalten.     Ersetzt  man  noch  schliesslich 

cos  (Xx'  —  /?)  = 
IkTtx'      /^(a?'-X)\        .    Ikftx'      ß(x'  -  X)\  Rx'       X 

n"T--*-^-T-)-^'°(-ir-*- — r-]x--^T*' 

so  sieht  man,  dass  man  auch  unter  dem  Integral  nur  das  erste 

Rx' 
dieser  Glieder  einzusetzen  braucht,  weil  das  mit  — r—    multi- 

plicirte  Integral 
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ff.  ,.    .    IkTtx  ^  ß{x'-X]\      , 
Jf(x)sm\-^+         X       r"" 

C 

einen  Werth  hat,  der  im  Zahler  endlich  bleibt  und  Im  Nenner  A- 
enthült.    Sonach  tritt  an  Stelle  der  Reihe  4  5)  die  Reihe 

in  welcher  k  alle  ganzen  Zahlen  durchläuft. 
Setzt  man,  um  die  Nenner  zu  beseitigen, 

7t X  7t X         ,     7tC        ,      ß        ^,       ,  ,      .    ,. 


*T^     ßjtx     /?(a;— X)\  rr  ,.      {kjtx'      ß(x'—X\., 


/•(x)-/-^^i.')  =  9,(3')  , 


80  hat  man  die  einJCacbere  Form : 


2 


J7  (cosA-js  -H  ß"  [z--7t))J  ip  [z)  cos  {kz  +  /?'(ä'  -  nr))  d/  . 

Auch  diese  Reihe  unterscheidet  sich  noch  von  der  gewöhnlichen 
FouRiBR'schen  Reihe,  von  welcher  bekannt  ist,  dass  sie  gleieb- 
massig  convergirt,  solange  q>[z')  eine  stetige  Function  ist,  und 
dass  sie  gliedweise  integrirt  werden  darf^  auch  wenn  q>[z] 
an  einzelnen  Stellen  eine  sprungweise  Werthänderung  erleidet. 
Aber  die  Reihe  hat  doch  scdion  die  Eigenschaft  mit  der  Fouaisft* 
sehen  gemein^  dass  sie  die  ganzzahligen  Viellach^B  der  Varia- 
belen  enthält ;  sie  lässt  sich  überdies  in  einfache  Restandtheile 
der  gewünschten  Art  zerlegen.   Denn  sie  ist  gleich 


4-  —  ^  J9[^')  cos  (h  {z  -  3')  +  /?'  (J5  -  z))  dz 
=  — lim  J  cos/?'(Ä-f.Ä'— 27r)9)(V)(/a'^cosfc(5f  -#-  0 


^  »«»  c 


-  —  lim  J  sin  /!^'(5  +  ä'-  2 /r)  9? (a')  d is'  ^  sin  *(«  +  /; 


^  *  =  »  c 
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—  lim  J  cos  /^(«  —  z')  (jp(js')  dz'  J^  cos  k[z  —  z') 


r»7r 


—  lim  }  sin  /^  («  —  ä')  (f>[z]  dz'  2!  sin  *(«  -  z')  . 


^    i  =  aoc' 


Summirt  man  in  bekannterWeise  dieSinus-  und  Cosinus-Summen 
so  folgt 

—  hm  J  COS/?  (ä  +  2  -  2/f)  7)(5  )^-  + ^ ^^  \_   .    ^  \dz' 

2 


z-^z 

COS 


-  -  1»™  J^^ß  («+^  -«^)yMj rzT' ^— TiTT^P 


Slsin—g—        2  sin 

z  z 


-  hm  ^  cos /f  (.  -  .  )  9>(.  )  1^  +  — L_ii_^  d.' 


"^  T      T-^  ^^         '\     /  /\  f            2         cos  (Ä:  +  ^)  fjs  —  js'li  .  , 
--  hm  y  s.n  /?'(.-.)  ^{. )  {  — ^i- ,..-.'       r- 

'-•c'  ^2sin— ^; —  2  sm  — tt — 

2  2 

Nur  die  Integrale ,  welche  von  dem  variabelen  Parameter  k  ab- 
hängig sind,  kommen  für  den  geforderten  Nachweis  in  Betracht. 
Unter  diesen  sind  diejenigen,  weiche  im  Nenner  die  Function 

sin  — - —  enthalten,  so  geartet,  dass  dl  eser  Neoner  nicht  null  wird, 

z 

solange  z  grösser  als  0  und  kleiner  als  7t  ist.  Der  Werth  dieser 
Integrale  ist  demnach  (wie  aus  dem  zweiten  Mittel wertbsatze 

zu  erkennen  ist]  gleich  y  multiplicirt  mit  einer  bei  allen  Werthen 
von  z  endlich  bleibenden  Grösse^]  und  convergirt  also  gleich- 


h)  Ein  Integral  von  der  Form 

f ({%,%')  sin  kz'dz'  oder  ffie.s')  cos  kz'ds', 

in  welchem  f  eine  Funotion  der  beiden  Grössen  z  und  s^  bedeutet»  die 
innerhalb  des  Integrationsintervalles  durchaus  endlich,  kleiner  als  G  bleibt 
und  die  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Maxima  und  Minima  besitzt, 


206  Axel  Harnack, 

massig  (unabhängig  vom  Werlhe  z)  nach  null,  wenn  k  unendlich 
wird. 

Das  dritte  Integral,  nämlich 

1     f^      a,,  /,       ,  ,x  sin  {k  ■♦-  i)  (5  —  5') 

C  2  sin  ^^—^ — 

ist  das  gewöhnliche  DiRicHLET'sche,  welches  für  0  <5  <  tt  gleich- 
massig  nach  dem  Werthe 

q){z)^f{x) 
conrergirt,  so  lange  die  Function  f(x)  stetig  ist,  welches  also 
zu  einer  gleichmässig  convergenten  FouRiEa'schen  Reihe  führt, 
nach  Ausschluss  aller  der  Stellen,  an  denen  f[x)  eine  sprung- 
weise Aenderung  erfährt.  Diese  FouRiBR'sche  Reihe  kann  aber 
auch  mit  Einschluss  dieser  Stellen  gliedweise  integrirt  werden, 
selbst  dann  noch,  wenn  sie  zuvor  mit  einer  Function  multiplicirt 
ist,  welche  nicht  unendlich  wird,  und  nicht  unendlich  viele 
Ma&iroa  und  Minima  besitzt.  Denn  die  durch  gliedweise  In- 
tegration bis  in  beliebige  Nähe  einer  Unsteligkeitsstelle  ge- 
wonnene Reihe  bleibt  unbedingt  convergent,  auch  wenn  die 
Integration  bis  in  die  Unstetigkeitssteile  ausgeführt  wird. 
Im  vierten  Integral 

s\nß  [z  -  z)  (p[z ) Y^rj' ^^ 

c'  2  sin  — - — 

wird  der  mit  dem  Cosinus  muitiplicirte  Ausdruck  für  keinen  Werth 
von  z  unendlich,  so  dass  das  Integral  ebenso  wie  die  ersten 

\ 

beiden  mit  -7-  null  wird.   Sonach  ist  bewiesen: 

k 

Bedeutet  x  einen  Werth^  der  zwischen  0  und  X  liegt,  so  con- 
vergirt  die  Reihe 

U{lx')  f{x')dx' 

2;u[ix)  '—j^ =  j;ax  u{Xx) 

^  f(U[lx')ydx 

0 


/; 


wtthrend  %'  daslDtegrationsintervall  durchläuft,  ist  durch  eine  endliche  An- 

s 

zahl  von  Integralen  darstellbar,  von  denen  jedes  kleiner  ist  als  -r  0, 

K 
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im  allgemeinen  gletchmässig,  so  dass  ihr  Integral  in  diesem  Inter- 
vall durch  gliedweise  Integration  erhalten  wird^  auch  wenn  man 
die  Reihe  zwoor  mit  einei^  Function  multiplicirt  hatj  die  nicht  un- 
endlich wird,  und  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
besitjst. 

Nennt  man  den  Werlh  der  Reihe  fp{x),  so  ist,  wenn  d  und 
€  beliebig  kleine  Grössen  und  fz  irgend  einen  Werth  unter  den 
Wurzeln  X  bezeichnet, 

(p[x)  U(^x)  dx  =  ^  axj  U(lx)  U{^x)dx  . 

Nach  Gleichung  9]  ist  diese  Reihe  gleich 

wobei  in  der  Reihe  das  eine  Glied,  für  welches  l^  fi  ist,  ausfällt. 
Diese  Reihe  aber  ist  gleichmässig  convergent,  weil  ax  von  der 

Form  -r-  multiplicirt  mit  einer  endlich  bleibenden  Grösse  ist, 

d  Uli  x] 
und  weil  U[3ix)  durchaus  endlich  bleibt,  — -^ — ■  aber  gleich 

a  X 

dem  Product  von  X  mit  einer  durchaus  endlich  bleibenden  Grösse 
ist.  Demnach  kann  man  £  und  d  nach  null  convergiren  lassen, 
und  diesen  Grenzprocess  gliedweise  ausführen;  alsdann  be- 
kommt die  Klammer  in  allen  Gliedern  den  Werth  null,  und 
folglich  ist 

/X  pX.  pX 

(p[x]  U{fix)  dx  =  a^J {U{fix]Ydx  =j  U(i,ix)  f[x)  dx  . 

0  0  c 

Nacb  den  in  der  Einleitung  besprochenen  Sätzen  folgt  hieraus, 
dass  die  Function  (p[x]  im  Innern  des  Intervalles  von  c  bis  X  im 
Allgemeinen  gleich /'(o;)  ist,  solange  nämlich  als/*(cc]  stetig  bleibt, 
dagegen  im  Innern  des  Intervalles  von  0  bis  c  Überall  gleich  null. 
Auch  kann  man  weiter  beweisen,  dass  die  Function  (p{x) 
an  den  Sprungstellen  von  f{x)  im  Innern  des  Intervalles  von 
c  bis  X  den  Werth  \  (f[x  4-  0)  -h  f[x  —  0))  hat,  denn  sie  ver- 
hält sieh;  wie  gezeigt,  bis  auf  Reihen  die  gleichmässig  conver- 
giren, und  daher  stetig  sind,  wie  eine  gewöhnliche  FouRiER^sche 
Reihe. 


/i 
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111. 

Das  anfäDglich  gestellte  Problem  isl  dsrch  diese  Betracb- 
tuDgen  Doch  nicht  vollständig  erledigt;  denn  in  der  nunmehr 
bewiesenen  Formel 

*X 

f(x)  U[Xx)  dx 

f{x)==j;U[lx)^—^ fürc<x<A' 

J(ü[kx)fdx 

0 

ist  vorausgesetzt,  dass  c  von  null  verschieden  ist ;  es  muss  ge- 
zeigt werden,  dass  man  für  c  auch  den  Werth  null  einsetzen 
kann,  so  dass  fUr  alle  Werthe  0  <  (r<  X  die  Darstellung  von  f  x) 
möglich  wird.   Zu  dem  Zwecke  genügt  es  nachzuweisen,  dass 

ff{x')U(Xx)dx  ^ 

Z  UM'—^ =  Hn,  fax)dx'£-^^J^ 

jiU{Xx))*dx       *•"••  J{U[kx)ydx 

0  0 

convergent  ist,  und  nrit  d  beliebig  klein  gemacht  werden  kann, 
dass  also  die  Summe 

y,U{lx)     Ußx) 


/< 


{V{lx)ydx 

0 

bei  noch  so  grosser  Anzahl  der  Glieder  endlich  bleibt,  wenn  x 
eia  Intervall  von  null  an  dorchldnfl,  das  den  Werth  o?  nickt 
enthalt.  Von  der  Function  f[a^  nehmen  wir  dabei  an,  dass  sie^ 
auch  wenn  sie  fUr  co  =»  0  unendlich  wird,  doch  absolut  integrir- 
bar  bleibt.  Hierzu  aber  wird  es  nothwendig,  den  ResiduensaU 
von  Galchy  anzuwenden  *}. 


K)  Einzig  und  allein  auf  Grund  dieses  Satzes,  also  in  möglichst 
directer  Weise,  die  aber  auch  eine  lange  Reihe  von  Cntersuchungev  erfor- 
dert, ist  der  Beweis  von  der  GHUigkeit  der  Entwickelong  nacft  CyIimle^ 
funotionen  von  Herrn  Diki  erbraebt  vroi^en  (Serie  di  Fourier  e.  altre 
rappresentazione  analyticbe  delle  funzioni  di  una  variabile  reale.  Pis* 
4  880,  pag.  234 — 269)  und  dieser  Beweis  durfte  wohl  der  erste  vollständige 
sein,  der  überhaupt  durchgeführt  worden  ist.  Denn  die  aus  dem  NachlasM 
von  Häneel  (Math.  Anhalen  Bd.  8)  veröffentlichten  Untersuchungen,  die  sich 
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Dem  Werlh 

U{)ix)  Ujkx'] 

J{U[)ix))*dx 

0 

lässl  sich  folgende  Form  geben.    Da  in  der  Function  U{lx]  die 
Variabein  X  und  x  vertauscht  werden  können,  so  ist 


dW(Xx)  _  /^,,_  n*-| 
dV       '"    ^ 


^■^(-''-^V(^-')=-^' 


also 


_.  ,       d:^U{Xx)      _.,.    .d*U(Xx)       ^  ,-         -.  „,.    ^  _  ,    . 


oder 


im  ^wesentlichen  gleichfalls  auf  den  Residuensatz  stützen,  sind  noch  nicht 
In  allen  Punkten  klar  gelegt  und  beziehen  sich  nur  auf  den  Fall  h  ^  cx^. 
Der  DiN lösche  Beweis,  den  schon  früher  Herr  SchlÄfli  in  einer  kurzen 
Note  (Math.  Ann.  Bd.  4  0)  für  den  Fall  h  s=  OO  angedeutet  hatte,  ist  auch 
von  Herrn  C.  Jordan  in  etwas  anderer  Form  reproducirt  worden  (Cours 
d'Analyse;  t.  3,  Paris  4887,  pag.  445—463). 

Caüchy  selbst  hat  mittelst  seines  Residuensatzes  die  Entwickelung  nach 
Cylinderfunctionen  meines  Wissens  nicht  behandelt;  wohl  aber  hat  er 
einen  gültigen  Beweis  für  die  Convergenz  der  FocRiER'schen  Reihe,  die  bei 
ihm  als  ein  specieller  Fall  allgemeinerer  Reihen  erscheint,  erbracht  und 
zwar  in  der  Abhandlung :  »Sur  les  r^sidus  des  fonctions  exprimöes  par  des 
integrales  definiesa  (Exercices  de  math6matiqaes,  T.  II.  4827).  Nicht  nur 
DiRiCHLET  in  seiner  grundlegenden  Arbeit  über  die  FoüRiEn'sche  Reihe, 
sondern  viel  später  nach  Boknet  und  Ribmakn,  sowie  andere  geschichtliche 
Darstellungen  erwähnen  immer  nur  den  verfehlten  Beweis,  welchen  Caucht 
in  seiner  Abhandlung  der  Pariser  Akademie  (Tome  VI)  im  Jahre  1826  vor- 
legte, während  die  andere  Abhandlung  (zwei  Jahre  älter  als  die  Dirichlet- 
sche)  einen  Beweis  enthält,  der  vollständig  und  genau  ist,  sobald  man  nur 
die  Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit  der  Function  f{x)  betont, 
unter  welchen  gewisse  Cmformungen  bestimmter  Integrale,  die  beiCACCHY 
vorkommen,  allein  und  überdies  in  etwas  anderer  Form,  als  es  dort  ge- 
schehen ist,  zulässig  werden.  Diese  Voraussetzungen  sind  aber  die  bekann- 
ten, von  DiRicHLET  angegebenen,  dessen  Verdienst  um  die  Theorie  der 
Fourjer'schev  Reihe  durch  diese  historische  Thatsache  nicht  geschmälert 
wird,  da  erst  durch  seine  Untersuchungen  die  Theorie  in  Zusammenhang 
gebracht  wurde  mit  allgemeinen  ganz  neuen  Bedingungen  für  die  Conver- 
genz bestimmter  Integrale  und  unendlicher  Reihen. 

Matli.-p1i7s.  Gasse.  1887.  1 4 
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16)  U{lx)U{Xx')  =  ^^^^^<p'(i.), 

wenn  7)  fp{k}  =  U(lx')  ^-^^  -  U(i.x)  IMe}  gesellt  wird. 
Sodann  ist  (Gleich.  10) 

ufi^äx  =  \'//J^-  U^f^  -  ü  \k'-^,^-^f. 
^  [_dX  dx  dXdx\  t   d^      dldxj 


0 

Setzt  man 

du 


hü  ^  m[l,  x),  wobei  ct(A,  A)  =  0  , 


dx 

so  ist  der  obige  Ausdruck  gleich  —  Um'  [X)  für  x  =  X.  Aber 
auch  die  Grösse  U[XX)  kann  durch  m'iX]  ausgedrQckt  werden; 
denn  es  ist 

d_U  _   X_(IU     ^  ( 3 )  =  A  ^       hU 

dx  ^   X   dk  X  dX  ' 

,^,       ,,,,      \  du     Xd*U    ,dU    n     AdU    /,         n^-hjr 

•^^)  ''^^^-xTi'^xifr^^^rx-'yx'^V^^^^^ 

und  für  (T  s  X  ist  dieses  gleich 


IST 

also 


19)     Ju^dx 


2  ipi] 


wobei 

20)  tpik)  «  AX  (1  +  hX)  +  A'X*  -  (fi«-|)  . 

Folglich  wird 


U  {Xx)  U  [X  x')  _  2  ^xj;  (X)  q>'{X) 

X 


J{U[Xx)ydx  ^ 


0 

Der  unter  der  Summe  stehende  Ausdruck  ist  das  Residuum  von 
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denn  das  Residuum  eines  Quotienten  -,    )  /»,    in  welchem  der 

Zähler  durchaus  endlich  bleibt,  hat  für  die  verschiedenen  Wur- 
zeln JB  =  X,  für  welche  tar(a)  =  0  ist,  den  Werth 

{w'iiiy       (©'(;.))'   • 

Nun  ist/^(A)  =  ip[l)  y'(A)  4-  ip'{l)  g>Wj  aber  es  wiixl  hier 

xp'il)  vj'(X)  -  ip{X)xs"{l)  =  0  . 
Denn  es  ist  (Gleich.  iS)  für  jeden  Werlh  von  x:    . 

also  für  iE  =  X,  wobei  ?ar(A)  =  0  wird, 

und  folglich 

•weil 

J_  ?L^  ^  -^'  Ä  -  0 

Demnach  ist  die  Reihe 

U[lx]  U[lx') 

^  J{U[lx)Ydx 

0 

gleich  dem  Werthe^  nach  welchem  das  complexe  Integral 

convergirtj  wobei 

.  .       _.,      ,  dU[zx)       _..        dU[zx] 
<Pi^)^^i^^)-J^''U{zx]—j^  , 

tl;{z)=^hX  (1  +ÄA')  +  j5*r-(n«-i)  , 

wenn  dasselbe  über  den  Rand  eines  Rechteckes  erstreckt  wird, 
welches  die  reelle  positive  Axe  in  seinem  Innern  enthält,  also  etwa 

44» 


^ 
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die  Eckpunkte  x  =  0,  y  =  ±  lÄ ;  x  ^=s  l^  y  =  ±  ik  besitzt^  und 
wenn  man  dieses  Rechteck  schliesslich  in  die  Halbebene  übergehen 
lässt,  indem  h  und  k  unetidlich  werden^). 

Es  ist  also  zu  zeigen ,  dass  der  Betrag  dieses  Integrales 
endlich  bleibt,  wie  gross  auch  immer  die  Werthe  von  h  und  k 
angenommen  werden.  Da  in  dem  Integrale  der  Zähler  eine  un- 
gerade Function  wird,  so  kommt  der  Integrationsweg  auf  der 
Ordinatenaxe  nicht  in  Betracht. 

Nun  ist  (Gleich.  <2) 

17» (zx)  =  — -  cos  (zx  —  /?)  (4  +  i4)  +  — -  sin  (zx  --  ß)B  , 

^    '      yic      ^  .  "j/tt       ^         ^' 

wobei  die  Grössen  A  und  B  bezüglich  von  der  zweiten  und  von 
der  ersten  Ordnung  null  werden  für  z  =  oo.   Hieraus  folgt: 

dü^{zx)  ^      •      f  a\  ft     .    r>\    .      ^  /  a\n 

T — '  = Sin  [zx  —  /?)  (4  +  C)  4-  -7—  cos  [zx—ß]  D, 

dx  \/7t        ^  ^^  ^  ^       yn        ^         ^^ 

wobei  C  und  Z>  von  der  zweiten  und  ersten  Ordnung  null  werden 
ftir  j5  =  oo.     Demnach  w^ird 

^i^)=^'^hU=:^cos{zX^  ß)  {h^hA-^zD} 

^    sin  (zX-  ß)  [hB  -  z  —  zC)  . 


yjt 

Betrachtet  man  nun  das  Integral  auf  den  zur  Abscissenaxe  pa- 
rallelen Seiten,  für  welche  z  =  ^  ±  ik,  stf  ist  der  Modul  von 
w{z)  gleich  dem  Werthe 

4  kX 

— -  -  •  e       mod  z  '  0  , 

yjt  ^ ' 

wobei  g  eine  endliche  Grösse  bezeichnet,  die  auch  bei  beliebig 
grossen  Werthen  von  z  weder  null  noch  unendlich  wird.  Da- 
gegen ist  im  Zähler  des  Integrales  der  Modul  von 

.      ,    dU[zx]  dU[zx') 

cp[z)  =  U[zx)  —^  -  ü[zx)  —^ 


4 )  Von  einem  Integrale  dieser  Form  geht  auch  Herr  Dini  bei  seineo 
Untersuchungen  aus  (a.  a.  0.  pag.  250),  nur  dass  dort  die  Function  t^[lx] 
zu  Grunde  gelegt  ist,  welche  mit  V  durch  die  Gleichung  zusammenhängt 
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gleich--—  e^C^"*"®')  mod  {z)  •  g^,   wobei  g^  durchaus  endlich 

bleibt.  Ferner  ist  der  Modul  von  iplz)  proportional  dem  Modul 
von  js'.  Hieraus  folgt,  dass  der  Modul  des  unter  dem  Integrale 
stehenden  Quotienten  proportional  e-*(*x-^^"*-^'))  ist.  Lässt 
man  also  k  unendlich  werden,  wahrend  l  endlich  bleibt,  so 
wird  dieser  Ausdruck  null. 

Für  die  zur  Ordinatenaxe  parallele  Seite  z  ^  l  -h  irj  (und 
analog  für  ;s  =  Z  —  irj)  wähle  man  den  Werth  /  so,  dass  IX  ^  ß 

7t 

Stets  gleich  einem  ungeraden  Vielfachen  von  -— -  wird,  also 

z 

sin  [zX  —  /^)  =  ±  cos  iijX  ,        cos  (zX  —  jS)  ==  +  sin  iijX  . 

Alsdann  wird  der  Modul  von  {jt}[z)  bei  allen  positiven  Werthen 
von  jj  gleich 

1     v^ 

e      mod  (z)  ,  g  , 


■j/tt 


wobei  die  Grösse  g  endlich  bleibt  und  nicht  null  wird,  auch 
für  T]  =  op.  Die  Grösse  g  bleibt  endlich,  auch  wenn  l  unend- 
lich wird,  sie  convergirt  nach  dem  Werlhe  ^.  Da  nun  wieder- 
um der  Modul  von  (p[z)  gleich 

J_e»?(^+^Omod(^).  c, 

und  der  Modul  von  xp  {z)  proportional  dem  Modul  von  z*  ist,  so 
ist  der  Modul  des  Integrales  zwischen  den  Grenzen  tj  =z  0  und 
jj  =s  -4-  too  eine  durchaus  endliche  Grösse;  dasselbe  gilt 
auch  von  dem  Integrale  zwischen  den  Grenzen  i^  =  0  und 
7]  =  —  ioo,  und  bleibt  in  beiden  Fällen  bestehen,  auch  wenn  / 
unendlich  wird. 

Damit  ist  die  Reihendarstellung  in  vollem  Umfange  be- 
wiesen. 

Bezeichnet  f(x]  eine  Function^  die  bis  auf  einzelne  Sprung- 
steilen  im  Intervall  von  0  bis  X  durchaus  stetig  ist,  die,  wenn  sie 
an  der  Grenze  null  unendlich  wird,  doch  absolut  integrirbar  bleibt, 
und  welche  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  so  ist 
für  n  ^  0 
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^  fi^llx))*  dx 

0 

also  auch 

fyxf{x)/.*>(kx)dx 

(^  =  2^j^iXx)'- — ^ 

j  (j«,(ix)yxdx 

0 

Setzt  man  f{x)  =  "Vx  F{x),  so  ist  auch 

fxF[x)J''(lx)dx 

F{x]  =  2;  j'^iix)  ^ ■ 

*  f{r(kx)yxdx 

0 

An  Stelle  der  DiRicHLBT'schen  Bedingung  für  die  Function 
fix)  können  auch  andere  treten,  so  z.  B.  dass  die  Function  f{x\ 
einen  tiberall  endlichen  integrirbaren  Differentialquotienten  be- 
sitzt. Auch  kann  man  in  analoger  Weise  die  Entwickelung  nach 
Functionen  mit  negativen  Index  n  in  Betracht  ziehen. 


>  •< »  I 


Druck  Yon  Breitkopf  A  H&rtel  in  Leipzig. 
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No.  40—54.  4888,  No.  4—37.  Berlin  4888. 

Politische  Correspondenz  Friedrichs  d.  Gr.  Bd.  4  5.  4  6.  Berlin  4887.  88. 

Die  Venus-Durchgänge  4874  und  4882.  Bericht  über  die  deutschen  Beob- 
achtungen. Im  Auftrage  der  Commission  für  die  Beobachtung  des 
Venus-Durchgangs  hsg.  v.  A.  Auwers.  Bd.  8.  Berlin  4888. 

Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  XX, 
No.  48.  49.  Jahrg.  XXI,  No.  4  —  47.  Berlin  4887.  88. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  J.  4  882  (Jahrg.  38),  Abth.  4—3.  Dargestellt 
von  d.  Physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Berlin  4887.  88. 

Verhandlungen  der  Physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin  im  Jahre  4887 
(Jahrg.  6).  Berlin  4888. 

Centralblatt  für  Physiologie.  Unter  Mitwirkung  der  Physiologischen  Gesell- 
schaft zu  Berlin  herausgegeben.  Bd.  4  (4887),  No.  4 — 25.  26b.  Jahrg. 
4888,  No.  4.  4—48.  Berlin  d.  J. 

Verhandlungen  der  Physiologischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  4887/88, 
No.  4.  8—20.  Berlin  4  887.  88. 

Jahrbuch  der  Kgl.  Preuss.  geologischen  Landesanstalt  und  Bergakademie  za 
Berlin  f.  d.  J.  4886.  Berlin  4887. 

Abhandlungen  zur  geolog.  Specialkarte  von  Preussen  und  den  Thüringischen 
Staaten.  Bd.  VI,  H.  4.  VIII,  H.  3.  Nebst  Atlas  zu  VI,  4.  Berlin  4888. 

Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterlhumsfreunden  im  Rheinlande.  H.  84—86. 
Bonn  4887.  88. 

Fünfundsechzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vaterlän- 
dische Cultur.  Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbeiten  und 
Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  4887.   Breslau  4888. 

Jahrbuch  des  Königl.  Söchs.  meteorologischen  Institutes.  Jahrg.  4  (4886), 
Lief.  2  (Abth.  3).  Jahrg.  5  (4  887),  Abth.  4.  2  (Ergebnisse  der  me- 
teorologischen Beobachtungen  i.  J.  4887,  4.  Hälfte).  Chemnitz  ^9W. 
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Scbriften  der  naturforschendeo  Gesellschaft  io  Dan  zig.  N.F.  Bd.  7,  H.  4. 
Danzig  4888. 

LissaueTj  A.,  Die  pi*tthistorischen  Denknofiller  der  Proviuz  Westpreussen  u. 
d.  angrenzenden  Gebiete.  Mit  Unterstütz.  des*Wes(preuss.  Provinzial- 
Landtages  hrsg.  von  d.  Natarforschenden  Gesellschaft  in  Danzig. 
Leipzig  4887. 

Zeitschrift  des  k.  sachsischen  statistischen  Bureaus.  Redig.  v.  Y.  Böhmert. 
Jahrg.  88  (4886),  Supplementheft  II.  Jahrg.  83  (4  887),  H.  4—4.. 
Dresden  4887.  88. 

Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur*  u.  Heilkunde  in  Dresden.  Sitzungs- 
periode 4887 — 88.  Dresden  4888. 

Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschaftl.  Gesellschaft 
Isis  in  Dresden.  Jahrg.  4887,  Juli~Dec.  Jahrg.  4888,  Jan. — ^Juni. 
Dresden  4888. 

Kgl.  Sächsisches  Polytechnikum  zu  Dresden.  Ergänzung  zum  Programm  f.d. 
Studienjahr  4  887/88,  enthalt,  d.  Verzeichniss  d.  Vorlesungen  f.  d. 
Sommersem.  4888.  —  Programm  f.  d.  Studienjahr,  bez.  Wintersem. 
4  888/89. 

43 — 46.  Jahresbericht  der  PoUichia,  eines  naturwissenschaftl.  Vereines  der 
Rheinpfalz.  Dürkheim  4888. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicinischenSocietät  in  Erlangen.  H.  49 
;Oct.  4886— Mai  4887).  Erlangen  4887.  Jahrg.  4  887.  München  4  888. 

Jahrbuch  für  d.  Berg-  und  Hüttenwesen  im  Königreich  Sachsen  auf  d.  Jahr 
4888.  Freiberg  4888. 

Verzeichniss  d.  Vorlesungen  auf  der  Grossherz.  Hessischen  Ludwigs-Uni- 
versität zu  Giessen,  Sommer  4886,  Winter  4886/87,  S.  4  887,  W. 
4887/88,  S.  4888,  W.  4  888/89.  Personalbestand  S.  4886,  W.  4  886/87, 
S.  4887,  W.  4887/88,  S.  4888.  Eckhard,  C,  Ein  Beitrag  z.  Lehre  von 
dem  Vorkommen  gehörnter  weiblicher  Rehe  (Progr.).  Giessen  4886. 
HesSf  R.,  Ueber  Waldschutz  und  Schulz wald(Akad.  Festrede).  Giessen 
4888.  Hofftnann,  H.,  Pbänologiscbe  Untersuchungen  (Progr.).  Giessen 
4  887.  Kattenhuschy  F.,  Ueber  religiösen  Glauben  im  Sinne  des  Chri- 
stenlhums  (Akad.  Festrede).  Giessen  4887.  Ropp,  G.  Frhr.  v.  der, 
Deutsche  Kolonien  im  42.  u.  4  3.  Jhd.  (Akad.  Festrede).  Giessen  4  886. 
36  Dissertationen  vom  J.  4  886/87,  85  vom  J.  4887/88. 

Xeues  Lausitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 
Wissensch.  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  Schönwälder.  Bd.  63,  H.  2. 
Bd.  64,  H.  4.  Görlitz  4888. 

Abhandlungen  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Götti  n  ge  n. 
Bd.  34.   Göttingen  4887. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 
Georg-Augusts-Universität  aus  d.  J.  4887.  Göttingen  4887. 

Bericht  über  ö}e  im  Jahr  4  887  den  Herzogl.  Sammlungen  zugegangenen 
Geschenke.   Gotha  4888. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landesschule  zu  Grimma  über  d.  Schul- 
jahr 4887/88.  Grimma  4  888. 

Leopoldina.  Amtl.  Organ  d.  kais.  Leopol dinisch-Carolini seh  deutschen  Akad. 
der  Naturforscher.  H.  XXIII,  No.  34—24.  H.  XXIV,  No.  4—22. 
Halle  4888. 

Abbandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  Bd.  47,  H.  4.  2. 
Halle  4888. 


VIII     

Bericht  über  die  Silzangen  der  Natarforsclienden  Gesellschafl  zu  Halle  Im 
J.  4887.  Halle  4888. 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.  Originalabhandlungen  u.  Berichte. 
Hrsg.  vom  Naturwiss.  Verein  f.  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle. 
4.  Folge  Bd.  6,  4887  (d.  ganzen  Reihe  60.  Bd.}»  H.6.  Halle  48S7. 

34 — 37.  Jahresbericht  der  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Hannover 
f.  d.  Geschäftsjahre  4888—87.  Hannover  4888. 

Chronik  der  Universität  zu  Kiel  f.  d.  J.  4887/88;  Verzeichniss  d.  Vorles. 
Winter  4  887/88,  Sommer  4888.  Brockhatis,  Friedr.,  Ueber  das  cano- 
nische Recht.  Rede  beim  Antritt  des  Rektorates.  Förster,  Bich.,  Rede  zur 
Feier  des  Gedächtnisses  weiland  Sr.  Maj.  des  Deutschen  Kaisers  Wil- 
helm I.  gehalten  am  22.  März  4  888.  Bloss,  F.,  Rede  zur  Feier  des  Ge- 
dächtnisses weiland  Sr.  Maj.  des  Deutschen  Kaisers  Friedrieb  111. 
gehalten  am  30.  Juni  4  888.  Förster,  Bich.,  DeAristotelis  quae  ferantor 
Secretis  secretorum  (Progr.).  Kiel  4  888.  —  74  Dissertationen  vom 
•   J.  4887/88. 

Ergebnisse  der  Beobachtungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jahrg.  4887,  H.  4—9.  Berlin  4888. 

Lamp,  E.,  Das  Aequinoctium  für  4860.O  abgeleitet  aus  den  v.  C.  F.  Pape  am 
Meridiankreise  der  Altonaer  Sternwarte  4859 — 62  angestellten  Son- 
nenbeobachtungen (Publication  d.  Sternwarte  in  Kiel /hrsg.  v.  A. 
Krüger).  Kiel  4882. 

Kreuts,  Hnr.,  Untersuchungen  über  das  Cometensystem  4843  I,  4880  lu. 
4882  11.  Th.  4:  Der  grosse  Septembercomet  4  882  II  (Publication  d. 
Sternwarte  in  Kiel,  hrsg.  v.  A,  Krüger),  Kiel  4888. 

Schriften  der  physikal.-ökonomischen  Gesellschaft  zu  Koni  gsberg.  Jahrg. 
28  (4887).  Königsberg  4 888. 

Vierteljahrsschrift  der  astronom.  Gesellschaft.  Jahrg.  22,  H.  4.  Jahrg.  23, 
H.  4.  2.  Leipzig  4887.  88. 

Zeitschrift  des  Vereins  für  Lübeckische  Geschichte  u.  Alterthumskande. 
Bd.  5,  H.  8.    Lübeck  4888. 

Jahresbericht  u.  Abhandlungen  des  Nalurwissenschaftl.  Vereins  in  Ma g de- 
hn rg  4887.  Magdeburg  4 888.  Nebst  Beilage:  Hintzmannj  £.,  Das 
Innere  der  Erde.  Vortrag.  Magdeburg  4888. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  JuH  4887— Jnli 
4  888.  Meissen  4888. 

Abhandlungen  der  histor.  Classe  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bd.  4S 
(in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  60.  Bd.),  Abth.  4.  München  4888. 

Abhandlungen  der  mathem.-physikal.  Gl.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wisseosch. 

Bd.  46  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  56.  Bd.),  Abth.  2.  München  4887. 
Abhandlungen  d.  philos.-philolog.  Gl.  d.  k.  baver.  Akad.  d.  Wissensch. 

Bd.  48  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  64.  Bd!),  Abth.  4.  München  4888. 

Sitzungsberichte  der  mathem.-physikal.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 

zu  München.  Jahrg.  4887,  H.  3.  Jahrg.  4888,  H.  4.  2.  München4888. 
Sitzungsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 

Wiss.  zu  München.   Jahrg.  4887,  Bd.  2,  H.  8.  Jahrg.  4888,  H.  4. 1 

München  4888. 

Meier,  Karl,  Ueber  historische  Dramen  der  Römer.  Festrede  gehalten  in  d. 
öffentl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Acad.  d.  Wiss.  am  45.  Nov.  4887. 
München  4887. 


IX      

Monumenta  TrideoUna.  Beiträge  zur  Geschichte  des  Concils  von  Trient,  von 
A,  V,  Druffel,  H.  3.  München  4887. 

Bat^emfeind,  C  M.  v„  Das  Bayerische  Präcisions^Nivellement.   7.  Mitthei- 
lang.  München  4888. 

Neunundrwanzigste  Plenarversammlnng  der  histor.  Gommission  bei  der  k. 
bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bericht  des  Secretariats.  München  4888. 

SUznngsberichte  der  Gesellschaft  f.  Morphologie  u.  Physiologie  in  München. 
Bd.  3  (4887),  H.  4—3.  Jahrg.  4888,  H.  4.  München  4887.  88. 

4  5.  Jahresbericht  des  Westfälischen  Provinzial -Vereins  f.  Wissenschaft  u. 
Kunst  für  4886.  46.  Jahresbericht  für  4887.  Münster  4887.  88. 

Die  Konst-  u.  Geschichtsdenkmttler  der  Provinz  Westfalen.  Hsg.  vom  West- 
fäl.  Provinzial- Verein  f.  Wissensch.  u.  Kunst.  Stück  II:  Kreis  Wa- 
rendorf. Münster  4886. 

Jahresbericht  der  naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  4887. 
Nürnberg  4  888.  Nebst  einer  Beilage :  Festschrift  zur  Begrüssung  des 
XVIII.  Kongresses  der  Deutschen  anthropologischen  Gesellschaft  zu 
Nürnberg.  Nürnberg  4887. 

Anzeiger  des  Germanischen  Nationalmuseums.  Bd*S,  H.  4  (Jahrg.  4887). 
—  Mittheilungen  aus  dem  Germanischen  Museum.  Bd.  2,  H.  3 
(Jahrg.  4887).  —  Katalog  der  im  Germanischen  Museum  befindlichen 
vorgeschichtlichen  Denkmäler  (Rosenberg'sche  Sammlung).  Nürn- 
berg 4887. 

26 — 18.  Bericht  Über  die  Thätigkeit  des  Offenbacher  Vereins  f.  Naturkunde 
in  d.  Vereinsjahren  vom  7.  Mai  4884 — 44.  Mai  4887.  Offenbach  a. 
M.  4888. 

Zeitschrift  der  historischen  Gesellschaft  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  3, 
H.  4—4.  Posen  4887.  88. 

Jahresbericht  des  Vereins  für  Erdkunde  zu  Stettin.  4887.  Stettin  4888. 

Württembergische  Vierteljahrshefte  für  Landesgeschichte.  Hsg.  v.  d.  Kgl. 
Statist.  Landesamt.  Jahrg.  40  (4887),  H.  4— 4.  Stuttgart  4887.  88. 

Münster-Blätter.  Im  Auftrag  des  Münster-Comitäs  hsg.  v.  A.  Beyer  u.  F. 
Presset.  Heft  5.  Nebst  Beilage.  Ulm  4888. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würz  bürg. 
Jahrg.  4887.  Würzburg  4887. 

Verhandlungen  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  2i.  Würzburg  4  888. 

Oesterreich-Ungarn. 

Rad  Jugoslavenske  Akademije  znanosti  i  umjetnosti  [Agram].  Knjiga 
88,  II.  86—90.   U  Zagrebu  4887.  88. 

Ljetopis  Jugoslavenske  Akad.  znanosti  i  umjetnosti.  Druga  svezka  (4877 — 
87).  U  Zagrebu  4887. 

Viestnik  Hrvatskoga  arkeologickoga  Druistva.  Godina  X,  Br.  4 — 4.  U  Za- 
grebu 4888. 

Magyar  tudom.  Akad6miai  Almanach,  4888-ra.  Budapest  4887. 

A  Magyar  tudom.  Akad^mia  BmMkbesz6dek.  Köt.  4,  Sz.  6 — 4  0.  Budapest 
4887. 

A  Magyar  tudom.  Akad^mia  Ertösitöje.  Evfoly.  84  (4887),  Sz.  4— 8.  22(4888), 
Sz.  4.  Budapest  4887.  88. 


A  Magyar  tudom.  Akaddmia  Evkönyvei.  Köt.  4  7,  D..  5.  Budapest  4887. 

Mathematische  u.  naturwiss.  Berichte  aus  Ungarn.    Mit  Unterstützung  der 
Ungar.  Akad.  d.  Wissensch.  herausgeg.  Bd.  5.  Budapest  1887. 

Ungarische  Revue.  Mit  Unterst,  d.  Ungar.  Akad.  d.  Wiss.  herausgeg.  4887, 
(Jahrg.  7),  H.  8—40.  4888,  H.  4—6.  Budapest  4887— 88. 

Ertekezäsek  a  mathematikai  (udomänyok  kör^böl.   Köt.  4  3,  Sz.  S.  Köt.  14, 
Sz.  4.  Budapest  4887. 

Ertekezäsek  a  nyelv-  6s  sz6ptudomanyok  köröböl.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akademie.  Köt.  44,  Sz.  4  —  7.   Budapest  4887. 

Ertekez6sek  a  term^szettudomänyok  köröböl.     Köt.  46,  Sz.  7.    Köt.  4  7, 
Sz.  2—5.  Budapest  4887. 

Archaeologiai  ^rtesitö.   Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.   Uj  Folyam,  Köt.  7, 
8—5.  8,  4.  2.    Budapest  4  887.  88. 

Mathematikai  ^s  term^szettudomdnyi  Ertesitö.    Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akad.  Köt.  5,  6—9.  6,  4.   Budapest  4  887. 

Mathematikai  äs  termäszettudomünyi  Közlemönyek.  Kiadja  a  MagNar  tudom. 
Akad.  Köt.  22,  4—8.  Budapest  4886— 88. 

Nyelvtudomänyi  Közltoönyek.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.    Köt.  20,  3. 
Budapest  4  887. 

Monumenta  Hungariae  historica.  Osztäly  I.  Köt.  27  (Diplomatarium  Alvin- 
czianum.  Köt.  3).  Budapest  4887. 

Monumenta  Hungariae  historica.  Sectio  HI.   Monumenta  comitialia  regni 
Transsylvaniae.  T.  42.  Budapest  4887. 

Regi  magyar  Nyelvemläkek.    Kiadta  a  Magyar  tudom.  Akad.    Köt.  4.  2. 
Köt.  5.  Budapest  4  888. 

Nyelvemiöktär.  R6gi  magyar  codexek.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Köt. 
9,  4.  Köt.  4  0,  2.  Budapest  4888. 

Ballagi,  A.,  Colbert.  I.  räsz.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Budapest  4887. 
Bayer,  J.,  A  nemzeti  Jätäkszin  törtänete.   Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad. 
Köt.  4.  2.  Budapest  4  887. 

Gelcich,  /.,   Diplomatarium  relationum  reipublicae  Ragusanae  cum  regno 
Hungariae.  Budapest  4  887. 

Jözsef  Foherczeg,  Csigäny  nyelvtan.  Budapest  4  888. 
KünoSf  y.,  Oszmän-Török  näpköltäsi  gyüjtemäny.    Köt.  4:  Oszmän-Török 
näpmesäk.  Budapest  4  887. 

^farczali,  //.,  Magyarorszäg  törtänete  II.  Jözsef  koröban.  Köt.  3.  Budapest 
4  888. 

P^ch,  A.,  Also  Magyarorszäg  b^nyamiveläsänek  törtänete.  Köt.  2.  Budapest 

4887. 

Pesty,  F.,  Magyarorszäg  helynevei.  Köt.  4.  Budapest  4  888. 

Simonyi,  Zsigm.j  A  magyar  hatärozök.  Köt.  4,  Feie  4.  Budapest  4888. 

Ssddecsky,  £.,    Izabella  äs  Jänos  Zsigmond  Lengyelorszögban  4552 — 56. 

Budapest  4888. 

Thanhoffer,  £.,   Adatok  a  központi  idegrendszer  szerkezetähez.  Budapest 

4887. 

Wenzel,  G,,  Magyarorszäg  mezögazdasägänak  törtänete.  Budapest  4887. 

Verzeichnis  d.  öfTentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz- Josefs-Uni versitfit  zu 
Czernowitz  im  Sommer-Sem.  4  888,  Winter- Sem.  4888/89.  — 
Uebersicht  der  akad.  Behörden  im  Studienjahr  4888/89. 


XI      

Mlttheilungen  des  histor.  Vereines  für  Steiermark.  Heft  36.  Graz  4  888. 

Zeitsctirift  des  Ferdinandeums  für  Tirol  u.  Vorarlberg.    3.  Folge.   Heft  34. 
38.  Innsbruck  1887.  88. 

Berlcbte  des  na  tu  rwiss.- medizinischen  Vereines  in  Innsbruck.    Jahrg.  4  6 
(4886/87).  47.  (4887/88).  Innsbruck  4887.  88. 

Spisüv   poct^nych  jubilejni  cenou  Kräl.  Cesk.  Spolecnosti  nauk  v  Praze. 
£islo4.  V  Praze  4  887. 

Jaliresbericht  der  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenten  in  Prag. 
Vereinsj.  4  887.  Prag  4  888. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Prag  im  J.  4887.   Jahrg.  48.  Prag  4888. 

Personalsland  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Universität  in  Prag  zu 
Anfang  d.  Studienjahres  4  888 — 89.  —  Ordnung  d.  Vorlesungen  im 
Wintersem.  4888/89. 

Miitheilungen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen. 
Jahrg.  26,  No.  4—4.  Prag  4  887.  88. 

Lotes.  Jahrbuch  f.  Naturwissenschaft,  ^m  Auftrag  des  Vereines  »Lotos« 
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SITZUNG  VOM  16.  JANUAR  1888. 

W.  Bcheibner,  Mathematische  Bemerkungen.    (Auszüge  aus 
Briefen  an  Prof.  Baltzbr,  f  7.  Novbr.  1887.) 

Leipzig,  9.  Februar  4887. 


(I)  Bei  Benutzung  Ihrer  i» Determinanten«  fttr  die  Theorie  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  zweier  ganzer  Functionen 

erschien  mir  auf  S.  4 1 7  zwischen  Art.  8  und  9  die  Einschaltung 
eines  Artikels  wUnschenswerth,  der  eine  mehr  heuristische  Dar- 
stellung liefert.  Ich  meine  etwa  in  folgender  Weise  mit  Httife 
der  Multiplicatoren  [Crelle  44,  S.  884) 

i/,„_.p-»  =  «0  +  «I  y 1-  «m-p-i  f^^''  , 

Sei 

wo 

Cg  —  ft^tto  +  *9-i«i  •••  +  ^p+^-m  +  i  «m-p-i 
•^  ^^/^o  —  ö^-i/*!  •••  —   öp^-^-n  +  i  ^n-p-« 

(mit  dem  Vorbehalte,  dass  nur  diejenigen  CoeCBcienten  a^  und  frj^ 
beibehalten  werden,  fUr  welche  t  zwischen  0  und  m,  M.  zwischen 
0  und  n  liegt),  so  können  die  (m  -{-  n  —  2jd)  Coefficienten  in  M 
und  N  mittelst  des  linearen  Systems 

bestimmt  werden,  wenn  h^  die  Determinante  des  Systems  be- 
deutet.  Dann  folgt 

P  =  Co  +  c.  y  .      +  Cp  . ,  yl» "  *  +  Äp  yP  , 

]Uth.-pk7s.  OImm  1888.  4 
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also  vom  Grade  p,  falls  Rp  nicht  verschwindet,  und  es  ist  offen- 
bar jeder  gemeinschaftliche  Theiler  von  /*  und  g  in  Mg  —  Nf=  P 
enthalten.  Soll  nun  P  selbst  Theiler  von  f  und  g  sein,  so  müssen 
die  Determinanten 

Rf^  =  R^  . . .  =  i?p  _  ^  =  0 
verschwinden,  weil  wenn  R^  nicht  verschwände, 

einer  Function  2^^°  Grades  gleich  gemacht  werden  könnte,  also 
für  i  <ip  nicht  durch  P  Uieilbar  wäre. 

£s  sind  aber  jene  Bedingungen  nicht  allein  nothwendig, 
sondern  auch  ausreichend,  damit  f  und  g  einen  gemeinschaft- 
lichen Theiler  vom  Grade  p  besitzen.  In  der  That  kann  man, 
wenn  f?,-  r=  0, 

^m-t-4  9  —  A^fi-f-4  /*=  Oi-, 

einer  Function  [i  —  4  )^^  Grades  gleich  machen,  ohne  dass  M  und 
N  verschwinden.   Ftlr  i  =  0  oder  R^  =  0  folgt 

Wenn  nun  M  und  N  keinen  gemeinsohaftlicben  Factor  haben,  so 
muss  ffn  durch  i/ti,.|  theilbar  sein  und  man  erhält  den  linearen 
Theiler 

p^      f      ^      9 
Anderenfalls  sei 

Mfn  -  4  ^^  Vp  -  i  '»'m  -p  7   -'^fi  - 1  ^^  vp -  i  -^'n  — p  j 
folglich 

^m-p9  =  Nn-pf      und       Pp  =  --i—  ^    -?--  , 

-'"fii  —  p        •'^ti  —  p 

d.  h.  der  Theiler  P  ist  mindestens  vom  1 .  Grade. 

Ist  aber  auch  Bj  =  0,  so  lässt  sich  nicht  allein 

machen,  sondern  es  muss  auch  c'^  =  0  sein,  weil  sonst  über- 
haupt kein  gemeinschaftlicher  Theiler  eristiren  könnte:  mithin 
muss  P  mindestens  vom  2.  Grade  sein.  Ist  nun  femer  R^  =  0 
und 

«m-.ü'-  Kr-»  f^Q^^  <  +  r,"  y  , 
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so   verschwinden  auch  c^'  und  (fl,  also  ist  P  mindestens  vom 
3.  Grade,  u.  s.  w. 

Schreibt  man 

c^  =  «0  «0  "+-  a?  a, h  f4.p_,  «m-p-i 

so  ergibt  die  Auflösung  des  linearen  Systems 

Cp  =  /^p,     Cp^,  =  0,     .-.     c^+„«p_4=0, 
^regen 

=  ö?i4?  +af  A^ h  aSi-p-4  ^^m-p-i 

mithin 

^^9=00^?  +  «?^? 1-  aXi-p-i  >*m-p-4 

4-  ft9  DP    1    5«  jßP  . .      .59  oP 

1^  *^o  ^0  ^^  *'4"*'4  1^  ^fi-p-4  ^n-p-i  • 

Folglich  geht  P  aus  Rp  hervor,  vyenn  man  in  der  ersten  Hori- 
zontalreihe der  Determinante  die  Elemente  a?  und  b^  durch 

öj  +  0} 2/  — f- ^^yP  wöd   h  +  hv '"  +  Ky^ 

ersetzt  —  in  Ueherelnstimmung  mit  Art.  9  des  §  11. 

Die  Form  der  Bedingungsgleichungen  Ä^  =  /?^ . . .  =  Rp_^  =  0 
habe  ich  aus  der  Nachschrift  einer  Vorlesung  von  Weierstrass 
kennen  lernen. 

(2)  Die  Darstellung  in  §  7 ,  Art.  %  Ihrer  )» Determinanten u 
scheint  mir  nicht  recht  symmetrisch  und  etwa  folgendergestalt 
zu  ergänzen. 

Die  vollständige  Auflösung  der  Gleichungen 

für  yjt  =s=  0  liefert, 
4)  wenn 

ft  =  i  «f  i  =  2"  «f  ^1  =  2:  K  "*'  -  "f  «?)  ^"u'  =  ^  '■ 

.r,  =  fAl 

4» 
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2)  wenn  die  Subdeterminanien  ^4^'  verschwinden : 

3)  wenn  i4^^  =  0  : 

u.  s.  w.  Hier  bezeichnen  f  g  h  willkürliche  Factoren,  während 
die  Indices  k  l  m  beliebig  gewählt  werden  dürfen. 

(3)  Ich  weiss  nicht,  ob  die  Frage  nach  den  wesentlichen  Be- 
dingungsgleichungen zwischen  den  Elementen  af  für  das  Ver- 
schwinden der  Subdeterminanten  (n  —  p  +  1)**°  Grades  schon 
beantwortet  ist.  Die  Anzahl  dieser  Bedingungen  beträgt  p*,  so 
dass  beim  Fortgang  zu  den  Determinanten  (n  —  p)^^  Grades 
2p  +  4  Gleichungen  hinzutreten. 

(4)  In  Ihren  d  Elementen  a  Algebra  §40,  Art.  4  5  scheinen  Nr.  II 
und  III  mit  Art.  4  7,  III  zusammenzugehören.  Ich  würde  folgende 
Fassung  des  CAucHv^schen  Beweises  vorziehen : 

Sei  für 

A  =  ee<««    und    f{x  +  h)  =re^^ 
r  ein  Minimalwerth,  dann  hat  man  für  kleine  Werthe  von  e 

r  >  r.   Aber  nach  dem  TATLOR'schen  Satze  ist 

4    ^ 

f[x  +  h)=fx-\-h^[a  +  bh),    wo    a  =  ^eV'«  =—/<**)  a? 

den  ersten  nicht  verschwindenden  Differentialquoiienten  der 
TATLOR'schen  Reihe  bedeutet,  und  6  für  abnehmende  Werthe  von  h 
nicht  über  alle  Grenzen  wachsen  darf.  Zerlegt  man  in  den  reellen 
und  imaginären  Theil,  so  wird 

r'  cos  cp  =  r  cos  (p  -{-  s^  [q  cos  (ww  +  i/;)  +  ae) 

r'  sin  qp'  =  r  sin  (jp  +  fi***  [q  sin  (mw  +  ip)  +  ße)  , 
mithin 

r'  r'  =  rr  +€*"  {2  rp  cos  (mcü  4-  i/;  —  cp)  +  ye)  , 

wo  aßy  für  abnehmende  Werthe  von  £  nicht  über  alle  Grenzen 
wachsen  können.  Da  nun  für  verschiedene  Werthe  von  oi 
cos  {m(jj-\-  ijj  —  (p)  sein  Zeichen  wechselt  und  q  nicht  verschwin- 
dety  so  kann  ein  Minimum  von  r  nur  für  r  =  0  eintreten. 
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»Ist  folglich  die  Function  fx  so  beschaffen,  dass  r  einen 
Minimalwerthbesitzt,  fttrwelchen  dieTAYLOR^scheEntwickelung 
gültig  bleibt,  so  ist  die  Gleichung  fx  =  0  durch  x=  p  -^  qi 
lösbar,  a 

Die  geforderte  Bedingung  ist  für  eine  ganze  Function  fx  er- 
fallt*).  Denn  da  eine  solche  für  alle  endlichen  Werthe  von  x 
eindeutig,  endlich  und  stetig  verlauft,  können  p  q  r  eis  recht- 
winklige Coordinaten  einer  zusammenhängenden,  einschaaligen 
Fläche  auf  der  positiven  Seite  der  pq -Ebene  angesehen  werden. 
^Während  dieselbe  mit  zunehmender  Entfernung  vom  Ursprung 
sich  von  derp  9 -Ebene  unbegrenzt  entfernt,  muss  sie  an  gewissen 
Stellen  dieser  Ebene  am  nächsten  kommen,  d.  h.  r  wird  ein 
Minimum  für  gewisse  Werthe  von  a?  =  p  +  91,  und  dort  muss 
dem  bewiesenen  Satze  zufolge  die  Fläche  die  complexe  Ebene 
berühren. 

(5)  Vielleicht  darf  ich  mir  bei  dieser  Gelegenheit  die  einer  Notiz  aus 
dem  Jahre  4849  entlehnte  Bemerkung  gestatten,  dass  die  von  Gauss  im 
Jahre  4816  angewandte  Beweismethode,  bei  welcher  für 

ör  öy 

das  Doppelintegraiy/l/drd^  bei  der  Umkehruog  der  Integrationsordnung 
seinen  Werth  ändert,  auch  auf  das  Integral  y/s  d 9  dq>  anwendbar  ist, 
wenn  für 

a;  =  p  +  gi  =  c^+v«* ,    fx  =  P+  Qi  =  eP+*< 

gesetzt  wird. 

In  der  That  sei  fx  eine  eindeutige  stetige  Function  {functio  continua  ac 
monolropa)  der  complexen  Variablen  x,  so  sind  P  und  <I>  reelle  Functionen 
der  reellen  Variabein  q  und  q>,  für  welche  die  partielle  Diflerentialformel 

ÖP        .d^^d<D_.dP 
d^  d^        d^  bq) 

gilt.  Die  Werthe  der  Anomalieen  4>  und  q>  können  Incremente  von  der  Form 
fimn  erhalten,  deren  Differential  verschwindet,  im  Uebrigen  sind  die  ein- 
geführten Variabein  mit  der  Functioa  fx  stetig  und  monotrop.  Sei  nun 

Q  =//jj  dg  dq>  =/<I)  dq>  =  — /P  dQ 

4 )  Dass  in  der  Gleichung 

f{x  +  h)^fx-{-hr'{a-\-bh) 
für  kleine  Werthe  von  h^  a  und  b  nicht  gleichzeitig  verschwinden  können, 
ist  evident,  wenn  fx  nicht  constant  sein  soll,  in  welchem  Falle  fx  in  der 
That  nicht  zu  verschwinden  braucht. 


n 
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und  die  Integration  über  die  Elemente  rdr  d(p  s=:  t^  dQ  d<p  eines  concen- 
Irischen  Ringes  zwischen  q^  und  q^  vorgeschrieben ,  während  <p  die  ganze 
Peripherie  durchläuft;  seien  ferner  0^*  und  PJ"*"*'' die  steligen,  d.  h. 
einer  stetigen  Aenderung  der  Argumente  g  und  q>  zwischen  den  angezeigten 
Grenzen  entsprechenden  Incremente  von  <I>  und  P,  so  wird 

wenn  die  Umkehr  der  Integrationsordnung  erlaubt  ist. 

Wegen  der  Monotropie  von  fx  verschwindet  die  Differenz  FJ"*"*" 
für  jeden  Werth  des  Logarithmus  q  =  log  r,  so  dass  das  Integral 

^p,     -*.  =  « 

bei  der  heterotropen  Function  i  -^  yx  z.  B.  würde 

P  =  log  (4  +  Je^^cosiy +  c('),    und  für    q>-\-%n 

P  =  log  (4  —  2 6^9  cos  i 9  +  e^)    werden]. 
Dagegen  Ittsst  sich  zeigen,  dass  bei  geeigneter  Wahl  von  q^  und  Qi  der  Werth 
des  Integrals 

von  9  abhängt.   Es  braucht  nur  bewiesen  zu  werden,  dass  der  DifTeren- 
tialquotient 

nicht  verschwindet,  d.  h.  dass  «PJ"*"'"  für  ^o  und  Qi  verschiedene  Werthe 
annimmt. 

Hierzu  lassen  wir  ^  nach  der  negativen  und  positiven  Seite  unbestimmt 
wachsen.  Im  Allgemeinen  werden  für  unendliche  Werthe  von  q  die  Grenz- 
werthe  einer  continuirlichen  Function  nicht  von  g)  abhängen  [die  Functioo 
ff^z.  B.  hört  im  Unendlichen  auf  stetig  zu  sein],  allein  es  ist  nicht  nothwendig, 
dass  dabei  dt  P  über  alle  Grenzen  wachse.  Wir  unterscheiden  also  die 
Fälle ,  in  denen  für  db  ^  =  cd  P  einen  endlichen ,  von  g>  unabhängigen 
Grenzwerth  besitzt,  und  in  denen  dz  P  über  alle  Grenzen  wächst. 

Im  ersterenVeiWe  istP*+  Q*=e^  von  Null  und  unendlich  verschieden 

und  wir  können  =1:  ^  so  gross  annehmen,  dass  bei  variablem  q>  die  Varia- 

0  P 

bilität  von  0  =  arc  tg   -  =  arc  cot  ~   in  beliebig  enge  Grenzen  einge- 

Q  P 

schlössen  bleibt,  da  der  Quotient  ^  (resp.  ;r^)  um  den  Grenzwerth  oscillirt, 

dem  er  sich  für  wachsende  q  unbegrenzt  nähert.  Daraus  folgt,  dass  wenn  ip 
die  Peripherie  durchläuft,  der  Bogen  <I>  zu  seinem  Ausgangswerth  zurück- 
kehren muss. 
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Im  letzteren  Falle  wollen  wir  die  VoraussetzuDg  machen,  dass  wenn 
Q  hinlänglich  gross  genommen  wird,  ib  P  mit  dem  Logarithmus  q  continu- 

^A^echseln  könne,  und  zwar  soll  diess  für  beliebige  variable  Werthe  der 
Anomalie  <p  der  Fall  sein.   Die  Gleichung 

zeigt  dann,  dass  während  9  um  %n  wächst,  das  Diflferential  dO  beständig 
dasselbe  Zeichen  behält.  Hieraus  schliesst  man,  dass  bei  geeigneter  Be- 
stimmung von  Q  die  Anomalie  0  beständig  wachsen  oder  abnehmen,  und 
folglich  ein  nicht  verschwindendes  Increment<I>|  '*'  '^  =  2  m  ti  erhalten  muss. 

Bei  einer  ganzen  Function  fx  —  welche  nicht  durch  x  theilbar  sein 
soll  —  ergibt  sich  für  q  =  —  00  der  von  <p  unabhängige,  endliche  und 
nicht  verschwindende  Werth  fO,  Andererseits  wachsen  q  und  P  gleichzeitig 
positiv  über  alle  Grenzen,  und  zwar  dergestalt,  dass  von  einem  gewissen 
Punkte  an ,  bei  wachsendem  q,  für  keinen  Werth  des  Bogens  9  der  Loga- 
rithmus P  abnehmen  kann.  Daraus  folgt  aber,  dass  sich  die  Integrations- 
grenzen ^0  und  Qi  so  bestimmen  lassen,  dass  zugleich 

^$"^^"(90)  =  0      und      Oj-^^^feJ  =  imn  =  |^ 
werden,  wo  die  Zahl  m  nicht  verschwindet. 

Die  integrale  f^dtp  und  — /Pd^,  welche  durch  Umkehr  der  inle- 
grationsordnung  aus  £t  folgen,  sind  mithin  nicht  gleich  und  wir  dürfen 
schüessen,  dass  der  Nenner  der  Function 

P«  +  g« 

innerhalb  des  Doppolintegrals  verschwindet,  da  ausserdem  keine  unend- 
lichen oder  ujibestimmten  Elemente  vorkommen  können.  Mit  anderen 
'Worten :  die  Gleichung  fx  =  0  ist  darch  endliche  Werthe  von  q  und  q> 
lösbar. 


J^cipzig,  42.  Februar  4887. 

(6)   Heute  sende  ich  Ihnen  eine  anderweiie  Bemerkung  zu 

§  30,  Art.  2,6  Ihrer  »Allgemeinen  Arithmetik«.^) 

11 
Um  zu  entscheiden,  ob  der  Werth  des  Kettenbruchs   -^ 


u 


^i    ..^A    ^i+i 


zwischen  den  beiden  Naherungswerthen    *  und     *- *  liege>  be- 

N  i^'i  +  i 

merke  man,  dass 


1)  Yergl.  diese  Berichte^  Jahrgang  1864,  S.  44  ng. 
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^i  ^  ?t-i  ^t-i  —  Pt-t  n~t  ^t-t 


ft-4  ?t-l  f^Vl  —  Pf-l  ^l-t /'f-t  f«l-l 

sich  in  entgegengesetztem  Sinne  ändert,  wenn  q^^^  wächst  oder 
abnimmt,  und  zwar  entspricht  eine  grossere  Aenderong  von  f ; „^ 

auch  einer  grösseren  Aendening  von  — ,  so  lange  der  Nenner  /#,• 

nicht  durch  Null  hindurchgeht.    Vergleicht  man  die  Ketten- 
brttche  für 

^1     _Pi    .   P%^i    .  .    Pi-i  »"t-t 

^1  ?i  9«  9i-i  ' 


A. 


f+i  ^  ?1  _:_  ?«_!j  .1 :.  Pi-i  ^i-t  ^  Pi  ^t-i 


/'i+f        9«          9t                         9t-i               9t      ' 
so  erhellt,  dass  —in  — übergeht,  wenn  statt  o.-  .,(/,•  . ^•— *-  ' 

geschrieben  wird,  dagegen  in  -^^ ,  wenn  man  g^^^  durch 

p.  f.  ti  j[. 

a,_i  —  ersetzt.    Daraus  folgt,  dass  —  zwischen  —  und 

9i  ^'  u  /!,. 

-^^*^  enthalten  sein  muss,  wenn    '•"*    '  =  Ä.-  ,  zwischen  0  und 

*"*    liegt.    Dafür  kann   man  auch  Qi  u.-  zwischen  0   und 
9f  •    ' 

p,-  w,-_^  =  qi  Vi  —  r,-  w,-^4  legen,  oder  was  dasselbe  ist,  q^  u^  und 

Tj  Uj^f  von  entgegengesetzten  Vorzeichen  nehmen. 
Folglich  ist 

l«Jf«+«  <  0 

die  Bedingung  der  Semieonvergmx,  mit  anderen  Worten :  wenn 

!^  =  ?i  _:_  ?1^  _:_     .     _:_  fLÜir« 
«         9,  ?,  ?,•  -  Ä<  ' 

SO  muss  das  Ergäntungsglied  R{  entgegengesetztes  Vorzeichen 
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mit  dem  letzten  Partialnennerg^  in  -^  haben,  damit  der  Werth 
des  Kettenbruchs  —  zwischen  —  und  — ^^  enthalten  sei.  M 


(7)  leb  wiU  hier  noch  einige  bei  der  wiederholten  linearen  Transforma- 
tion stattfindende  Kettenbruchsentwi ekeln ngen  beifügen,  welche  zuweilen 
von  Vortbeü  sein  können.   Wenn 

^.  -=  £1 *^'    oder    Vi^..  =   -'       -  - 

Qi  —  U^i  +  i  ^i  —  riVi 

{Bericht  1864,  S.  67),  und  man  setzt 

Pi  U  —  gi  Si  =  Pi  r}  =  t'i  Pi' 

Pi9i  +  i  —  Pi  +  i  *i  =  Pi9{  +  i  =  —  P»  +  i  */' 
U  *.  +  i  —  </,•  r,  +  ,  =  ri  si^^  =  —  n^,  g," 
so  ergibt  sich  leicht 


i)  Der  vorstehende  Satz  bedarf  einer  ErgttDmig.  In  der  That  zeigt 
die  Gleichung 

tt,  ^    (Qi  —  i>t)  ^t  —  Pi  n-t  ^«^1   ^  ^L_rJ!ii! 

«*      (9.-  —  Ä»)  A*i  —  Pi  n-i  ^Mi - 1      A*t- +1  —  Äi  A*i ' 

dass  die  Grenzwerthe  Ü^  =  0  und  Ü^  =  di  oo  den  Näherungswerthen 

"*"*  und  —  entsprechen.  Für  Werthe  von  Ü^  mit  entgegengesetzten  Vor- 
A't-n  /^i 

zeichen  muss  folglich  der  Kettenbruch  -^  das  eine  Mal  xtoischen  *"*"'  und 

—  liegen,  das  andere  Mal  au$serhaib  dieses  Intervalls.   Das  gesuchte  Vor- 

f^i 

zeichen  ist  demnach  bestimmt,  wenn  man  die  Lage  von  -^  für  irgend  einen 
Werth  von  Ri  angeben  kann. 

Da  für  Ri  =  qi,  -^  =  -i — L  wird,  so  muss  das  Ergttnzungsglied  Ri  das 
gleiche  oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  mit  Qi  haben,  je  nachdem  der 
Naberungswerth  -i=i-  zwischen  -^  und    *'*''  fällt,  oder  nicht.  Da  ferner 

^•-1  f^i  ^i+4 

tt'  14  * 

-  =  00  für  Ri  =  '~l±^  jedenfalls  ausserhalb  dieses  Intervalles  liegt,  so  gilt 

als  Bedingung  der  Semiconvergenz  auch  die  Ungleichung  Ri  -^  <  0, 


wo 


^t  +  i         9i  Qi-i  Qi  9i 


n 
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t'-    3=    ^--     -^ 


Pi     .     Pi+i^V^  ?i+l£jL±i 


Qi 


9'»  +  t 


P«  —  *m  «* 


«••-I 


1  =  ?!  -L  II.  -:_  y«^'«-n  _:_  Pii-t^t-*-»  . . .  _^  P»i - 1  r/  _^      P» 
t^i        P.-  *•"  *".4.t  «"f  +  l  *« 


»••-I 


-  !i  -i-  ^' -»•  1  P<'  ^  n-t.>P\.|.t    . . .  ^  y'nP'n-t  ^ 


^mPm 


»  +  l 


*• 


*  +  » 


»"«*'h*i  — Vi 


V» 

— 

P«-l 

9«-i 

^n-i 

1 

*«-l 

»n 

Pn-i 

= 

.    P,»_,r'»-i     .    Pn^3^n-^  ,   Pi^i^i     .       Pin'^i 


*  n  — 3 


w 


P.  — «i«-» 


-f-  — : ; •  •  • r,  r 


*  »  — 1 


*  n  — 1 


*'«-. 


I  *« 


,     ^W-l     .    Pn-t  ^«-1     .    Pll-«*^B-8  .    Pl  +  I»'/    .    Pi 


9'n-i 


«'n-i 


«'n-3 


.    r„-.jP'«-i    .    »"n-sP'!!^»  .   ^iP'.4-t    .        ^P.' 


9"«-, 


9i 


W 


r,  Vi  —  Si 


Schliesslich  mag  noch  bemerkl  werden,  dass  die  Gleichung  (a.  a.  O.S.  53, 
y-  =  y,-  ^  ^  identisch  «rfttlH  wird  für  • 


6  =   .    sec*  — 
4  m 


,     wo     0  <  n  <  - 


Es  folgt  darauSi  dass  in  diesem  Valley  ifixr  wachsende  i  keine  Grenze  besitzt, 
weil  die  Gleichung  G  =  y  —  yy  keine  reelle  Wurzel  haben  wUrdc. 


Leipzig,  19.  Man  1887. 

(8)  Die  in  meinem  neutichen  Briefe  vom  9.  Februar  aufge- 
worfene Frage  finde  ieh  bereits  von  Herrn  Kronbgkbi  {CrdU  72, 
S.  \  53]  dahin  beantwortet,  dass  alle  Subdeterminanten  m^"  Grades 
von  der  Form 


U   '• 


•f» 


=  0 


*4  *t  •  •  •  *»n 
verschwinden,  wenn  die  (n  —  m  +  1)*  Determinanten 

12-  m— 1  i 


filr  *\  k  :^  m 


12     m— 1  A 
Null  sind  und  vorausgesetzt  wird,  dass 


n 


nicht  ver- 


1  2  • .  m  —  1 
1  2  . .  m  —  1 
schwinde.    Herr  Prof.  Hatkh  machte  mich  darauf  aofmerksam, 


Mathematisghb  Bemerkungen. 


11 


dass  diess  eine  UDmittelbare  Folge  aus  dem  KRONECKBR^schen 
Satze  (Determ.  §  8,  2)  ist,  wanach  unier  der  betonten  Voraus- 
setzung von  den  n  linearen  homogenen  Functionen  y^  =  ^^a^*  x^ 

i 

die  m  —  1  ersten  von  einander  unabhängig  sind,  während 
zwischen  diesen  und  den  ttbrigen  n  —  m  -{-  i  die  Relationen 
bestehen : 


0  = 


o 


a 


a{ 


.«1-4   «W— I 


a 
a 


<-i 


,m-i 


k 

t 


•     «m-i     Vk 


Ich  weiss  nicht,  aus  welchem  Grunde  Sie  durch  Ihre  Dar- 
stellung in  §6,8  den  Satz,  der  doch  einen  fundamentalen  Charakter 
hat,  so  zu  sagen  verdunkelt  haben ;  ich  wttrde  nach  §6,1  den  Zu- 
satz verweisen:  »Hiernach  ist  für  m  <  n  jede  Subdeterminante 
I  c/*|  des  componirten  Systems  vom  (m+ 1)*^  und  höherem  Grade 
Null«  und  für  §  6,  8  eine  Fassung  wie  die  folgende  vorschlagen: 

•  Wenn  die  Elemente  a  einer  Determinante  n****  Gi'ades  so 
beschaffen  sind,  dass  sämmtliche  n^  n^  Snbd^terminanten  irt**" 
Grades  verschwinden ,  so  werden  auch  sämmtliche  Subdeter- 

minanten  hcdierer  Grade  nebst  der  Determinante  1  a^^  1  ==   .  ^ 

Null.  Es  fragt  sich,  welche  nothwendigen  und  ausreichenden 
Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Elementen  alsdann  erfüllt 
sein  müsseil. 

Unter  den  Subdeterminanten  m*®°  Grades  befinden  sich  die 
Determinanten 

M  -'  m  —  i  i 


Vi 


\%  "  m  —  \  k 


für    t,  A  =  m 


n 


während  für  i,  k  <^m  diese  Ausdrücke  offenbar  identisch  ver- 
schwinden.  Bringt  man  nun  /7,-^  auf  die  Form 


so  sind 

\%    •  m 


\ 


und  V  = 


\^"l  —  \kt+\  • .  m  —  1 
12         .../...         ///  —  \ 


Subdeterminanten  (m  —  1)**"  Grades;  für  j»^^  t^  0  folgt 
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Das  Product 


P=i4«» 


»1  '•  •  •  «m 


=  yl**p 


wird  hiemach  gleich  der  Determinante  m^^  Grades  eines  com- 
ponirten  Systems,  bei  welchem  der  Summenindex  /  nur  m  —  \ 
Werthe  durchläuft.  Mithin  verschwindet  p,  wenn  die  Subdeter- 
minante  A  nicht  Null  ist,  was  sich  immer  erreichen  lasst,  falls 
nicht  sttmmtliche  Subdeterminanten  (m  —  \)^^  Grades  Null 
sein  sollen. 

Folglich  reichen  die  (n  —  m  +  1)*  Gleichungen  p,*==ö 
aus,  damit  sämmtliche  Subdeterminanten  m^^°  Grades  ver- 
schwinden. Auch  kann  die  Anzahl  dieser  Bedingungen  im  All- 
gemeinen nicht  weiter  reducirt  werden,  weil  jedes  p,-^  das  Ele- 
ment a^^  enthält,  welches  in  den  ttbrigen  nicht  vorkommt. 

Anders  verhält  es  sich  natürlich,  wenn  die  Elemente  a  nicht 
unabhängig  von  einander  sind.  Bei  symmetrischen  (a^^  ==  aj^'] 
Determinanten  z.  B.  bleiben  ^(n  —  m4-4)(n  —  m  +  ^j  Be- 
dingungen pj^  =  0  zu  befriedigen,—  bei  den  orthosymmelrischen 
(o,*  =  a^jfc)  nur  {in  —  im  +  1),  —  während  bei  den  anti- 
{pseudo)  symmetrischen  [a^  +  a^^*  =  0)  gerade  und  ungerade 
Werthe  von  m  zu  unterscheiden  sind.  Fllr  gerade  m  sind  wie- 
derum ^(n  —  m  +  1)  (n  —  m  +  2) ,  fttr  ungerade  dag^en 
bloss  \[n  —  m)[n  —  m  -\-  \)  Gleichungen  erforderlich. 

Ein  weiteres  Beispiel  mag  die  Determinante  R  liefern,  deren 
Verschwinden  das  Vorhandensein  eines  gemeinschafUicbeo 
Theilers  P  der  beiden  ganzen  Functionen  f^  und  g^  anzeigt.  Sei 

f=PM,g  =  PN,    so  ist    Mg  —  Nf=  0  ,   wo 

gesetzt  werden  darf.  Fttr  die  m  +  ^  Goefficienten  a  und  ß  ent- 
springt hieraus  ein  System  von  m  +  n  linearen  homogenen 
Gleichungen,  deren  Determinante  R  =  0  sein  muss.  Wenn  aach 
die  Subdeterminanten  bis  zum  Grade  m  +  n  ^  p  -{-  \  herab 
verschwinden  sollen  —  wozu  im  Allgemeinen  p*  Bedingungen 
erforderlich  sein  wttrden  —  so  ist  diess  ein  Zeichen,  dass  Mxmä  N 
durch  einen  willkttrlichen  Factor 
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U  +  ViV-  +  Yp^K  y^"' 
vom  Grade  p  —  1   theilbar   sind,    nach  dessen  Weglassung 

P  ==  17  =  V  ^^™  Grade  p  wird. 

Ja  iV 

Bestimmt  man  dagegen  den  gemeinschaftlichen  Theiler  durch 
die  Gleichung 

mit  Hülfe  der  m  -\-  n  —  %p  linearen  Gleichungen 

so  erkennt  man,  dass  die  Determinanten  R^  B^  •  *  ^p-i  ^®r~ 
schwinden  müssen.  Die  obigen  pp  Bedingungen  sina  dadurch 
auf  p  reducirt  worden,  wobei  Rg  eine  Subdeterminante  von  R 
vom  Grade  m-i-n  —  iq  wird.  Damit  also  die  Subdeterminanten 
vom  Grade  m-\-  n  —  p-^  ^  verschwinden,  reicht  hier  das  Ver- 
schwinden je  einer  Subdeterminante  vom  Grade  m+  /i,  m+  /i  —  2, 
m-i-n^iy-'m-^-n  —  ip-^-i  aus. 


SITZUNG  VOM  13.  FEBRUAR  1888. 

Sophus  Lie,   Beiträge   zur    allgemeinen   Transfoimations- 

theorifi. 

•  •  • 

Die  nachstehende  Note  beschäftigt  sich  mit  der  allgemeinen 
Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Transformationsgruppen 
und  soll  einerseits  neue  Sätze  aufstellen^  andererseits  ältere 
Resultate  präcisiren. 

4. 
Sind    /*,  •  •  •  /V    unabhängige   Functionen    von    .r,  •  •  •  x^^ 
Pi  ' "  Pni  welche  Relationen  von  der  Form 

erfüllen,  so  befriedigen  die  tr^j^,  wie  aus  der  JACOBi'schen  Iden- 
tität hervorgeht,  die  Bedingungsgleichungen 

Sind  andererseits  r*  Functionen  M',jt  l/i  * ' '  fr)  gegeben, 
welche  paarweise  die  soeben  aufgestellten  Gleichungen  (S)  und 
überdies  noch  die  Relationen  w^i^  -f-  w^j^^.  =  0  erfüllen,  so  giebl 
es  immer  eine  ^-gliedrige  Functionengruppe,  deren  Functionen 
f^  "  '  f^ln  den  Beziehungen  (\)  stehen. 

Sind  insbesondere  die  w^]^  Äomojen^  Functionen  er^^er  Ord- 
nung von  f^  •  "  fri  so  giebt  es  immer  eine  homogene  r-gliedrige 
Functionengruppe  von  der  betreflFenden  Zusammensetzung. 

Ausgehend  von  diesen  Sätzen,  die  ohne  Schwierigkeit 
aus  meiner  allgemeinen  Theorie  der  Functionengnippen  her- 
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vorgehen,  erkennt  man  leicht,  dass  es,  wenn  r^  gegebene  Con- 
stanle  c^j^g  die  Gleichnngen 

r 

1 
erfüllen,     immer   7*-gliedrige   Tramäformationsgmppen   giebt, 
welche  die  Zusammensetzung  c^j^^  besitsen.     Enthalten  die  be- 
ireffenden Transformationsgmppen  keine  ausgezeichnete  infini- 
tesimale  Transformation,    so   ist   ihre  gemeinsame  adjungirte 
Gruppe   bekanntlieh   eine    gleichzusammengesetzte  —  d.   h. 
holoedrisch  isomorphe  —  lineare  homogene  Gruppe.    Enthalten 
dagegen  die  zu  der  Zusammensettung  c,j^^  gehörigen  Crruppen 
ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen,  so  ist  es  mir 
nicht  gelungen  allgemein  zu  beweisen,  dass  es  eine  holoedrisch 
isomorphe  lineare  Gruppe  giebt.    Ich  behalte  mir  vor,  auf  diese 
interessante  Frage  und  die  damit  zusammenhängenden  Theorien 
zurückzukommen.  —  In  der  Integrationstheorie  eines  vollstän- 
digen Systems  mit  einer  bekannten  Gruppe  kann  man  sich 
übrigens  so  einrichten,  dass  neben  den  eingliedrigen  Gruppen 
nur  Gruppen  ohne  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
in  Betracht  kommen«      Daher  hat  meine   obenstehende  Be- 
merkung keine  tiefergehende  JBedeutung  ftlr  die  besprochene 
Integrationstheorie. 

In  der  Theorie  der  endlichen  coatinuirlicben  Transfor- 
mationsgruppen sind  die  folgenden  /nte^a^ibnsprobleme  *)  von 
hervorragender  Wichtigkeit: 

A .  Alle  r-gliedrigen  Gruppen  einer  n-fachen  Mannigfaltig- 
keit zu  bestimmen. 

B.  Alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen  einer  tt-fachen 
Mannigfaltigkeit  zu  bestintmen. 

C.  Alle  r-gliedrigen  Gruppen  «i  bestimmen. 

Neben  diese  drei  Probleme,  die  sich  auf  Gruppen  von 
i\4n/r/transformationen  beziehen,  stellen  sich  drei  analoge  Pro- 
bleme A'j  B\  C,  die  sich  auf  Gruppen  von  BerührtmgsiT^ns- 
formationen  beziehen. 


i)  Math.  Ann.  Bd.  VIIT,  S.  SOS;  GöMiager  Nachr.  4874;  Math.  Ann. 
Bd.  XVI,  S.  467  und  S.  5118;  Archiv  for  Math.,  Bd.  4,  Ghristiania  4876. 
Die  BesUnnnung  aller  Typen  von  Zusammen»etzangen  ist  ein  rein  alge- 
braisches Prublem. 


n 
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Unter  diesen  seehs  Problemen  sind  die  Probleme  B  und  B' 
unbedingt  die  schwierigsten.  Ihre  vollsumdige  ETiedig^ng  iai 
mir  auch  nur  für  kleine  Werthe  von  n  gelungen;  doch  kann  ieh 
sie  für  jedes  n  in  eine  Reihe  einfacherer  Probleme  lerlegen, 
unter  denen  sehr  viele  keine  Schwierigkeiten  darbieten. 

Die  Probleme  C  und  C  lassen  sich*)  auf  die  Probleme  A 
bes.  A'  %urüdtführen  und  zwar  in  der  Weise,  dass  es  für  jedes  r 
genügt,  eine  begrenete  leicht  angd»bareAniahl  Werthe  von  n  ftlr 
sich  au  betrachten. 

Wünscht  mim  alle  r-gliedrigen  Bertthrungstransformalions- 
gmppen  gegebener  Zusammensetzung  c,*j^^  zu  bestimmen,  so 
bildet  man  in  ^^  •'  -  Hj.  die  lineare  homogene  Gruppe*) 

(*)  (''*^«)^. +  •••  +  (**  *r)^^ 

{*  =  1  • . .  r) 
oder  anders  geschrieben : 

und  sucht  darnach,  wie  ich  im  Archiv  for  Math.,  Christiania  1876, 
nSiher  ausgeführt  habe,  alle  bei  ihr  invarianten  homogenen 
Gleichungssysteme,  wobei  jedoch  alle  auszuschliessen  sind,  aiu 
denen  sich  lineare  homogene  Relationen  zwischen  den  Fj^  al>- 
leiten  lassen.  Diese  Bestimmung  verlangt  offenbar  keine  Inte- 
grationen,  sondern  nur  sogenannte  ausfuhrbare  Operationen  ^  da 
die  endlichen  Gleichungen  der  linearen  homogenen  Gruppe  (4') 
sich  ohne  Integration  bestimmen  lassen.  Wfihlt  man  unter  den 
gefundenen  invarianten  Gleicfaungsystemen  ein  bestimmtes  *), 
so  gehören  zu  ihm  unbegrenzt  viele  Berührungstransformations- 
gruppen,  welche  jedenfalls  durch  Integration  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  gefunden  werden.    Alle  diese  Gruppen 


4)  Archiv  for  Math.,  Bd.  4,  Gbristlania  4876  und  Bd.  i9,  4885. 

5)  Math.  Ann.  Bd.  XVt,  S.  495. 

8)  Es  macht  hier  natürlich  einen  wesenUichen  Unterschied,  ob  die 
Gruppe  (4')  Invarianten  besitzt  oder  nicht.  Sucht  man  z.  B.  alle  mit  der 
Gruppe  H,  &=  p,  H^  ■»  xp  gleichzusammengesetcten  Gruppen,  so  bleibt  bei 
der  zugehörisen  Gruppe  (4')  gar  kein  Gleiohungssystem  invariant  mit  Aas- 
nähme  HitsaO  und  der  identischen  Gleichung  0  «  0 .  deren  letxtere  sonil 
alle  gleichzusammengesetzten  Gruppen  liefert. 
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sind  mit  einander  durch  Bertthrungstransformalion  ähnlich. 
Nimmt  man  zwei  verschiedene  invariante  Gleichungssyteme,  so 
ISlsst  sich  leicht  entscheiden,  ob  die  beiden  zugehörigen  Trans- 
formationsgruppen  mit  einander  durch  Bertthrungstransformation 
almlich  sind. 

Eine  Berührungstransformationsgruppe  der  w-fach  ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeit  x^  —oc^  heisst  reducibel,  wenn  sie 
durch  Berührungstransformation  mit  einer  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen  derselben  Mannigfaltigkeit  ahnlich  ist.    Sonst 
heisst  sie  irreducibel.  Die  Erledigung  der  Frage,  ob  eine  vorgelegte 
Bertthrungstransformationsgruppe  reducibel  oder  irreducibel  ist, 
erledigt  sich  durch  die  allgemeine  Theorie  der  Differential- 
invarianten einer  Berübrungstransfonnationsgruppe.    Derartige 
Probleme  verlangen  nach  der  Natur    der  Sache   keine  Inte- 
grationsoperationen, sondern  nur  sogenannte  ausftihrbare  Ope- 
rationen. 

Die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  von  Punkt- 
transformationen kann  jedenfalls  durch  Integration  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen*)  geleistet  werden.  Schliesst 
man  alle  Gruppen  mit  ausgezeichneten  infinitesimalen  Trans- 
formationen aus,  so  lassen  sich  die  betreffenden  Differential- 
gleichungen leicht  integriren.  Läsat  man  dagegen  die  soeben 
eingeführte  Beschränkung  fallen,  so  wird  die  Int^ration  jener 
Differentialgleichungen  wesentlich  schwieriger.  Ich  bin  indess 
auch  fttr  diesen  Fall  zu  dem  Resultate  gekommen,  dass  sich  die 
betreffende  Integration  durchführen  lasst.  Diese  Frage  ist  indess 
so  verwickelt,  dass  ich  mir  eine  definitive  Entscheidung  der- 
selben für  eine  spätere  Gelegenheit  vorbehalten  muss.  • — 

Die  allgemeine  Theorie  der  continuirlichen  endlichen 
Gruppen,  deren  Transformationen  durch  nicht  analytisohe 
Gleichungen  xj^  =  fj.{xi  •  •  •  or^ ,  «^  •  •  •  a^)  bestimmt  sind,  lässt 
sich  im  Wesentlichen  auf  die  Theorie  der  analytisdien  Gruppen 
zurückführen.  Es  besteht  u.  A.  der  Satz ,  dass  jede  transitive 
continuirliche  Gruppe  x}.  =  fj.  {x^  •  •  •  a^) ,  deren  Functionen  /i 
eine  gewisse,  von  r  und  n  unabhängige  Anzahl  Differentiationen 
gestatten,  mit  einer  aaialytischen  Gruppe  ähnlich  ist«  Hier- 
mit erledigt  sich  die  in  meiner  Note  über  die  Grundlagen  der 
Geometrie  offen  gelassene  Frage.     (Diese  Berichte  1886  S.  342.J 


4)  Math.  Ann.  Bd.  XTI,  S.  528;  Archiv  for  Math.  Bd.  10,  4885. 
Math.-phys.  Hasse  ISSS.  2 
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Eine  transitive  Gruppe  G^  ist  primitiv  dann  und  nur  dann, 
wenn  die  grdsste  Untergruppe,  welche  einen  Punkt  x]^  invariant 
lasst,  in  keiner  grösseren  Untergruppe  enthalten  ist.  Hieii)ei 
wird  vorausgesetzt,  dass  der  Punkt  x^  auf  keiner  bei  G^  inva- 
rianten Mannichfaltigkeit  gelegen  ist.  In  dieser  Weise  findet  man 
jede  bei  G^  invariante  Zerlegung  des  Raumes  x^  •  •  •  a:^ . 

Ist  die  Gruppe  G^  einfach  transitiv,  so  können  alle  zuge- 
hörigen invarianten  Zerlegungen  des  Raumes  in  einer  bemerkens- 
werthen  Weise  gefunden  werden.  Man  bildet  die  zugehörige 
reciproke,  einfach  transitive  Grippe  /V)  nimmt  irgend  eine 
/u-gliedrige  Untergruppe  F^  derselben  und  bestimmt  die  xu- 
gehörigen  Invarianten  U|  *  •  •  ^r-^m  •  Alsdann  liefern  die 
Gleichungen 

ii^=a^  ...  1/^.^  =  a^_^     (ajfc  =  Const.) 
die  allgemeinste    bei   G^  invariante   Zerlegung  des   Baumes. 
Hierauf  gründet  sich  eine  durchsichtige  Bestimmung  aller  mit 
G^   holoedrisch    (oder    meroedrisch)    isomorphen    transitiven 
Gruppen. 

Eine  transitive  Gruppe  G^  ist  systa  tisch  oder  asystatisdi» 
jenachdem  die  früher  besprochene,  zu  einem  allgemein  ge- 
legenen Punkte  xj^  gehörige  Untergruppe  in  einer  grösseren 
Untergruppe  invariant  ist  oder  nicht. 

Aus  meinen  alten  Untersuchungen  iliesst  ohne  weiteres  die 
Bestimmung  aller  einfachen,  aller  primitiven,  aller  asystatischeo 
Gruppen  eines  Raumes  von  zwei  oder  drei  Dimensionen.  Herr 
Page  hat  neulich  in  einer  noch  nicht  gedruckten  Dissertation  die 
von  mir  gestellte,  aber  nur  theilweise  erledigte  Frage  nach  aUen 
primitiven  Gruppen  eines  t;ierfachen  Raumes  vollständig  er- 
ledigt, und  später  hat  Herr  Engel  die  hieri^ei  benutzten  Rech- 
nungen wesentlich  vereinfacht.  Anknüpfend  an  dieses  Resultat 
des  Herrn  Page  ist  es  mir  u.  a.  gelungen  alle  einfachen  Gruppen 
eines  vierfachen  Raumes  und  gleichzeitig  alle  einfachen  Groppea 
G^j  deren  grösste  Untergruppen  r  — 4  wesentliche  Parameter 
enthalten,  zu  bestimmen.  Meine  früheren  Untersuchungen 
zeigen,  dass  sich  hieraus  für  die  Integralrechnung  wichtige 
Schlüsse  ziehen  lassen. 

3. 

Unter  den  r-gliedrigen  Transformationsgruppen  sind  die- 
jenigen zunächst  die.  wichtigsten,  deren  infinitesimale  Trans- 
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formationen  Y^  •  •  •  Y^  "  -  Y^  sich  derart  wählen  lassen ,  dass 
y\  •  -  •  F{  fOr  jedes  i  eine  t-gliedrige  Gruppe  erzeugen ,  welche 
in  der  (i -l-  4)-gliedrigen  G^^^  invariant  ist.  Eine  derartige 
Gruppe  soll  aus  naheliegenden  Gründen  eine  integrable  Gruppe 
heissen. 

Schon  4  874  (Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Ghristiania) 
wurde  angegeben,  dass  sich  immer  entscheiden  iKsst,  ob  eine 
vorgelegte  r-jgliedrige  Gruppe  integrabel  ist  oder  nicht.  Um 
die  hienra  erforderlichen  Rechnungen  auf  ihre  einfachste  Form 
zu  reduciren,  ist  es  zweckmässig ,  den  Begriff  der  derivirten 
(abgeleiteten)  Gruppen  zu  benutzen. 

Sind  X^  "'  X^  r  unabhängige  infinitesimale  Transfbr« 
mationeu  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so  erzeugen  alle  {X^  Xj^) 
eine  invariante  Untergruppe  mit  etwa  r^  Parametern^),  welche 
die  erste  derivirte  Gruppe  heissen  soll.  —  Die  Gruppe  G^>  hat 
nun  ihre  erste  derivirte  Gruppe  G^.,  welche  die  zweite  derivirte 
Gruppe  der  Gruppe  G^  heissen  soll,  u.  s.  w. 

In  dieser  Weise  gehört  zu  jeder  Gruppe  G^  eine  Reihe  inva- 
rianter derivirter  Untergruppen,  deren  Zusammensetzung  nur 
von  der  Zusammensetzung  der  Gruppe  G^  abhängt. 

Eine  Gruppe  G^  ist  integrabel  dann  und  nur  dann,  wenn 
die  r*te  derivirte  Gruppe  nur  aus  der  Identität  besteht. 

Gestattet  ein  9-gliedriges  vollständiges  System : 

in  n  unabhängigen  Veränderlichen  a?^  •  •  •  a?^^^  eine  bekannte 
r-gliedrige  integrable  Gruppe  X^  /*  •  •  •  X^fj  und  besteht  dabei 
keine  lineare  Relation  von  der  Form 

so  verlangt  die  Integration')  des  vollständigen  Systems: 

4)  r  —  r^  unter  einander  unabhängige  Quadratur^i, 
i)  r^  —  r,  unter  einander  unabhängige  Quadraturen,  welche 
indess  erst  dann  ausgeführt  werden  können,  wenn  die 
soeben  besprochenen  r  —  r^  Quadraturen  ausgeführt 
sind, 


1)  Archiv  for  Math.  Bd.  8,  1888. 

3)  Der  Satz  des  Textes  ist  enthalten  in  meiner  4874  veröffenUichten 
Integrationstheorie, 
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3)  r,  —  Tj  anter  einander,  nicht  aber  von  dea  früher  be- 
sprochenen unabhängige  Quadraturen,  u.  s.  'w. 

Selbstverständlich  gelten  analoge  Sätze,  wenn  einige 
unter  den  Differenzen  r  —  r^^  r^  —  r,  •  •  •  von  Null  verschieden 
sind,  während  r^  immer  grösser  als  Null  ist. 

Da  man  alle  in  einer  Gmppe  G^  enthaltenen  invarianten 
^r-i  dadurch  findet,  dass  man  zu  den  r^  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  ersten  derivirten  Gruppe  r  —  r^  —  4  von 
ihnen  und  unter  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen der  G^  hinzufügt,  so  Hbersieht  man  ohne  welieres,  wie 
man  eine  integrable  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  anf  ihre  von 
mir  angegebene  canoviische  Form  bringen  kann.  —  Jeder  Satz 
tlber  die  Zusammensetzung  aller ()*—  9)-gliedrigen  Gruppen  liefert 
einen  Satz  über  die  Zusammensetzung  r-gliedriger  Gmppen  mit 
invarianter  q-gliedriger  Untergruppe. 

4. 
Kennt  man  drei  gewi^hnliche  Differentialgleichungen  a^*\ 

^ter^   yter  OrdnUUg 

welche  eine  gegebene  Transformation  in  xy  gestatten,  so  kaoo 
man,  wenn 

ist,  eine  zu  der  Transformation  gehörige  Differentialin  Variante 
von  der  Form 

aufstellen.    Dabei  hängen  die  Zahlen  X,  /i  nur  von  a,  ß,  y  dh: 

X  +   |u  '^f  4  =  0  , 
la  +  fiß  +  y  =  0. 
Ist  dagegen  {  <C  a  =  ß  ^  so  ist  schon 

yft  — yq 

Vß  —  9ß 
eine  Differentialinvariante, 

Ist  andererseits  &  eine  Differentialinvariante,  so  ist 

T 

eine  invariante  Differentialgleichung. 
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Durch  Verknüpfung  von  diesen  Bemerkungen  vereinfacht 
man  leicht,  jedenfalls  praktisch  gesehen,  meine  1 883  veröffent- 
lichte Berechnung  aller  Differentialinvarianten,  welche  zu  allen 
Gruppen  von  Punkttransformationen  einer  Ebene  gehören. 

Ganz  analoge  Sätze  gelten  ftir  die  bei  einer  gegebenen 
BertLbrungstransformation  invarianten  Differentialgleichungen 
zwischen  xy.  Nur  muss  man  dabei  annehmen,  dass  a,  ß^  y 
sämmtlich  grösser  als  %  sind. 


SITZUNG  VOM  3.  MÄRZ  1888. 

C.  Veomann,  Grundzüge  der  analytischen  Mechanik,  insbe- 
sondere der  Mechanik  starrer  Körper,    Zweiter  Artikel^). 

Sind  die  einen  starren  Körper  M^  soUicitirenden  Kräfte  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  derselbe  mit  einem  absolut  fest- 
liegenden Körper  M^  fortdauernd  in  Berührung  bleibt,  und 
denkt  man  sich  überdies  die  Oberflächen  der  beiden  Körper  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  dieselben  (wie  z.  B.  zwei  EUipsoidej 
einander  stets  nur  in  einem  einzigen  Punkte  bertlhren,  so  wird 
die  augenblickliche  Position  des  Körpers  M^  abhängig  sein  von 
fünf  Argumenten.  Und  diese  fünf  Argumente  werden,  falls  die 
Oberflächen  der  beiden  Körper  vollkommen  glatt  sind,  als  von 
einander  unabhängig,  mithin  als  independente  Variable  zu  be- 
zeichnen sein. 

Sind  hingegen  die  Oberflächen  der  beiden  Körper  voll- 
kommen  rauh,  so  finden  zwischen  jenen  fünf  Argumenten,  wie 
sich  leicht  ergiebt.  zwei  lineare  Differentialgleichungen  statte  so 
dass  also  in  diesem  Fall  von  independenten  Variablen  überhaupt 
nicht  weiter  die  Rede  sein  kann. 

Mit  Rücksicht  hierauf  aber  bedarf  der  §  4  4  des  in  diesen 
Berichten  (4887,  pag.  453 — 490)  publicirten  ersten  Artikels,  in 
welchem  die  Existenz  independenter  Variablen  schlechtweg 
vorausgesetzt  wurde  (vgl.  daselbst  die  ersten  neun  Zeilen  auf 
pag.  4  87)  einer  weiteren  Ausführung.  Dabei  soll  übrigens,  der 
grösseren  Allgemeinheit  willen,  angenommen  werden,  dass  die 
einander  berührenden  Körper  M^  und  if,  beide  beweglich  sind, 
dass  mithin  die  augenblickliche  Position  des  Systems  M^,  M^'m 
Ganzen  von  eilf  Argumenten  abhängt.  Diese  eilf  Argumente 
werden  alsdann,  je  nachdem  die  Oberflächen  vollkommen  glatt 


4)  Das  Manuscript  wurde  eingereicht  am  5.  März  1888« 
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oder  vollkommen  rauh  sind,  entweder  von  einander  unabhängig, 
oder  aber  durch  zwei  lineare  Differentialgleichungen  an  einander 
gefesselt  sein. 

Bevor  ich  indessen  auf  diese  ziemlich  complicirten  Dinge 
nSLher  eingehe,  mag  es  mir  gestattet  sein,  den  eigentlichen  Inhalt 
jenes  §  41  zuvörderst  (in  den  §§13,  44  und  45^  durch  einige 
einfache  Beispiele  zu  erläutern. 

§13. 

Die  Bewe^n^  elHes  materiellen  Punktes  auf  einer 
absolut  festen  Oberfläche. 

Ein  materieller  Punkt  m  sei  in  Bewegung  begriffen  unter 
dem  Einfluss  gegebener  Kräfte.  Und  zwar  mögen  diese  Kräfte 
von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  der  Punkt  m  mit  der  Ober- 
fläche eines  absolut  festliegenden  Körpers  M  eine  Zeil  lang  oder 
vielleicht  auch  dauernd  in  Bertthrung  bleibt.  Wir  stellen  uns 
die  Aufgabe,  die  Bewegung  des  Punktes  m  während  dieser  Be- 
rührungszeit  näher  zu  untersuchen,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Oberflächen  von  m  und  M  vollkommefh  glatt  sind. 

Da  der  Punkt  m  mit  dem  absolut  festliegenden  Körper  M  in 
Bertthrung  zu  denken  ist,  so  wird  offenbar  seine  augenblickliche 
Position  im  absoluten  Räume  d.  i.  mit  Bezug  auf  das  absolute 
Axensystem  x,  y,  %  völlig  bestimmt  sein  durch  Angabe  zweier 
Argumente 

die  etwa  bezeichnet  werden  können  als  die  Flächencoordinaten 
von  m  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  M,  Denken  wir  uns  nun 
diese  augenblickliche  Position  [q^ ,  q^  irgend  welcher  Aenderung 
{dq^ ,  dq^  unter\vorfen,  und  die  Zuwüchse,  welche  die  Coordi- 
naten  a?,  y,  r  des  Punktes  m  während  dieser  Positionsver- 
änderung erleiden,  mit  c/cc,  dy^  dz  bezeichnet,  und  denken  wir 
uns  überdies  die  Gesammtheit  aller  auf  den  Punkt  m  überhaupt 
einwirkender  Kräfte  mit  X,  >',  2  bezeichnet,  so  wird  die  von 
air  diesen  Kräften  während  der  genannten  Positionsveränderung 
verrichtete  Arbeit  den  Werth  haben : 

{©.)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  . 

Zu  den  in  Rede  stehenden  Kräften  X,  1',  Z  gehört  offenbar  unter 
Anderm  auch  die  von  dem  absolut  festliegenden  Körper  M  auf 
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den  Punkt  m  ausgeübte  Widerstandskraft.  Dabei  aber  ist  zu 
bemerken,  dass  der  von  dieser  Widerstandskraft  herrührende 
Theil  der  Arbeit  (33.)  gleich  Null  ist  [vgl.  Art.  I,  pag.  480];  so 
dass  also  diese  Widerstandskraft  bei  Bildung  des  Ausdnickes  (9.) 
ganz  fortgelassen  werden  darf. 

Dies  vorausgeschickt,  gehen  wir  über  zu  unserer  eigent- 
lichen Aufgabe,  indem  wir  dabei  Gebrauch  machen  von  dem 
allgemeinen  HxMiLTON'schen  Satze  [Art.  I,  pag.  177]: 

iß.)         J  Tir+  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)\dt  =  0  . 

Bei  Benutzung  dieses  Satzes  haben  wir  eine  von  der  wirklichen 
Bewegung  nur  unendlich  wenig  abweichende  fingirte  Bewegung 
uns  vorzustellen,  die  von  solcher  Beschaffenheit  sein  muss,  dass 
die  Position  des  betrachteten  Punktes  m  bei  der  fingirten  und 
bei  der  wirklichen  Bewegung  im  Augenblicke  t^  genau  dieselbe 
ist,  und  dass  Analoges  auch  stattfindet  mit  Bezug  auf  den  Augen- 
blick ^2  .  Demgemäss  wird  z.  B.  die  Anwendbarkeit  der  Fonnei 
((S.)  keinerlei  Bedenken  unterliegen,  wenn  wir,  ebenso  wie  die 
wirkliche  Bewegung  durch  zwei  noch  unbekannte  Functionen: 

q,  =  F{t)  ,    und    ?,  =  G{t] 

dargestellt  ist,  ebenso  jene  fingirte  Bewegung  durch  zwei  analoge 
Gleichungen  uns  ausgedrückt  denken : 

?.  +  <J9.  =  nt)  +  f{t)     und     q,  +  dq^  =  G{f]  +  g[t]  , 

und  dabei  festsetzen,  dass  f't)  und  g(t)  unendlich  kleine  will- 
kürliche Functionen  sein  sollen,  die  in  den  Augenblicken  t^ 
und  /,  verschwinden. 

Solches  festgesetzt,  entspricht  offenbar  der  in  (S.) enthaltene 
Ausdruck 

Xdx+  Ydy  +  Zdz 

der  Positionsänderung  {^q^ ,  dq^)  in  genau  derselben  Art,  in 
welcher  der  vorhin  betrachtete  Ausdruck  f^.]  der  Positions- 
iinderung  [dq^,  dq^)  entsprach.  Und  es  wird  daher  bei  Bildung 
des  einen  wie  des  andern  Ausdruckes  jene  vom  KOrper  M  aas- 
geübte Widerstandskraft  ganz  fortgelassen  werden  dürfen. 

Demgemäss  werden  wir  also  in  der  Hamilton^ sehen  Formel 
^(5.)  nur  diejenigen  Kriifte  zu  berücksichtigen  brauchen,  wekke 
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n€Lch  Absonderung  jener  Widerstandskraft  noch  übrig  bleiben. 
Und  Gleiches  gilt  somit  auch  von  den  aus  der  Formel  (S.),  durch 
die  bekannten  Methoden  der  Variationsrechnung^  sich  ergebenden 
l^ctgrange' sehen  Gleichungen : 

d   bT        hT hx  hy  hs 

^^'^  dth^}  ^  Hi^    ^j'^    Hf'^  ^  Hi ' 

dq. 
tco  q^  für  — -  steht, 
^^  dt 

Hiermit  sind  die  Behauplnngen  des  §  14,  soweit  sie  das 

gegenwärtige  Beispiel  betreffen,  als  richtig  erwiesen. 


Ueber  die  Bewe^ng  eines  starren  Körpers. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Bewegung  eines  starren 
Körpers  M  von  beliebiger  Grösse  und  Gestalt  unter  dem  Einfluss 
gegebener  Kräfte  näher  zu  untersuchen. 

Die  augenblickliche  Position  des  Körpers  M  im  absoluten 
Räume,  d.  i.  mit  Bezug  auf  das  absolute  Axensystem  x,  y^  z  ist 
offenbar  völlig  bestimmt  durch  Angabe  von  sechs  Argumenten : 

(«•)  ?1J   ?tJ   ?3J   74»    ?5>  9«    • 

Denkt  man  sich  die  Position  (?i ,  ?t  ' '  *  ^e)  irgend  welcher 
Aenderung  [dq^,  dq^"  dq^]  unterworfen,  so  wird  die  während 
dieser  Positionsänderung  von  den  einwirkenden  Kräften  ge- 
leistete Arbeit  dargestellt  sein  durch  die  über  alle  Massen- 
theilchen  m  des  Körpers  M  sich  ausdehnende  Summe 

(ß.)  2^{Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  . 

Dabei  bezeichnet  [dx^  dy^  dz)  die  jener  Positionsänderung  ent- 
sprechende Verschiebung  eines  einzelnen  Massentheilchens 
m(ac,  y,  z);  während  unter  (-Y,  F,  Z]  die  Gesammtheit  aller  auf 
dieses  Theilchen  m(x,  y,  z)  überhaupt  einwirkender  Kräfte  zu 
verstehen  ist ;  so  dass  also  zu  diesen  Kräften  {X,  Y,  Z)  z.  B.  auch 
die  auf  m  von  Seiten  der  umgebenden  Theilchen  ausgeübten 
Gohäsionskräfie  gehören.  Dabei  aber  ist  zu  bemerken,  dass  der 
von  den  Cohüsionskraften  herrührende  Theil  der  Arbeit  (ß.)  gleich 
Null  ist  [Satz  Art.  I,  pag.  178];   so  dass  also  bei  Bildung  des 


26  C.  Necmaxn, 

Ausdruckes  (ß.)  die  Cohäsionskräfte  ganz  fortgelassen  rverdtn 
dürfen. 

Dies  vorausgeschickt;  gehen  wir  über  zu  unserer  eigentlichen 
Aufgabe,  indem  wir  auf  das  System  der  den  ROrper  M  consti- 
tuirenden  Massentheilchen  m  den  allgemeinen  HAMiLTon^schen 
Satz  [Art.  I,  pag.  477,  178]: 

(y.)         y  T(Jr  +  J^{Xdx  +  Ydy  +  Zdz)\  d^  =  0 

in  Anwendung  bringen.  Dabei  können  wir  uns  die  hier  in  Be- 
tracht kommende  fingirie  Bewegung  eingerichtet  denken  nach 
Maassgabe  irgend  welcher  willkttrlich  von  der  Zeit  abhängender 
unendlich  kleiner  Functionen 

dq^,  (Jg.  •••  dq^  , 

die  in  den  Augenblicken  t^  und  t^  Null  sind.  Alsdann  ent- 
spricht der  in  (y.)  enthaltene  Ausdruck 

2^(Xäx+  Yäy  +  Zäz) 

der  Positionsänderung  [dq^j  3q^  •••  dq^J  in  genau  derselben 
Weise,  wie  der  früher  betrachtete  Ausdruck  {(f,)  der  Positions- 
änderung {dq^^  dq^  •  •  •  dq^)  entsprach.  Und  es  werden  daher 
bei  Bildung  des  einen  wie  des  anderen  Ausdruckes  die  Cohäsions- 
kräfte ganz  fortgelassen  w^erden  dtlrfen. 

Demgemäss  werden  wir  also  in  der  Hamilton^ sehen  Formel 
(y.)  nur  diejenigen  Kräfte  zu  berücksichtigen  brauchen,  welche 
nach  Absonderung  der  Cohäsionskräfte  noch  übrig  bleiben. 
Gleiches  gilt  daher  auch  von  den  aus  der  Formel  (y.)  sich  erge- 
gebenden  Lagrange' sehen  Gleichungen : 

*    '  dllqj        dqj        '^\    bqj  ^j  hqjj  ' 

;  =  <,2,  3,  4,6,6. 

Hiermit  sind  die  Behauptungen  des  §14,  so  weit  sie  das  gegen- 
wärtige Beispiel  betreffen,  als  richtig  constatirt. 

§15. 

Ueber  die  Bewegung  zweier  starrer  Körper,  die  durch  eine 
Drehnnggaxe  mit  einander  verbanden  sind. 

Es  seien  zwei  starre  Körper  ]U^  und  if,  gegeben  von  be- 
liebiger Gestalt.     Und  zwar  sei  in  den  Körper  If^  eine  cjiin- 
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driscbe  Axe  eingefügt,  um  welche  der  Körper  if,  (nach  Art  eines 
Rades)  drehbar  ist;  derart,  dass  jedwede  rdative  Bewegung  des 
eineTi  Körpers  in  Bezug  auf  den  andern  immer  nur  in  einer 
Drefaung  um  diese  Axe  bestehen  kann.  Wir  betrachten  jene 
cylindrisohe  Axe  als  einen  Theil  des  Körpers  M^,  und  denken 
uns  die  beiden  Körper  M^  und  M^  frei  beweglich  im  absoluten 
Räume.  Sodann  aber  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Be- 
wegung dieses  Systems  M^ ,  Jf,  unter  d«m  Einflnss  gegebener 
Kriifte  näher  zu  untersuchen,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  einander  berührenden  Oberflächentheile  der  Körper  3/, 
und  M^  vollkommen  glatt  sind. 

Die  augenblickliche  Position  des  Systems  J/^,  Jf,  im  abso- 
luten Räume,  d.  i.  mit  Bezug  auf  das  absolute  Axensystem  o?,  y,  js, 
ist  offenbar  völlig  befttlmmt  durch  Angabe  von  sieben  Argu- 
menten : 

(«•)  9n  9t7  «31  9iJ  ?B»  96»  9i  » 

.von  denen  die  sechs  ersten  zur  Positionsbestimmung  des  Körpers 
JHf  dienen  sollen,  während  die  siebente  den  Drehungswinkel 
der  beiden  Körper  M^  und  M^  gegen  einander  repräsentiren 
mag*).  Denkt  man  sich  die  Position  (fn^f--*??)  irgend 
welcher  Aenderung  (dq^ ,  dq^  •  •  •  dq^)  unterworfen,  so  wird  die 
dabei  von  den  einwirkenden  Kräften  geleistete  Arbeit  dargestellt 
sein  durch  die  über  alle  Masseniheilchen  m  (x^  y,  js)  des  Systems 
j9ff ,  M^  ausgedehnte  Summe : 

(6.)  ^(X^/cr  +  Ydy  +  Zdz)  . 

Dabei  bezeidinet  (r/cc,  dy^  ds)  die  ^ener  Positionsünderung  ent- 
sprechende Verschiebung  des  einzelnen  Theilchens  m{a',  y,  s], 
und  (X,  y,  Z]  die  Gesammtheit  aller  auf  dieses  Theilchen 
4n  (Xj  y,  js]  überhaupt  einwirkender  Krttfte. 

Zu  den  in  (6.)  enthaltenen  Krüften  X,  Y^  Z  gehören  daher 
unter  Andenu  auch  die  innerhalb  i/«  vorhandenen  Cohäsions- 
kräfte,  ebenso  die  Cohäsionskräfte  innerhalb  M^,  und  ebenso 
auch  die  Widerstandskräfte ,  mit  denen  die  beiden  Körper  3I^ 
und  J/,  gegenseitig  auf  einander  einwirken.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, dass  der  von  diesen  Cohüsions^  und  Widerstandskräften 


4}  Dieser  Drehungs Winkel  ist  von  zwei  Ebenen  gebildet  zu  denl^en, 
von  deoen  die  eine  mit  dem  einen,  die  andere  mit  dem  andern  Körper 
fest  verbunden  ist. 
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herrührende  Theil  des  Amdruckes  (6.)  gleich  Null  ist  [vgl. 
Theorem  Art.  I,  pag.  484];  so  dass  also  diese  Cohäsions-  und 
Widerstandskräfte  bei  Bildung  des  AtAsdruckes  (6.)  ganz  fortge- 
lassen werden  dürfen. 

Bringen  wir  nun  oAif  das  System  M^ ,  J/,  den  allgemeinen 
HxMfLTOKi'sehen  Setz  [Art.  I,  pag.  477,  178]: 

(c.)  fldT  +  2J{Xdx+  Y5y  +  Z6%)\dt  =  ^ 

in  Anwendung,  und  denken  wir  uns  dabei  die  fingirte  Bewegung 
eingerichtet  nach  Maassgabe  irgend  welcher  willkürlieh  von 
der  Zeit  abhängender  unendlich  kleiner  Functionen: 

*?1J   ^9f    •••   *?7    7 

die  in  den  Augenblicken  t^  und  t,  Null  sind,  so  wird  oflenbar  der 
in  [c.)  enthaltene  Ausdruck 

2J{X8x+  Y8y  +  Z8%) 

von  ganz  analoger  Beschaffenheit  sein  wie  der  Ausdmck  (&.'. 
Und  es  werden  daher  bei  Bildung  des  einen  wie  des  andern 
Ausdruckes  die  Cohttsions-  und  Widerstandskräfte  gani  fortge- 
lassen werden  dürfen. 

Detngemäss  werden  wir  also  in  der  HamütwC sehen  Formel 
(c.)  nur  diejenigen  Kräfte  zu  berücksichtigen  brauchen,  welche  nach 
Absonderung  der  Cohüsions-  und  Widerstandskräfte  nodi  übrig 
bleiben.  Gleiches  gilt  daher  auch  von  den  aus  dieser  Formel  (r.) 
sich  ergebenden  Lagrange* sehen  Gleichungen: 

'         dtbqj       hqj       -^  \    bqj  hqj  hqjf  * 

Hiermit  sind  die  Behauptungen  des  §44,  soweit  sie  das  gegen- 
wärtige Beispiel  betreffen,  als  richtig  constatirt. 

Brnnerkung»  —  Denkt  man  sich  die  gegebenen  KiHfle  X,  Y,  Z 
der  Art  eingerichtet,  dass  der  Körper  Jf,  fortdauernd  in  ahaololer 
Ruhe  bleibt,  so  reduciren  sich  die  sieben  Argumente  (a.)  auf  ein 
einziges,  nämlich  auf  den  Drebungswinkel  von  M^  gegen  .V^.  Und 
demgemäss  erhält  man  alsdann,  an  Stelle  der  sieben  Differential- 
gleichungen (d.),  nur  eine  einzige. 

Genauer  ausgedrückt,  wird  zu  sagen  sein,  dass  in  diesem  Fall 
die  siebente  der  Differentialgleichungen  (d.)  die  Bewegung  des  Köpers 
M^  bestimmt,  während  die  sechs  ersten  die  zum  Festhalten  des  Kör^ 
pers  Jf,  erforderlichen  Kräfte  bestimmen. 
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§46. 

Ue^er  die  Bewegung  zweier  starrer  K5rper,  die  einander  berlilireii, 

und  deren  Ol»eHUiclien  velllnoanieB  glatt  sind. 

Es  seien  zwei  starre  Körper  M^  und  3f,  gegeben,  die  ein- 
ander immer  nur  in  einem  einzigen  Punkte  bertthren  können, 
wie  z.  B.  zwei  Ellipsoide,  oder  wie  z.  B.  eine  Kugelschaale  und 
eine  im  Innern  derselben  befindliche  Kugel.  Diese  beiden  Körper 
seien  in  Bewegung  unter  dem  Einfluss  gegebener  KrHfte.    Und 
z^war  mögen  diese  Kräfte  von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 
die  beiden  Körper  eine  Zeit  lang  oder  vielleicht  auch  dauernd 
mit  einander  in  Berührung  bleiben.    Es  soll  die  Bewegung  der 
beiden  Körper  während  der  Berührungszeit  näher  untersucht 
xverden,  — unter  der  Voraussetzung,  dass  ihre  Oberflächen  voll- 
kommen glatt  sind. 

Da  es  sich  nur  um  die  Berührungszeit  handelt,  so  wird  die 
augenblickliche  Position  des  Systemes  M^ ,  M^  mit  Bezug  auf  das 
absolute  Axensystem  x,  y,  z  vollkommen  bestimmt  sein  durch 
Angabe  von  eilf  Argumenten : 

die  wir  übrigens  auch  mit 

bezeichnen  werden,  indem  wir  dabei  folgende  Vorstellungen 
acceptiren. 

Auf  der  Oberfläche  des  Körpers  M^  sei  ein  bestimmtes 
System  von  Flächencoordinaten  v^ ,  w^  festgesetzt,  mitsammt  den 
ihm  zugehörigen  Grundcurven  v^  =  Gonst.  und  w^  =  Const. 
Analoges  sei  ausgeführt  auf  der  Oberfläche  von  M^ ,  unter  An- 
wendung der  Buchstaben  v,,  w,.  Was  nun  die  eilf  Argumente 
(A\)  betrifft,  so  sollen  q^,  q^,  •••  q^  zur  Positionsbestimmung 
des  Körpers  Jf ,  dienen.  Sodann  aber  sollen  v^ ,  w^  und  v, ,  w, 
die  Flächencoordinaten  des  augenblicklichen  Berührungspunktes 
der  beiden  Körper  M^  und  M^  vorstellen.  Endlich  soll  xp  der- 
jenige Winkel  sein,  unter  welchem  die  durch  den  augenblicklichen 
Berührungspunkt  gehenden  Grundcurven  Wf  ^=  Gonst.  und 
w,  =  Gonst.  gegen  einander  geneigt  sind.  Letateres,  nämlich 
die  Definition  von  ip ,  bedarf  noch  einer  etwas  genaueren  Dar- 
legung, die  in  wenig  Augenblicken  gegeben  werden  soll. 

Um  die  Vorstellungen  zu  fixiren,  und  zugleidi  zu  verein- 
fachen, wollen  wir  die  auf  der  Oberfläche  von  M^  verlaufenden 
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CurveDsystemeYj=Const.  und  w,  =Const.zu  einandev  orthogonal 
uns  denken.  Ueberdies  wollen  w  ir  jede  Curve  w,  =  Consi., 
gerechnet  in  der  Richtung  des  wach$enden  v, ,  kurzweg  als  eine 
Curve  Vf ,  und  umgekehrt  jede  Curve  v^  ==■  ConsU,  gerechnet  in 
der  Richtung  des  wachsenden  w^,  als  eine  Curve  w,  bezeichnen* 
Markiren  wir  nun  auf  der  betrachteten  Oberfläche  irgend  zwei 
einander  benachbarte  Punkte  {y^,  wj  und  (Y|  +  dv^,  Wj  +  ^^^)f 
so  wird  das  von  diesen  beiden  Punkten  begrenzte  Linienelement 
ds^  darstellbar  sein  durch  eine  Formel  von  der  Gestalt: 

wo  /\  und  jj  bestimmte  Functionen  von  v^,  w^  sind,  w- eiche  man 
die  Differentialparameter  zu  nennen  pflegt. 

Die  Bedeutung  dieser  Parameter  /*4 ,  94 ,  welche  stets  als 
positiv  betrachtet  werden  sollen,  ist  leicht  angebbar.  Geht  man 
nämlich  vom  Punkte  (v^ ,  wJ  in  der  Richtung  der  Curve  v,  (also 
in  der  Richtung  des  wachsenden  vj  fort  bis  zum  nächstfolgenden 
Punkte  (v^  +  t/v, ,  wJ,  so  ergiebt  sich  ftlr  das  in  solcher  Weise 
durchlaufene  Wegelement  ds^  aus  der  vorstehenden  Formel  der 
Ausdruck:  ds^=^  ±  f^  dy^ .  Hier  aber  ist,  weil  f^  und  dv^  beide 
positiv  sind,  und  ds^  (als  absolute  LSnge  des  Linienelementes) 
ebenfalls  positiv  ist,  das  obere  Zeichen  zu  nehmen;  so  dass  man 
also  erhält 

ds 
(£'.)  ds^  =fidy/,,  d.  i.  /;  =-^  • 

Demgemäss  ist  f^  zu  bezeichnen  als  ein  Element  der  Curve  v,, 
dasselbe  dividvrt  durch  den  zugehörigen  Zuwachs  von  v^  •  Des- 
gleichen ergiebt  sich  fttr  ein  Element  ds^  derCurve  w^  die  Formel: 

(€".)  ds,  =  g,  dw. ,  d.  i.  g,  =  j^^  ; 

so  dass  also  dieses  g,  bezeichnet  werden  kann  als  ein  Element  der 
Curve  yt,,  dasselbe  dividirt  durch  den  zugehörigen  Zuwachs  von  w^. 
Analoge  Festsetzungen  mtf  gen  andererseits  getroffen  werden 
auf  der  Oberfläche  des  Körpers  M^;  so  dass  z.  B.  fttr  das  zwei 
Punkte  (v,,  w,)  und  (v,  +  dv,,  w,  +  dw,)  dieser  Oberfläche  ver* 
bindende  Linienelement  ds^  die  Formel  gilt: 

(?.)  d^j=/ldvj  +  jjdw;, 

wo  f^  und  g^j  die  sogenannten  Differentialparameter^  bestimmte 
positive  Functionen  der  Argumente  v^,  w^  vorstellen. 
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Solches  festgesetzt,  soll  nun  unter  xfß  derjenige  Winkel  ver^ 
standen  sein,  untei^  welchem  die  Richtungen  der  durch  den  augen- 
blicklichen Berührungspunkt  gehenden  Curven  v^  und  v^  gegen 
einander  geneigt  sind. 

Bemerkung.  —  Aus  der  Definition  der  Argumente  [A.)  oder  {A\) 
folgt  sofort,  dass  zur  Positionsbestimmung  des  Körpers  3fj  nur  die 
sechs  ersten  Argumente  Qi,  Qit  "  >  Qe  erforderlich  sind.  Dies  über- 
trügt sich  auf  die  einzelnen  Elemente  des  Körpers.  Sind  mithin 
^11  Vi,  *\  dio  Coordinateo  fUr  irgend  ein  solches  Element m^ ,  so 
werden  x^,  y^,  z^  nur  von  ^j,  q^,  ...  9«,  nicht  aber  von  Vj,  Wj,  v,,  w,, 
1/;  abhängen. 

Anders  verliält  es  sich  offenbar  mit  den  Massenelementen  m,  des 
Körpers  M^,  Denn  die  Coordinaten  x^t  Vt*  ^s  eines  solchen  Elementes 
werden  sowohl  von  9,,  9,,  ...  ^g,  wie  auch  von  v, ,  w, ,  v, ,  Wj,  ?/;  ab- 
hängig sein. 

Denkt*)  man  sich  die  augenblickliche  Position  [q^^  9«9  * "  fn) 
des  Systems  jtf|,  M^  irgend  welcher  Aenderung  (dq^^dq^^  "-  dq^^) 
anterworfen,  und  die  von  allen  auf  if^,  M^  einwirkenden  Kräften 
wUhrend  dieser  Positionsveränderung  verrichtete  Arbeit  mit 

(B.)  2^  [Xdx  +  Ydy  -^  Zdz) 

bezeichnet,  so  wird  der  von  den  Cohäsions-  und  Widerstands-* 
kroflen  herrührende  Theil  dieser  Arbeit  gleich  Null  sein  [Theorem, 
Art.  I,  pag.  484];  so  dass  man  also  bei  Bildung  dieses  Ausdruckes 
{B.)  die  CohüsionS'  und  Widerstandskräfte  ganz  fortlassen  darf. 

Dies  voran  geschickt,  gehen  wir  tiber  zu  unserer  eigentlichen 
Aufgabe,  indem  wir  auf  die  zu  untersuchende  Bewegung  des 
Systems  M^ ,  M^  den  allgemeinen  HAMiLTOif'schen  Satz  [Art.  I, 
pag.  477,  178]  in  Anwendung  bringen: 

(c.)     / Tdr  +  J7 (^ix  +  y^y  +  Zdz]\ dt  =  0  . 

Dabei  können  wir  die  fingirte  Bewegung  uns  eingerichtet  denken 
nach  Maassgabe  irgend  welcher  willkürlich  von  der  Zeit  ab« 
bangender  unendlich  kleiner  Functionen 

welche  in  den  Augenblicken  t^  und  f,  verschwinden.  Alsdann 
ist  der  in  [C]  enthaltene  Ausdruck 

2^  (Xdx  +  Ydy  +  Zöz) 

4)  Zur  Bezeichnung  der  besprochenen  eilf  Argumente  werden  wir,  je 
nach  unserem  Belieben,  bald  die  In  [A,),  bald  die  in  {A\)  angegebenen  Buch- 
staben benutzen. 
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von  analoger  Beschaffenheit  wie  der  Ausdruck  (B,).  Und  es 
werden  daher  bei  Bildung  des  einen  wie  des  andern  Ausdruckes 
die  Cohttsions- und  Widerstandskräfte  fortgelassen  werden  dürfen. 
Demgemäss  brauchen  wir  also  in  der  Hamilton' sehen  Formel 
(C.)  nur  diejenigen  Kräfte  zu  berücksichtigen,  welche  nadi  Ab- 
sonderung der  Cohäsions-  und  Widerstandskräfte  noch  übrig 
bleiben.  Gleiches  gilt  somit  auch  von  den  aus  (C.)  sich  ergebenden 
Lagrange* sehen  Differentialgleichungen : 

Hiermit  sind  die  Behauptungen  des  §11,  soweit  sie  das 
gegenwärtige  Beispiel  betreffen,  als  richtig  constatirt. 

Bemerkung,  — >  Denkt  man  sich  die  einwirkenden  Klüfte  von 
solcher  BescbafTenheU,  dass  der  Körper  M^  fortdauernd  in  Rohe 
bleibt,  so  reduciren  sich  die  eilf  Argumente  [A.)  oder  (^'.}  nuf  nur 
fünf,  nämlich  auf  V|,  Wp  y^i  ^r  ^  i  während  die  Anzahl  der  DifTeren- 
tiaigleichungen  eine  analoge  Reduction  erfährt. 

Genauer  ausgedrückt,  ^ird  zu  sagen  sein,  dass  in  diesem  Fall 
die  /tin/' letzten  der  DilTereDtialgleichungen  {D.)  die  Bewegung  de« 
Körpers  M^  bestimmen,  während  die  sechs  ersten  dienen  können 
xur  näheren  Bestimmung  der  zum  Festhalten  des  Körpers  Jf,  er* 
forderlichen  Kräfte. 

§1T. 

BetracktaB^  des  Falles,  dass  die  Oberfläeken  4er  beidei  Korper 

vollkommen  rauh  sind. 

Es  soll  die  Aufgabe  des  vorhergehenden  Paragraphs  von 
Neuem  in  Betracht  gezogen  werden,  nur  mit  dem  Untei^chiede, 
dass  die  Oberflächen  der  beiden  Körper  M^  und  M^  nicht  als 
vollkommen  {^att,  sondern  im  Gegentbeil  als  vollkommen  rauh 
vorausgesetst  sein  mögen.  Bedienen  wir  uns  nun  zur  Positions- 
bestimmung des  Systems  M^  j  M^  wiederum  der  eiif  Argumente 

so  tritt,  im  Vergleich  mit  dem  vorhergehenden  Paragraph,  der 
Unterschied  ein,  dass  die  Zuwüchse  dieser  Argumente  während 
der  Zeit  d  t  nicht  mehr  von  einander  unalihUngig,  sondern  viel- 
mehr durch  zwei  bestimmte  Relationen 

dv,  =Fdv,  +  Gdw,  , 
^  '^  dw,  =  Wdv,  +  Jdvt^ 
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an  einander  gefesselt  sind.  Dabei  bezeichnen  F,  G,  H,  J  be* 
stimmte  Functionen  von  v^ ,  w,  ^  v, ,  w, ,  i/^ .  Diese  Relationen, 
auf  deren  Ableitung  am  Schluss  dieses  Paragraphs  näher  ein- 
gegangen werden  soll,  ergeben  sich  direot  aus  der  gemachten 
Yorausselzung ,  dass  die  Oberflächen  der  beiden  Körper  voll- 
kommen rauh  sind,  und  dass  also  ein  Gleiten  der  einen  Ober- 
fläche längs  der  andern  schlechterdings  unmöglich  ist. 

Betrachtet  man  irgend  eine  dem  gegenwärtigen  Charakter 
des  Systems  M^,  M^,  d.  i.  den  Diflerentialgleichungen  (2.)  ent- 
sprechende Positionsänderung : 

3.)  dq^,  dq^y  ...  d^e,  rfv,,  rfw^ ,  rfv,,  dw^y  dip  , 

und  bezeichnet  man  die  während  dieser  Positionsänderung  von 
allen  tlberhaupt  einwirkenden  Kräften  geleistete  Arbeit  mit 

(*.)  J^  [Xdx  +  rdy  +  Zdz)  , 

so  wird  derjenige  Tkeil  dieser  Arbeit^  welcher  von  den  Cohäsions- 
und  Widerstandskräften  herrührt j  gleich  Null  sein  [Theorem, 
Art.  I,  pag.  \  84] ;  so  dass  also  diese  Cohäsions^  und  Widerstands^ 
krofte  bei  Bildung  des  AusdnuJces  (4.)  ganz  fortgelassen  werden 
dürfen. 

Zur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  bringen  wir  nun  den 
allgemeinen  H^aroN'schen  Satz  [Art.  I,  pag.  \  77,  4  78]  in  An- 
wendung : 

5.)         J  Trf T  +  JJ {Xdx  +  Yöy  +  Zdz)\  di  =  0  , 

indem  wir  dabei  die  fingirte  Bewegung  uns  eingerichtet  denken 
nach  Maassgabe  irgend  welcher  willktLrlich  von  der  Zeit  ab- 
hängender Functionen : 

(6.)  ^«i,^?,,  •••  5?e,5Y4,(Jw^,dv,,dw,,5i/;  , 

die  durchweg  unendlich  klein  sind  und  in  den  Zeitaugenbiicken 
t^  und  t^  verschwinden.  Abgesehen  von  diesen  beiden  für  die 
Gültigkeit  der  HxMiLTON'schen  Formel  (5.)  nothwendigen  Be- 
dingungen, wollen  wir  die  Functionen  (6.)  noch  einer  gewissen 
dritten  Bedingung  unterwerfen,  die  für  die  Gültigkeit  jener 
Formel  nicht  nothwendig  ist,  die  aber  für  unsere  Zwecke  von 
Vortheil  ist,  und  die  darin  bestehen  soll,  dass  dieselben  den  Re- 
lationen 

Mtftb.-pbys.  Clafse  1SS9.  3 
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entsprechen;  so  dass  also  diese  Functionen  (6.),  Alles  zusammen- 
gefasst,  folgenden  drei  Bedingungen  unterworfen  sein  sollen: 

Icr.  Sie  sollen  durchweg  unendlich  klein  sein; 
ß,  Sie  sollen  in  den  Augenblicken  t,  und  t^  verschwinden : 
/.  Sie  sollen  den  BeUtionen  (7.)  Genüge  leisten. 

JBeiläyfige  Bemerkungen,  —  Man  kann  im  GaazeD  dreieriei  Artea 
von  Bewegungen  unterscheiden :  die  nocb  unbekannte  wirkliche  Be- 
wegung, ferner  die  von  dieser  nur  unendlich  wenig  versciuedeoe 
flngirte  Bewegung,  und  endlich  eine  dritte  Art  von  Bewegung,  weiche 
die  Vebergangsbewegung  heissen  mag. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  gestellte  Aufgabe  gelöst,  mllhiD  die 

(^.)  9i»  9t»  •••  ^0.  *ii  ^i.  V,,  Wj,  V 

als  Functionen  der  Zeit  bestimmt,  so  entspricht  diesen  Functiooeo 
die  wirkliche  Bewegung.  In  genau  derselben  Weise  entspricht  die 
ßngirte  Bewegung  gewissen  anderen  Functionen 

(B.)  Qi-^^Qu  Qi-^-^Otf"'  ^«-h«^9o.  »|-H^»i, ^i-Hfw,, Vj4-(fv„  w,-f-<rw^  tJf+Sfp, 
die  von  jenen  nur  unendlich  wenig  abweichen.  Betrachten  wir  end- 
lich diejenigen  beiden  Positionen,  welche  das  System  if| ,  M^  in  ein 
und  demselben  Augenblick  (  bei  der  wirklichen  und  bei  der  flogirten 
Bewegung  besitzt,  und  lassen  wir  das  System  direct  aus  der  eioeo 
dieser  beiden  Positionen  in  die  andere  iibergehen,  so  mag  die  so 
definirie  Bewegung  eine  Vebergangsbewegung  heissen. 

Die  wirkliche  Bewegung  wird  selbstverständlich  dem  Charakter 
des  gegebenen  materiellen  Systems,  also  z.  B.  auch  den  Relationen 
(2.)  entsprechen.  Genau  dasselbe  gilt  aber  auch  von  der  VebergoBgs- 
bewegung;  denn  die 

(C.)  cf^i,  dq^,  •••  (f^ö,  (fvi,  <fwi,  (fvj,  (fw,,  4\ff 

sind  von  uns  den  Relationen  (7.)  unterwoifen  worden.  —  Hingegen 
wird  die  flngirte  Bewegung  dem  Charakter  des  Systems  im  Alige- 
meinen nickt  entsprechen.  Denn  dazu  würde  erforderlich  sein. 
dass,  ebenso  wie  die  Functionen  [A.]  den  Relationen  (2.)  entsprechen, 
ebenso  die  Functionen  (0.)  folgenden  analogen  Relationen 

^^'i         d  (Wj  +  (fw,)  =  (H  +  &H)  d  (V,  -h  ifv,)  -+-  (/  +  cf/)  d(w,  4-  dw, 

Genüge  leisteten ;  was  im  Allgemeinen  keineewegt  der  Fall  ist,  —  es 
sei  denn,  dass  wir  die  Functionen  {€.),  ausser  den  BedingungeD 
(S.a,  f5,  y),  noch  irgend  welchen  anderen  Beschränkungen  unter- 
werfen wollten. 

Das  unterlassen  wir.  Und  wir  bedienen  uns  also  bei  An- 
wendung des  H AM lLTo^'' sehen  Satzes  (5.)  einer  fi'ngirten  Bewegung. 
die  dem  Charakter  des  gegebenen  materiellen  Systems  keintstcegs 
entspricht.  Das  aber  ist  für  die  Anwendung  jenes  Satzes  auch  nicht 
erforderlich.  In  der  That  haben  wir  schon  vorhin  bemerkt  [vgl. 
den  Uebergang  von  (6.)  zu  (7.)],  dass  für  die  Gültigkeit  jeoe> 
Satzes  lediglich'die  Erfüllung  der  beiden  Bedingungen  (8.a,  ^y  er- 
forderlich ist. 


r 
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Ebenso  wie  der  in  (4.)  betrachtete  Ausdrack 

JJ[Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 
sich  bezog  auf  irgend  eine  den  Relationen 

dw^  =  Hds^  +  /c/w, 

entsprechende  Positionsänderung 

dq,,dq^,  •••  dq^^ds,,  (iw,,d4(,,  dw^,  di/;  ; 

in  genau  derselben  Weise  bezieht  sich  der  im  HAHiLTON*schen 
Satze  (5.)  enthaltene  Ausdruck. 

2^{Xdx+  Ydy  +  Zöz)  , 
zufolge  unserer  Festsetzungen,  auf  eine  den  Relationen 

entsprechende  Positionsänderung : 

Dengemäss  whrd  von  diesem  letzteren  Ausdruck  genau  dasselbe 
gelten,  was  bei  (4.)  vom  ersteren  gesagt  wurde.  Es  werden 
also  bei  Bildnng  des  einen  wie  des  anderen  Ausdrucks  die 
Ck)faäsions*-  und  Widerstandskräfte  ganz  fortgelassen  werden 
dürfen. 

Wir  gelangen  somit  nu  dem  Remltate,   dass  man  in  der 
Hamilton^ sehen  Formel 


(9.) 


/  T(J  r  +  ^  [XSx  +  Y8y  +  Z(J3)1  (/<  =  0  , 


bei  Voraussetzung  der  Relationen 

^^^j  (Jv,  =  Fc5y,  +  Gc}w,  , 

nur  diejenigen  Kräfte  zu  berücksichtigen  braucht  ^  welche  nach 
Absonderung  der  Cohäsions-  und  Widerstandskräfte  noch  übrig 
bleiben.    Gleiches  gilt  daher  auch  von  den  aus  jener  Formel  (9.)  mit 

3* 
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Rücksicht  auf  die  Bedingungen  (1 0.)  sich  ergebenden  eilf  Differential- 
gleichungen. Diese  leztern  sind  dargestellt  ckirch  die  sechs  Formeln: 

j  =  1,2,  3,  4,  5,  6, 

und  überdies  durch  folgende  fünf  Formeln : 

dt  ilw^       öv,       "**Jf,\    Äv,  Äv,         Äv,/  ' 

rf^öT       »r_    r^     /v^_i_vk._i_7''*\_i_ 

c/^öi/;'      bi/;~^.v,V  öi/;"^    öe//"^    öl///' 

j(;o  die  neu  hinzugetretenen  Factoren  A,  ^  unbekannte  Functionen 
der  Zeit  vorstellen.  Die  in  den  Formeln  (42.)  enthaltenen  Sununen 
können  beschr&ikt  gedacht  werden  auf  die  den  Kdrper  M^  sollt* 
citirenden  Kräfte,  wie  solches  angedeutet  ist  durch  den  dem 
Summenzeiohen  beigefügten  Index  M^.  Denn  die  Angriffspunkte 
der  den  Körper  M^  sollicitirenden  Kräfte,  d.  i.  die  MasseneLemente 
dieses  Körpers  M^  besitzen  Coordinaten  Xy  y,  z^  welche  von 
^17  ^n  ^ti  ^ii  V^  unabhängig  sind  [vgl.  die  Bemerkung  pag.  34]. 

Fügt  man  schliesslich  zu  den  eilf  Gleichungen  (H.),  (42.) 
noch  hinzu  die  beiden  Relationen  (2.): 

dw,  =Hdy^  +  Jdw^  , 

so  hat  man  im  Ganzen  dreizehn  Gleichungen,  mittelst  deren  die 
dreizehn  Unbekannten 

{^*-)         ?w  ?»)   •••  ?6J  V.,  w,,  Y,,  w,,  tp  und  X,  /t 
sich  als  Functionen  der  Zeit  bestimmen  lassen. 
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Vaehträgliche  Begrfindimg  der  Formeln  (2.)  pag.  32.  — 
^VSLllrend  der  zu  untersuchenden  noch  unbekannten  Bewegung 
der  beiden  Körper  M^  und  i/,  wird  ihr  gegenseitiger  Berührungs- 
punkt von  Augenblick  zu  Augenblick  seine  Lage  ändern  sowohl 
auf  der  Oberfläche  des  einen,  wie  auch  auf  der  des  andern  Kör- 
pers.    Mithin  wird  derselbe  auf  jeder  der  beiden  Oberflächen 
eine  gewisse  Gurve  beschreiben.     Diese  beiden  Gurven  seien 
bezeichnet  mit  A^  B^C^D^  •  •  •  und  A^B^C^D^  •  •  • ;    der  Art, 
dass  im  ersten  Augenblick  die  beiden  Punkte  A^ ,  A^  coincidiren, 
und  zusammengenommen  den  Berührungspunkt  der  beiden  Kör- 
per   repräsentiren,   während   im   zweiten  Augenblick  der  Be- 
rührungspunkt in  gleicher  Weise  durch  B^,  B^,  im  (bitten  durch 
C^ ,  C,  dargestellt  ist,  u.  s.  f.    Alsdann  werden,  weil  die  Ober- 
flächen der  beiden  Körper  vollkommen  rauh,  somit  gleitende  Be- 
wegungen unmöglich  sind,  die  Gleichungen  stattfinden : 

(A, B,]  =  [A^ B^) ,   [B, CJ  =  [B,  C,) ,  (C,  D,]  =  {C^D,) ,   etc.  etc. 

Kurz,  es  w^erden  die  beiden  Gurven,  ohne  zu  gleiten,  aufeinander 
fortrollen,  oder  (wie  man  w^ohl  auch  sagen  kaum  von  einander 
sich  abwickeln.  Bezeichnet  man  also  dasjenige  Linienelement, 
welches  die  beiden  Gurven  im  AugenUiok  t  mit  einander  gemein 
haben,  mit  OP,  so  kann  man  etw^a  0  als  den  Berührungspunkt 
der  beiden  Körper  im  Augenblick  t,  und  P  als  ihren  Berührungs- 
punkt im  Augenblick  t  +  dt  ansehen.  Dieses  in  der  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebene  der  beiden  Körper  gelegene  Element 
OP  sei  dargestellt  in  der  hier  folgenden  Zeichnung;  und  die 
Ebene  dieser  Zeichnung  sei  die  soeben  genannte  Tangentialebene. 

Die  beiden  durch  0  gehenden  Grundcurven  v^  und  w^  sind 
nach  unserer  Voraussetzung  (pag.  30)  orthogonal,  so  dass  also 
der  Winkel  v^  Ow^  ein  rechter  ist. 
Gleiches  gilt,  was  den  anderen  Y« 
Körper  betrifft,  von  den  durch  0 
gehenden  Grundcurven  v,  und  w^ , 
so  dass  also  der  Winkel  v,  0  w^  eben- 
falls ein  rechter  ist.  Ueberdies  wird 
der  Winkel  ip ,  nach  unserer  Defi- 
nition (pag.  31),  dargestellt  sein 
durch  den  WinkeJ  v^  0  v, . 

Denlt  man  sich  jetzt  die  vier  Punkte  V\,  \\\  und  \\,  W^ 
auf  den  genannten  vier  Grundcurven  in  solcher  Weise  markirt, 
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dass  jedes  der  beiden  Vierecke  OV^  PW^  und  OV^PW^  ein 
Rechteck  ist,  so  ergeben  sieh  die  Formeln : 

OV^  =  0V^  cos  ip  —  OW^  sin  ip  , 
^^''  OW^  =  OF,  sin  V^  +  Ofl^,  cos  V;  . 

Nun  repräsentiren  0  und  P  den  gegenseitigen  Bertthrangs- 
punkt  der  beiden  Körper  in  den  Augenblicken  t  und  t  -\-dt. 
Bezeichnet  man  demgemfiss  den  Punkt  0 ,  was  seine  Coordinalen 
auf  der  einen  und  andern  Oberfläche  betrifft,  mit 

(YjjW^)  und  (Vj,wJ  , 

andererseits  aber  den  Punkt  P  in  entsprechender  Weise  mit 

K  +  dy^j  w^  +  dw,)  und  (v,  +  dv,,  w,  +  dw^)  , 

so  gelten  die  Formeln : 

^  OTT,  =(7,dw,  ,  0W;  =  (7,dw,  , 

wo  f^ ,  9,  und  /*, ,  g^  die  auf  pag.  30  eingeführten  stets  positiven 
Functionen  von  v^,  w^ ,  resp.  v,,  w,  vorstellen.  Substituirt  man 
diese  Werthe  ((i,)  in  (a.),  so  folgt: 

A  d^i  =  /i  ^^^  'Z'  ^^«  ""  5«  ^^^  ^  ^^«  > 
ji  dW|  =  f^sia  ip  dv^  +  ^t  cos  i/;  dw^  , 

oder,  falls  man  die  eine  Formel  durch  f^ ,  die  andere  durch  j, 
dividirt : 

dvj  =  Fdv,  -f  Gdw»  , 

^  '^  dw^  =  ^dv,  4-  Jdw,  , 

wo  alsdann  F,  G,  H,  J  folgende  von  Vj ,  w^,  v^,  Wj,  ^  abhängende 
Functionen  vorstellen : 


(«•) 


/*,  cos  »ft  r  —  Hh^B^ 

jy  ^  /•,  sin  XI)  j  _   gl  cos  V*     . 

Die  Formeln  [d.)  repi^sentiren  aber  die  abeuleitenden  Gleichungen 
^2.)  pag.  32. 
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Ueliergang  zu  dem  speeiellen  Falle,  dass  von  den  beiden  vollkommen 

rauhen  Oberflächen  die  eine  eine  Ebene  ist. 

Die  einwirkendea  Erflfte  seien  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  der  Körper  M^  fbridauemd  in  absoluter  Ruhe  bleibt,  so  dass 
also  die  zur  Positionsbestimmung  dieses  Körpers  dienenden  Ar- 
gumente f|,  q^y  •••  9q  fortdauernd  constant  bleiben.  Alsdann 
können  die  diesen  9i,  9«} «  "  9«  entsprechenden  Gleichungen  (\  4 .) 
pag.  36,  als  unnöthig  fortgelassen  werden;  so  dass  also  nur  noch 
die  Gleichungen  (12.)  und  (13.),  d.i.  folgende  sieben  Gleichungen 
tibrig  bleiben : 

^     '  dt  b1^        dv,  Mt\    öv,  dv,  Äv,/  ' 

'  *-^  dt  dw;    dw, "~  ^  My  d w,  ^^  ^  dw,  ^  ^  iwj + '' ' 

(6.)  dv,  =  Fdv^  +  Gdw^  , 

(7.)  dw.  =  /^dv,  '\-Jdyt^, 

weiche  ausreichend  sind,  um  die  sieben  Unbekannten 

(8.)  v,,W4,v,,  w,,  ip  und  A,  /w 

als  Functionen  der  Zeit  zu  berechnen,  und  in  solcher  Weise  die 
Bewegung  des  Körpers  M^  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  uns  den  absolut  unbeweglichen  Körper  M^  mit 
der  Erde  fest  verbunden  denken,  indem  wir  dabei  die  Voraus- 
setzung machen,  die  Erde  befinde  sich  im  Weltraum  in  absoluter 
Ruhe.  Abgesehen  von  den  vorhandenen  Cohasions-  und  Wider- 
standskräften, und  abgesehen  von  den  zum  Festhalten  des  Körpers 
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M^  erforderlichen  Kräften,  mag  das  System  M^ ,  M^  nur  noch 
dem  Einfluss  der  Schwere  unterliegen.  Dabei  wollen  wir  die 
gewöhnliche  Vorstellung  adoptiren,  dass  die  auf  irgend  ein 
Massentheilchen  m  einwirkende  Schwerkraft  =  mg  ist,  wo  y 
eine  Constante  vorstellt,  und  dass  die  Richtung  dieser  Kraft  eben- 
falls canstant  ist.  Ueberdies  mag  das  absolute  Axensystem  x,  y,  z 
so  gewählt  sein,  dass  seine  a>-Axe  die  der  Richtung  der  Schwere 
entgegengesetzte  Richtung  besitzt;  so  dass  also  die  Componenten 
jener  Kraft  mg  die  Werthe  haben : 

X=  —  mg  ,     }'  =  0  ,     Z  =  0  . 

In  den  Formeln  (1.),  (2.),  •  •  •  (5.)  dürfen  nun  die  Gohäsions- 
und  Widerstandskräfte  fortgelassen  werden  [vgl.  pag.  33,36"; 
so  dass  also  nur  noch  die  von  der  Schtvere  herrtüirenden  Kräfte 
und  die  zum  Festhalten  des  Körpers  M^  dienenden  Kraft«  ttbri^ 
bleiben.  Die  letzteren  fallen  aber  ebenfalls  fort,  weil  in  Jenen 
in  (1.),  (2.),  •  ••  (5.)  vorhandenen  Summen^  wie  durch  den  bei- 
gefügten Index  31^  angedeutet  ist,  nur  die  den  Körper  M^  soUi- 
citirenden  Kräfte  in  Rechnung  zu  bringen  sind. 

Demgemäss  bleiben,  was  die  Gleichungen  (1.),  (2.',  ...  5. 
betrifiPt,  als  wirklich  zu  bertLcksichtigende  Kräfte  nur  allein  noch 
übrig  die  den  Körper  3/,  sollicitirenden  Schwerkräfte : 

X  =  —  mg,     r=0,    7=0: 

so  dass  also  z.  B.  die  in  (5.)  enthaltene  Summe  den  Werth  an- 
nimmt : 


A      mq  - —  =  — 0- — 


{y^    mx]  , 


ein  Werth,  welcher  offenbar  [vgl.  etwa  Art.  I,  pag.  4  67]  auch  so 
darstellbar  ist : 

Dabei  bezeichnet  3/,  die  Gesammtmasse  des  Körpers  M^ ,  imd  ^ 
die  oj-Coordinate  des  Massenmittelpunktes  dieses  Körpers.  In 
solcher  Weise  reduciren  sich  die  in  (1.),  (2.),  (3.),  [4.},  (5.)  ent- 
haltenen Summen  respective  auf: 

N  -.i»^.|.  -9M.'^,  -'ßu%  -.1^44^ ,  -.i'.l- 
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Wir  wollen  nun  weiter  annehmen,  die  vom  Körper  M^  be- 
rtüirte  obere  Seite  des  festliegenden  Körpers  3/^  sei  eine  horizon- 
tale Ebene,  d.  h.  senkrecht  zur  constanten  Richtung  der  Schwere. 
Auch  wollen  wir  diese  Horizontalebene  geradezu  zur  y  5  -  Ebene 


« 

uns  gewählt  denken ;  so  dass  also  |,  das  vom  Massenmittelpunkte 
des  Körpers  auf  diese  Horizontalebene  herabgelassene  Perpen- 
dikel repräsentirt.  Alsdann  wird  offenbar  ^^  völlig  bestimmt 
sein,  sobald  nur  diejenige  Oberflachenstelle  (v,,  wj  des  Körpers 
3/,  gegeben  ist,  welche  derselbe  augenblicklich  der  Berührung 
darbietet.  Es  wird  mithin  §^  lediglich  von  v, ,  w^  abhängen ;  so 
dass.  also  die  Ausdrücke  (9.)  sich  reduciren  auf: 


(10.)       Null,      Null 


j 


•^^l' 


Null 


Aber  auch  die  linken  Seiten  der  Formeln  (1.),  (2.),  •  •  •  (5.' 
sind  gegenwärtig  einer  bedeutenden  Vereinfachung  fUhig,  falls 
man  nur  festsetzt,  dass  die  in  der  Horizontalebene  yz  ange- 
nommenen Grundcurven  v^  und  w^  durch  zwei  zu  einander 
senkrechte  Systeme  gerader  Linien  dargestellt  sein  sollen, 
nämlich  festsetzt, :  dass  die  Variable  v^  identisch  mit  y,  und 
ebenso  w^  identisch  mit  z  sein  solL  Alsdann  sind  offenbar  die 
diesen  Grundcurven  oder  Grundlinien  entsprechenden  Func- 
tionen f^  und  g^  beide  =  \  [vgl.  die  für  f^  und  g^  gegebene 
Definition  pag.  30].  Hierdurch  gewinnen  die  Functionen 
F,  G,  H,  J  [{€.)  pag.  38]  die  Gestalt: 

F  =  /*,  cos  1/; ,  G  =  —  g^sinxfj  j 

H  =  f^sinip  ,  J  =  g^  cos  xfj ; 
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so  dass  also  die  Gleichungen  (6.),  (7.)  übergeben  in. 

dy^  =  f^  cos  ip  rfv,  —  g^  sin  ip  dw,  , 
dvt^  =  f^  sin  }p  d\  +  g^  cos  i/;  dwj  . 

Was  nun  jene  linken  Seiten  der  Formeln  (1.),  (2.),  •••  (5.) 
anbelangt,  so  repräsentirt  das  dort  auftretende  T  (weil  der  Körper 
J/f  in  absoluter  Ruhe  ist)  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  M^ 
allein.  Diese  lebendige  Kraft  des  Körpers  M^  ist  offenbar  ab- 
hängig von 

«•)  ^7  ^n  v,»  ^17  V'  ^nd  v;,  w;,  vi,  wi,  V''  , 

wo  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  vorstellen.  Die 
Differential quotienten  V|',  W|  sind  aber,  auf  Grund  der  Relationen 
(11.),  ohne  Weiteres  ausdrttckbar  durch  v,,  w, ,  i//  und  v^,  w^;  so 
dass  also  jene  Grössen  (or.)  sich  reduciren  auf: 

(ß.)  V, ,  w^ ,  V, ,  w, ,  V'  und  V,',  w;,  V''  • 

Die  Stelle  (v^ ,  w^)  der  Horizontalebene  ist  aber  ftlr  die  Berech- 
nung der  lebendigen  Kraft  des  Körpers  M^j  wie  man  leicht 
tibersieht,  durchaus  gleichgttltig.  DemgemSiss  kann  diese 
lebendige  Kraft  T  nur  noch  abhängen  von 

(y.)  v,,w„  V^  und  vi,w;,  V'- 

Hieraus  folgt,  dass  die  linken  Seiten  der  Formeln  (4.)  und  (2.) 
beide  =  0  sind.  Die  in  diesen  Formeln  enthaltenen  Summen 
sind  aber,  nach  (10.),  ebenfalls  =  0;  so  dass  also  dieselben  die 
Gestalt  annehmen : 

0  =  0  +  ;i , 

0  =  0  +  ^. 

Mit  Rücksicht  hierauf  gewinnen  die  Formeln  (3.),  (4.),  (5.),  falls 
man  gleichzeitig  für  die  daselbst  vorhandenen  Summen  die 
Werthe  (10.)  substituirt,  folgendes  Ausseien: 

dt  övi         ÄV,  ~        ^     *dY^   ' 
d   bT       hT 


dthip'       hip 


=  0 
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wobei  hinzugefügt  werden  mag: 

um  in  solcherweise  die  Grössen  anzudeuten,  von  denen  Tund  ^^ 

abb^ngig  sind. 

Mittelst  der  Gleichungen  (12.)  ergeben  sich  v,,  w,,  xp  als 

Functionen  der  Zeit.    Und  solches  ausgeführt  gedacht,  ergeben  sich 

alsdann,  auf  Grund  der  Gleichungen  (11.),  v^  und  w,  ebenfalls  als 

Functionen  der  Zeit. 

Bemerkung.  Die  drei  zur  Bestimmting  von  v,,  w^,  ^p  dienenden 
Differentialgleichungen  (12.)  sind,  wie  man  leicht  übersieht,  ersetzbar 
durch  die  eine  Formel : 

/'s 
hr-h  ^u\dt^o,  wo  (/«-flfjfjf, . 

u 

Von  dieser  Formel  (f.)  habe  ich  früher  bereits  Gebrauch  gemacht, 
in  meinem  Autsatz  über  die  roilende  Bewegung  eines  Körpers  auf 
einer  gegebenen  Horizontalebene  unter  dem  £iofluss  der  Schwere 
(diese  Berichte,  1885,  pag.  365). 

Uebrigens  kann  man  diese  Formel  {f.)  leicht  direct  ableiten, 
falls  man  nur  einerseits  beachtet,  dass  die  hier  in  Betracht 
kommenden  Argumente  v,,  w,,  i/;,  ebenso  wie  ihre  ZuwUohse  völlig 
unabhängig  von  einander  sind,  andererseits  aber  beachtet,  dass  die 
Arbeit  der  von  der  festen  Horizontalebene  auf  den  Körper  ausge- 
übten  Widerstandskräfte  »  0  Ist  [vgl.  Art.  I,  pag.  181,  182]. 

Betnektuuff  des  allgeHehieii  FaHes,  dass  über  die  ¥eidei  eiiander 

berttkreilen  Okerfläehen,  hinsichtlich  ihrer  Glätte  oder  Rauhheit, 

keinerlei  Yoranssetznng  gemacht  wird. 

Die  Widerstandskräfte  R^  und  i?,,  welche  die  beiden 
einander  bertlhrenden  Körper  M^  und  M^  in  irgend  einem  Augen- 
blick ihrer  Bewegung  auf  einander  ausüben,  sind  von  uns  frtther 
(Art.  I,  pag.  \  79)  in  die  Gomponenten  N^,P^JQ^  und  A',,  P„  Q^  zer- 
legt worden,  der  Art,  dass  N^ ,  \  die  Richtung  der  im  Bertthrungs- 
punkl  errichteten  Normale  besitzen,  während  P,,  P,  und  Q^,  Q^ 
nach  zwei  auf  einander  senkrechten  Tangenten  gerechnet  sind  ')• 


1)  Um  einen  besseren  Anschluss  an  die  letzten  Paragraphe  zu  ge- 
winnen, haben  wir  hier  die  in  jenem  Art.  I,  pag.  179  benutzte  Bezeichnungs- 
weise ein  wenig  geändert,  Indem  wir  die  Körper  und  Krfilfte  nicht  mehr 
mit  Mf  Mif  B,  /),,  etc.,  sondern  mit  Afj,  M^,  i?i,  Aj»  ^^'  benennen. 
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Dabei  können  offenbar  die  beiden  tangentialen  Kräfte  P^,  Q^. 
nach  dem  Gesetz  des  Parallelogramms,  vereinigt  werden  zu 
einer  einzigen  tangentialen  Kraft  S^,  Desgleichen  sind  auch 
P, ,  Q^  ersetzbar  durch  eine  einzige  Kraft  S, . 

Nach  dem  Grundgesetze  der  Action  und  Reaction  (Art.  I, 
pag.  i63)  sind  nun  die  Kräfte  R^  und  i?,  von  gleicher  Stärke 
und  entgegengesetzter  Richtung.  Analoges  gilt  daher  auch  von 
N^  und  iV,,  ebenso  von  P^  und  P,,  ebenso  von  Q^  und  Q^j  und 
ebenso  endlich  auch  von  S^  und  S^ .  Bezeichnet  man  also  z.  B. 
die  den  Coordinatenaxen  x,  y,  s  entsprechenden  Gomponenten 

der  Kräfte  S^  und  S,  mit  XJ ,  f^ ,  ZJ  und  A^ ,  f,,  ^ : 

(1.)         s,(x,j\,z,),       s,{\,y,X) , 

so  finden  die  Gleichungen  statt: 

(2.)         X^  =  —  X,  ,        Y^  =  —  Y^  ,        if^  =  —  Zj  • 

Der  Jiier  zu  betrachtende  allgemeine  Fall,  in  welchem  über 
die  beiden  Oberflächen,  hinsichtlich  ihr^r  Glätte  oder  Rauhheit 
keinerlei  Voraussetzung  gemacht  werden  soll,  unterscheidet  sich 
offenbar  von  dem  früher  untersuchten  Specialfall  der  vollkommen 
glcUten  Oberflächen  nur  durch  das  Hinzutreten  der  tangentialen 
Kräfte  S.  Die  für  diesen  Specialfall  ertialtenen  Differential- 
gleichungen [(/).)  pag.  32]: 

^    '  dt  bqj       bqj       ^  \    hqj  bqj  hqjf 

werden  daher  in  die  Differentialgleichungen  des  gegenwärtigen 
allgemeinen  Falles  übergehen,  sobald  wir,  ohne  in  der  damaligen 
Bedeutung  der  Buchstaben  X,  F,  Z  [vgl.  (DJ)  pag.  32]  irgend  etwas 
zu  ändern,  zu  diesen  Kräften  X,  7,  Z  noch  jene  unbekannten 
tangentialen  Kräfte  S  hinzutreten  lassen. 

Bezeichnet  man  die  im  Augenblick  t  an  der  Berührangs- 
stelle  gelegenen  Theilchen  der  beiden  Körper  M^  und  M^  respec- 
tive  mit  m^  (x^ ,  y^ ,  jjf  J  und  m,  (er, ,  y^ ,  «,) ,  so  finden  in  diesem 
Augenblick  die  Gleichungen  statt:  x^  ^=  cc^j  Vi  ==  yu  ^i  =5,. 
Im  nächstfolgenden  Zeitaugenblick  t+  dt  hingegen  werden  die 
Coordinaten  jener  beiden  Theilchen  Werthe  annehmen,  die 
offenbar  im  Allgemeinen  nicht  mehr  einander  gleich  sind.  Die 
Kraft  S^  wirkt,  was  den  Augenblick  t  anbetrifll,  lediglich 
ein  auf  das  Theilchen  m^  (x^,  y^j  z^);  desgleichen  wirkt  S,  ledi- 
glichein  auf  m,  (.r, ,  y^ ,  z^) .   Fügt  man  also  diese  Kräfte  S^  und  S^ 
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in  den  Gleichungen  (3.)  hinzu,  indem  man  dabei  fttr  die  Compo* 
nenten  derselben  die  Bezeichnungen  (\ .)  benutzt,  so  erhält  man : 

i  =  1,2,...11  , 
wo  die  Glieder  L(qA  die  Werthe  haben: 

Berthe,  die  mit  Rücksicht  auf  (2.)  auch  so  darstellbar  sind: 

Diese  Gleichungen  (4.),  in  denen  Xj  F,  Z  ^enau  dieselbe  Be^ 
deutung  haben^  wie  früher  in  [D.]  pag.  32,  repräsentiren  also  die 
Differentialgleichungen  für  den  hier  betrachteten  allgemeinen 
Fall.  Und  es  handelt  sich  also  jetzt  nur  noch  um  die  nfthere 
Bestimmung  der  In  diesen  Gleichungen  enthaltenen  Grössen  £(9^). 

Bezeichnet  man  die  eilf  Argumente  9« ,  ft;  "  '  9ii '  ^b^i^so 
wie  früher  [vgl.  (^.),  [A'.)  pag.  29],  mit 

so  ergeben  sich,  wie  sogleich  bewiesen  werden  soll,  fdr  die 
in  (5.)  enthaltenen  partiellen  Differentialquotienten  folgende 
Formeln : 

,7a.)  — -L=— -«  fttr  j  =  1,  2,  •••  6  , 

^9j       ^9j 


W-)  W^^'     ^«/".«(«(y^a;), 


l  "'1 


17<J.)  JT^^'      j7*  =  - /■«  cos  (v„  ir)  , 

nr\  ^  =  0      ^  =  0  • 
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wobei  zu  bemerken  isi,  dass  diese  Formeln  in  GttUigkeit  bleiben, 
wenn  man  in  ihnen  den  Baohsiaben  x  durchweg  mit  y,  oder 
durchweg  mit  z  vertauscht.  Dabei  repräsentiren  /*« ,  9«  ?  /*« .  9« 
die  früher  (pag.  30)  eingeftdirten ,  stets  positiven  Functionen. 
Femer  bezeichnen  (v,,  x) ,  (v^,  y),  (v,,  z]  und  'w,,  .r),  (w^,  y \[w^.z\ 
diejenigen  Winkel,  unter  denen  die  durch  den  Berührungspunkt 
gehenden  Grundcurven  v^  und  w,  gegen  die  absoluten  Axen 
X,  yy  s  geneigt  sind.  Analoge  Bedeutungen  haben  (v^,  x,,  etc. 
und  (w, ,  x] ,  etc.  mit  Bezug  auf  die  durch  jenen  Punkt  gehenden 
Grundcurven  v,  und  w, . 

Beweis  der  Formeln  (7or.;.  —  Aendem  sieh  von  den  eilf  Ar- 
gumenten (6.)  nur  9, ,  9i ,  •  •  •  ?« ,  während  v^ ,  w, ,  v,,  w, ,  \if  con- 
stant  bleiben,  so  bewegen  sich  die  beiden  ROrper  offenbar  der 
Art,  als  bildeten  sie  zusammengenommen  einen  einzigen  starren 
Körper.  Folglich  werden  die  partiellen  Ableitungen  derCoordi- 
naten  des  Berührungspunktes  nach  ?i ,  9, ,  •  •  •  ?«  ein  und  die- 
selben  Werthe  haben,  einerlei  ob  man  diesen  Punkt  als  ein 
Theilchen  des  einen,  oder  als  ein  Theilchen  des  andern  Körpers 
>ich  denkt.  —  Q.  e.  rf. 

Beweis  der  Formeln  (7//.,  y.^  cJ.,  €.,  t.)  linker  Hand.  —  Be- 
trachtet man  irgend  ein  Massentheilchen  des  Körpers  3/,.  so 
sind  die  Goordinaten  dieses  Tbeilchens  stets  unabhängig  von 
^1  >  ^4  ?  ^1  j  ^i  >  V'  [^'8*-  ^1®  Bemerkung  auf  pag.  31 ' .  Gleiches 
gilt  daher  z.  B.  auch  von  dem  augenblicklich  an  der  Berührungs- 
stelle befindlichen  Theilchen  m^ {x^,  y^^  z^].  —  Q.  e.  d. 

Beweis  der  Formeln  (Iß,,  y.)  rechter  Hand.  —  Die  Ausdrücke 

^  öv^       *  öv,       '  '       öv^      * 

in  denen  dv^  posiY/z;  gedacht  werden  mag,  reprüsentiren  diejenige 
raumliche  Verschiebung,  welche  das  Theilchen  m^  x^,y^.s^ 
erfährt,  sobald  man  von  den  eilf  Argumenten  [6.)  nur  allein  T( 
sich  Undem,  und  zwar  um  c/v^  anwachsen  lasst.  Thut  man  aber 
dies,  so  wird  der  Körper  M^  in  Buhe  verharren  weil  J^.  9«.  ■  •  *  ?. 
ungeündert  bleiben),  hingegen  der  Körper  M^  eine  gewisse  Be- 
wegung ausführen.  Und  zwar  wird  diese  Bewegung  von  M^ 
der  Art  sein,  dass  die  von  ihm  der  Berührung  dargebotene  Stelle 
(v^ ,  w,)  constant  dieselbe  bleibt ,  dass  aber  diese  constante  Be- 
rührungsstelle (Vj ,  Wj)  längs  der  Oberfläche  des  Körpers  1/^  vom 
Punkte  (V|,  wj   zum  Punkte  (v,  +  (/v^,  w,    fortwandert.     Das 
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(v, ,  w J  • 

(^  >  ^i)  «-^ :; •  (vi  +  «ivp  Wj) 

an  jener  Stelle  (v,,  w,)  befindlidbe  Massentheilchen  m,  (o;,,  y^,  jsJ 
wird  mithin  dieselbe  Wanderung  ausführen,  also  das  auf  der  Grund- 
curve  v^  zwischen  den  beiden  Punkten  (Y|,  wJ  und.(v^  +  ^v^  w^) 
gelegene  Linienelement  ds^  durchlaufeD.  DemgemSss  sind  die 
Ausdrücke  [A.)  nichts  Anderes  als  die  Componenten 

{B.)      ds^  cos  (v^,  x)  j      ds^  cos  (v^,  y)  ,       d$^  cos  (v^,  a) 

des  Linienelementes  ds^*    Aus  dieser  Identität  der  Ausdrücke 

ds 
(AJ)  und  {B.)  folgt  aber,  weil  j-i  =  /\  ist  [vgl.  pag.  30]  , 

(C.)  -^=/;cos(v„x),  ^=Acos(v„y),  -^=-/;cos(v„5). 

In  analoger  Weise  wird  man  offenbar  erhalten : 

(D.)  j^=^4COs{w4,a),  j^*  =  <?4Cos(w^,y),  j^=«/,cos{w„3). 

« 

Diese  Formeln  (C),  (/).)  aber  sind  es,  die  hier  bewiesen  werden 
sollten. 

Beweis  der  Formeln  (7rf.,  €.)  rechter  Hand.  —  Die  Ausdrücke 

in  denen  dv,  positiv  gedacht  werden  mag,  repräsentiren  die- 
jenige räumliche  Verschiebung,  welche  das  Theilchen  m,  (x^,  y%^^t) 
erleidet,  sobald  man  von  den  eilf  Argumenten  (6.)  nur  allein  v^ 
sich  ändern,  und  zwar  um  dv,  wachsen  lässt.  Thut  man  aber 
dies,  so  wird  der  Körper  M^  in  Ruhe  bleiben  (weil  94,  9tr  *  *  *  ^6 
ungeändert  bleiben),  der  Körper  M^  hingegen  eine  gewisse  Be- 
wegung erfahren.  Und  zwar  wird  solches  der  Art  von  statten 
gehen,  dass  die  vom  festliegenden  Körper  Jii^  der  Berührung  dar- 
gebotene Stelle  (v^,  W|)  oonstant  dieselbe  bleibt,  und  dass  jener 
in  Bewegung  begriffene  Körper  if^  diese  festliegende  Stelle  (v^ ,  wj 
successive  mit  verschiedenen  Punkten,  zuerst  mit  dem  Punkte 
K?  wj,  zuletzt  mit  dem  Punkte  (v,  +  dv,,  wj  berührt.   Es  wird 
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R    < (Vj,  W,)   • ? •  (Vj  +  d¥j,  wj 

also  das  zwischen  diesen  beiden  Punkten  befindliche  Element  ds^ 
der  (auf  M^  liegenden]  Grandcurve  v,  fartwandem  in  der  Rich- 
tung R.    Folglich  sind  jene  Ausdrücke  (St.)  identisch  mit 

ds^  cos  (Ä,  x)  ,       ds^  cos  (Ä,  y)  ,      rf^^  cos  {/?,  5)  , 

also ,  weil  die  Richtung  R  zur  Richtung  der  Grundcurve  v,  ent- 
gegengesetzt ist,  identisch  mit : 

(39.)    —  ds^  cos  (v,,  x)  ,    —  ds^  co$  (v„  y)  ,    —  rf^,  cos  (v„  5) . 

Aus  dieser  Identität  der  Ausdrücke  (9(.)  und  (J!B.)  folgt  aber,  weil 

ds 

^  =  /;  ist  [vgl.  pag.  30],  sofort: 

;e-)      ^  =  -  A  cos  (y„  x)  ,    yf*  =  —  A  cos  (v^,  y)  , 

^  =  —  A  cos  iv„  is)  . 
In  analoger  Weise  ergeben  sich  offenbar  die  Formeln : 
(35.)      j^  =  —  ^,  cos  (w„  x)  ,   ^  =  _  j,  cos  (w„  y]  , 

^  =  —  ^,  cos  (w„  z]  . 

Diese  Formeln  (S.),  (D.)  sind  es  aber,  um  deren  Beweis  es  sich 
hier  handelte. 

Beweis  der  Formel  (7  f.)  rechter  Hand.  —  Die  Ausdrücke 

(«.)  ^«d^,      l^dv,      ^Pdip 

reprasentiren  diejenige*  räumliche  Verschiebung,  welche  das 
Theilchen  m^{x^y  y,,  z^)  erfährt,  sobald  man  von  den  eilf  Ar- 
gumenten (6.)  nur  allein  1/;  sich  ändern,  und  zwar  um  dtp  wachsen 
lässt.  Thut  man  aber  dies,  so  wird  der  Körper  M^  in  Ruhe  ver- 
harren, und  der  Körper  M^  eine  gewisse  Drehung  erleiden  um 
die  im  Berührungspunkte  errichtete  Normale.  Bei  einer  soldien 
Drehung  erleidet  aber  das  am  Berührungspunkte  befindliche 
Theilchen  m,  (x^ ,  y, ,  z^)  gar  keine  Verschiebung.  Folglich  sind 
jene  Ausdrücke  (a.)  gleich  Null.  —  Q.  e.  d. 
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Wir  gehen  jeizi  weiter  in  wuerer  eigenüichen  Untersuchung. 
Aus  (5.)  ergiebt  sich  ani  Rfloksicht  auf  (7  a.): 

(8.)  L{qj)  =  0  ,       für  j  =  4,  2,  3,  4,  5,  6. 

Was  ferner  das  dem  Argninent  v^  entsprecbende  L  belrifil,  so 
ist  nach  (5.}: 

^c..)=^.(^-lt)+M^-^:)+Mw:-^;)' 

also  mit  Rücksicht  auf  [Iß.) : 

X(v,)  =  — /",  |x,  cos  (v„  x)  +  7,  cos  (v„  y]  +  %  cos  (v,,  z)\  , 

I 

also  mit  Rttcksicht  auf  (4.): 

M'fi)  =  -  fi  S,  cos  {S,,Y,)  . 

In  analoger  Weise  lässt  sich  das  dem  w^  entsprechende  L  be- 
rechnen, so  dass  man  also  die  Formeln  erhalt: 

wo  V^  und  W^  die  Componenien  der  tangentialen  Kraft  S^  nach 
den  Griindcurven  v^  und  w^  vorstelle». 

In   ähnlicher  Art  erhält  man  aus    (5.)   und  (7d.,e.)    die 
Formeln : 

wo  V^  und  W^  die  Componenten  der  Kraft  S^  (nicht  S^)  nach  den 
Grundcurven  v^^  und  w^  vorstellen.   Diese  letzteren  Formeln  aber 

kann  man,  weil  K^,  W^  und  V^,  W^  die  Componenten  ein-  und 
derselben  tangentialen  Kraft  S^  repräsentiren ,  mithin  [vgl.  die 
Figur  pag.  37]  die  Relationen  stattfinden : 

F^  =  -f-  K^  cos  \f)  ^W^üuxff  y 
W^  =  —  V^  sin  V'  +  H^  cos  1/; , 

auch  so  schreiben: 

,^^,  ^(vj  =/;  (+  V,  cos  xp+W,  sin  xp]  , 

Mfttb.-pbyi.  Claase  1888.  4 


n 


SO 
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Endlich  erhält  man  für  das  dem  ^  entsprechende  L  aus 
(5.)  und  mit  Rücksicht  auf  (7C.)  den  Werth : 

(11.)  L(e^)  =  o. 

Ptthrt  man  zur  Abkürzung,  an  Stelle  von  V^^W^y  neue  Un- 
bekannte A,  ju  ein,  indem  man  setzt: 

(12.)  -fj^^l,    und    -g,W,=ti, 

so  kann  man  die  Formeln  (9.),  (10),  (11.),  wie  sich  leicht  ergiebt, 
folgendermassen  schreiben: 

L(v,)  =  A,  I(v,)  =  -AF-/i//, 

(13.)  L(w,)  =  ^i ,  I(w,)  =  --lG--fiJ  , 

L{ip)  =  0  . 

In  der  That  ergeben  sich  die  Formeln  rechter  Hand  sofort,  falls 

man  nur  in  (10.)  die  aus  (12.}  für  V^,  W^  entspringenden  Werthe 
substituirt,  und  dabei  Gebrauch  macht  von  den  früher  [in  (f.j 
pag.  38]  eingeführten  Bezeichnungen  F,  G,  H,  J. 

Substituirt  man  jetzt  die  Werthe  (8.)  und  (13.)  in  den  <a 
Anfang  aufgestellten  eilf  Differentialgleichungen  (4.},  so  erhalt 
man: 


(U.) 


d    bT 


^  -  ^  -  rix 


dt  bqj        bqj 


und  ferner: 
dt  dv 


7  =  4,2,3,4,5,6, 


(15.) 


4       dv,       "^ M^\    Ö¥,  by^         bvj  '      ' 

rfUw;      bv,~^Myb^,^hw,^^bv,r'*' 


d  bT      bT 


dt  dvi       dv,  M^    öv, 

dtbvii     Jw,~^j/,l^bw,"* 


^•'^+^a- 


XP-itH, 


d  bT 


wo  in  den  Formeln  (15.)  die  Summation  beschrankt  gedacht 
werden  darf  auf  den  KOrper  M^^  weil  die  Coordinaten  der  zu  M^ 
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gehörigen  Massentbeilehen  von  v^,  w^,  v,,  w^,  tp  unabhängig  sind, 
[vgl.  die  Bemerkang  pag.  34]. 

Für  den  hier  betrachteten  allgemeinen  PaUj  dass  über  die 
beiden  Oberflächen^  hinsichtlich  ihrer  Glätte  oder  Rauhheit,  keinerlei 
Voraussetzung  gemacht  ist,  gelten  also  die  eilf  Differential- 
gleichungen (4  4.),  (K  5.),  die  im  Gcmzen  mit  dreizehn  Unbekannten 

(^6.)  94,  5f„  •  •  •  Je?  Y|,  w„  v„  w„  i/j  und  Xyfi 

behaftet  sind.  Dabei  haben  X,  fi  folgende  Bedeutungen  [vgl.  (42.)]: 

(47.)     A  =  — /;  S,  cos(S„vJ,    iti  =  -y,  S,  cos(S„wJ, 

foo  S^  die  den  Körper  M^  an  seiner  Beriihi^ngssteile  erfassende 
tmbekannte  Reibungskraft  repräsentirt ,  eine  Kraft,  welche 
herrührt  von  der  dortigen  Einwirkung  des  Körpers  M^ . 

Was  die  son^t  noch  in  den  Gleichungen  (4  4.),  (4  5.)  enthaltenen 
Kräfte  X,  Y,  Z  anbetrifft,  so  bratuhen  dabei  nur  diejenigen  Kräfte 
tti  Rechnung  gebracht  zu  werden,  welche  nach  Absonderung  der 
CohüMÜmS"  und  Widerstandskräfte  noch  übrig  bleiben ;  wie  solches 
deuüieh  hervorgeht  aus  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphs  ange- 
HeUien  üeberUgungen  [vgl.  pag.  44,  45],  und  aus  dem  Satze  [D.) 
pag.  32,  an  den  jene  Ueberlegungen  sich  anlehnten. 

Eüf  Gleichungen  sind  selbstverstflndlich  unzureichend  zur 
Befstiminung  ven  dreizehn  Unbekannten.  Demgemäss  ist  also 
das  allgemeine  Problem,  welches  hier  vorliegt,  nicht  weiter  be- 
handelbar, —  es  sei  denn,  dass  man  sich  entschlösse,  ttber  den 
Werth  der  Reibungskraft  S^  und  ihrer  beiden  Gomponenten 
irgend  welche  bestimmten  Annahmen  zu  machen. 

Hingegen  können  wir  von  den  Gleichungen  (44.),  (45.^  mit 
Leichtigkeit  übergehen  zu  den  früher  behandelten  Specialf^llen, 
und  in  solcher  Weise  eine  Gontrole  erhalten  fOr  die  damaligen 
Resultate.  Sind  die  beiden  Oberflächen  voUkommen  glatt,  mit- 
hin die  Reibungskraft  S^  gleich  Null,  so  sind  X,  /u,  zufolge  (47.}, 
ebenfalls  gleich  Null\  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Differential- 
gleichungen (4  4.),  (4  5.)  unmittelbar  übergehen  in  die  früher  ge- 
fundenen Formeln  (D.)  pag.  3S. 

Sind  andererseits  die  beiden  Oberflachen  vollkommen  rauh, 
so  treten  noch  hinzu  die  bekannten  Differentialgleichungen 

(^g )  ^v,  =  Fdv.  +  Gdw.  , 
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Und  diese  Gleichungen  (48.),  in  Verbindung  mit  den  eilf 
Gleichungen  (44.),  (15.),  repräsentiren  in  der  Thai  diejenigen 
dreizehn  Gleichungen,  welche  wir  früher  [in  (44.),  (42.),  (4.3.) 
pag.  36]  für  den  Fall  vollkommen  rauher  OberflUdien  gefunden 
hatten. 

§20. 

Der  analytisclie  Ansdnek  fttr  die  lebendige  Kraft  zweier  Mit  eisaader 

in  Bertthrang  bleibender  Körper,  nnter  der  Voranssetrang,  dass  ein» 

Ton  diesen  beiden  Körpern  abselnt  festUegt 

Will  man  die  in  den  vier  letzten  Paragraphen  aufgestellten 
Differentialgleichungen  auf  irgend  einen  speciellen  Fall  in  An- 
wendung bringen,  so  hat  man  vor  Allem  das  in  jenen  Gleichnngen 
enthaltene  T  (die  lebendige  Kraft  der  beiden  Körper),  seinem 
analytischen  Ausdrucke  nach,  näher  xu  bestimmen.  Dabei  mag 
der  Einfachheit  willen  vorausgesetzt  sein,  dass  einer  der  beiden 
Körper  absolut  festliegt  Auch  mögen  die  früheren  Beieicfa- 
nungen  My  v^,  w^,  /i,  j^  und  Jtf,,  v,,  w„  /;,  p„  zur  Erleichtemng 
der  Schreibweise,  durch  die  etwas  bequemeren  BezeidmuDgen 
^}  ^?  ^)  /)  9  ^^^  ^*i  V*,  w*,  /**,  g*  ersetzt  werden,  und  zwar 
sei  M  der  festUegende,  und  M*  der  in  Bewegung  begriffene 
Körper. 

Wir  betrachten  zunächst  d^n  Körper  M  für  sich  allein.  Es 
sei  7t  ein  beliebiger  Oberflächenpunkt  dieses  Körpers;  femer 
seien  a,  /^,  y  drei  von  rv  ausgehende,  gegen  einander  senkreokte 
Strahlen;  und  zwar  sei  a  die  Richtung  der  äussern  Nonnale  der 
Körperoberfläche,  während  ß  und  /  die  Riditongen  der  durch 
7t  gehenden  Curven  v  und  w  [vgL  pag.  30]  repräsentiren  sollen. 
Auch  mag  vorausgesetzt  sein,  dass  das  Strahlensystem  a,  ß^  / 
positiv  ist,  dass  also  a  m  ß  zuy  ebenso  liegen,  wie  bei  der  Unken 
Hand  der  kleine  Finger  zum  Zeigefinger  zum  Daumen,  eine 
Voraussetzung,  der  man  durch  geeignete  Einrichtung  der  Argo^ 
mente  v ,  w  stets  zu  entsprechen  im  Stande  sein  wird*  Femer 
seien  die  vom  Massenmittelfunkte  a  des  Körpers  M  ausgehenden 
Uaupttrügheitsaxen  dieses  Körpers  benannt  mit  4 ,  S  j  3 ;  wobei 
die  Bezeichnung  wiederum  der  Art  eingerichtet  sein  soll,  dass 
das  Strahlensystem  4 ,  2^  3  positiv  ist.  Mit  Bezug  auf  diese  Trüg- 
heitsaxen  4,  2,  3  mögen  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Oberflächenpunktes  7t  und  die  Richtungscosinus  der  von  7t  aus- 
gehenden Strahlen  a,  /9,  y  bezeichnet  sein  durch  7t ^y  7t^  /r, 
und  a,,  a„  a,,  ß,,  ß^,  ß^,  y.,  y„  y,. 
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Da  Mfir  ans  den  Kttrper  M^  seiner  Hasse  und  Gestalt  nach, 
io  völlig  bestimmter  Weise  gegeben  denken ,  so  sind  offenbar 
diese  dem  Oberflächenpunkte  7t  zugehörigen  Grössen  7t ^,  7t ^y  7t ^^ 

«i>  ö«?  «sj  ßv  A?  A>  Vk^  Vv  yz  beHimnUe  Punetümen  von  v,  w, 
falls  wir  nämlich  unter  v,  w  die  OberflächencoordincUen  des 
Punktes  7t  verstehen.  Auch  übersehen  wir  sofort,  dass  diese 
Functionen  den  beiden  Formeln  entsprechen  werden: 

ÄTtj       ^Tf-      b/lT- 

y*  V     •  V     — —    *  • * . 
'■'»•'»        dw  •  dw  •  öw 

Fohren  wir  also  die  sogenannten  Diffiirentialparameter  «in  [vgl. 
pag.  30] : 


so  ergeben  sich  die  Formeln: 

'^'~  f    h^    '       ^*  ~  /•    bv    '       ^'~  f    hH    ' 
<   JItT^  1   OTT,  4   dTT,  ^ 

und  diese  Formeln  ftlhren,  weil  die  Strahlen  a,  ß,  y  zu  einander 
senkrecht  sind,  sofort  zu  folgenden  sechs  Relationen : 

«-»      d/r,-  — ,      OTT, 

•*     ÖY  OW 

die  Stunmationen  ausgedehni  gedacht  Über  jf  =»  4 ,  2,  3. 


n 
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Aus  diesem  sechs  Relationen  ergeben  sich  durch  MultipU- 
cation  mit  otv,  dw,  und  Addition  die  drei  Formeln : 

\  ÖV  ow         / 

''  \oy  ow        / 

'  \  ov  öw        / 

und  diese  drei  Formeln,  in  denen  die  Zuwüchse  dy,  c/w  beliebige 
Werthe  haben,  sind  offenbar  der  einfacheren  Schreibweise  fähig: 

(4.)     2^ajd7tj  —  0^    J^ßjdnj:=fdy,    J^yj  dnj  =  gdiK. 

Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  hier  noch  folgende  Abbreviaturen 
eingeführt  werden : 

(2.)     J^ßjdyj^d^,    J^Yjdaj^dB,    J^ajdßj^^dT, 

von  denen  weiterhin  Gebrauch  zu  machen  ist. 

Soviel  über  den  Körper  JV.  —  Analoge  Bezeichnungen  mdgen 
nun  aber  andererseits  beim  Körper  M*  eingeführt  werden,  nur 
mit  dem  einen  Unterschiede,  dass  a*  hier  nidit  die  in  ft*  vor- 
handene äussere  Normale,  sondern  die  daselbst  errichtete  innere 
Normale  vorstellen  soll.  Was  die  zu  (1 .),  (2.)  analogen  Formdn 

(3.)  ^a/d7r/  =  0,  2Jßfd7tf^f*di*,  JJyfd7tf=g*d^ 

und 

(M27/*rdy*  =  dA*,    ^y/da/  =  dB*,   J^afdßf^dr 

betrifil,  so  sind  selbstverstfindlich  die  Coordinaten  nf  und  die 
Richtungscosinus  aj,  ß*,  y*  bezogen  zu  denken  auf  den  Massen- 
mittelpunkt a*  des  Körpers  M*  und  auf  die  von  o*  ausgehen- 
den Haupttrfigheitsaxen  1*,  %*,  3*  dieses  Körpers.  Auch  mag 
wiederum  jedes  der  beiden  Systeme  a*,  ß*,  y*  und  4  *,  2*  3* 
als  positiv  vorausgesetzt  sein. 

Die  relative  Lage  der  beiden  Körper  M  und  M*  zu  einander 
wird  völlig  bestimmt  sein  durch  Angabe  der  fünf  Argumente: 

(5.)  V,W,Y*,  w*,  ^, 

falls  man  ndmlich  unter  v,  w  und  v*,  w*  die  Oberflächencoordi- 
naten  des  augenblicklichen  Berührungspunktes,  und  unter  ^ 
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denjenigen  Winkel  versteht,  den  die  von  diesem  Punkte  ausgeben* 
den  Strahlen  ß  und  ß*  mit  einander  einschliessen.  Uebrigens 
mag  der  Winkel  i/^,  nach  Art  eines  Aximuthes,  von  ß  aus  in  der 
Richtung  ßy  gerechnet  werden. 

Dies  vor  angeschickt,  gehen  wirjet^t  Ober  zu  unserm  eigent^ 
Utdien  Thenia.  Wir  denken  uns  (vrie  schon  zu  Anfang  dieses 
Paragraphs  bemerkt  wurde)  den  Körper  M  absoltU  festliegend, 
bingegen  den  KOrper  Jtf*  in  irgend  welcher  Bewegung  begriflTen, 
die  indessen  von  solcher  Art  sein  soll,  dass  beide  Körper  fort- 
dauernd mit  einander  in  Berührung  bleiben,  so  dass  also  die  fünf 
Alimente  (5.)  irgend  welche  Functionen  der  Zeit  sein  werden. 

Alsdann  ist  offenbar  die  lebendige  Krafb  T  des  Körpers  M 
stets  =s  0,  während  die  lebendige  Kraft  T*  des  Körpers  M* 
irgend  weldi^ft  Werth  besitsen  wird.  Um  diesen  Werth  nüher 
angeben  zu  können,  fahren  wir  die  Ausdrücke  ein : 

(6.)      i=.-r--  +  ^+f-c^^+g-^„,^t,^, 

sowie  auch  folgende  Ausdrucke: 

g_  dM  _  dA      dtp 
dt         dt'^dt' 

dB*        /  .    dB         .    .    dr 


<'•)        »  ==  "dT  -  (-^  dl '^"^  "•■  dt  ™  V ' 

dr*       /     dB  .     ,    ,  dr  \ 


(5  = 


(8.) 


dt 
und  setzen  ttberdiess : 

^j  ==  «a/  +  «/?/  +  (5y/  . 

Alsdann  besitat  die  in  Rede  stehende  lebendige  Kraft  T*  des 
Korpers  M*  den  Werth: 

(9.)  a r«  =  ^  +  !!•  (T,  +  «, TT*  -  «, o»  +  if*{Rj 

+  M*  (t,  +  «,  <  -  SR,  TT*)*  +  M*  n\ 


1 


56  C.  Nbuhann, 

wo  unter  M*  die  GesanmUmasse  des  Körpers  M*y  und  unter 
M*,  Mili  M^  seine  den  Axen  i*^  'i*,  3*  entsprechenden  Haujpln 
trägheitsmomenU  zu  verstehen  sind.  —  Uebrigens  können  wir 

die  Formel  (9.)  auch  so  schreiben: 

r      Jlf*  (a  +  66*  -  Sc*)«  +  Ä*  «J 
(^0.)     2r*  =  j  +  if*  (b  +  «c*  —  Sa*)*  +  JU*  5RJ 

wo  alsdann  a*,  6*,  c*  die  Bedeutungen  haben : 

Diese  Formeln  (9.],  (40.)  dürften  die  einfaehsten  und  ele- 
gantesten sein,  durch  welche  die  in  Rede  stehende  lebendige 
Kraft  llberfaaupi  darstellbar  ist«  Ich  begnftge  ndcfc  damii,  die- 
selben hier  mitgetheilt  xa  haben,  ohne  auf  ihre  Ableitang  naher 
eingehen  zu  wollen.  Macht  man  übrigens  die  Yaraussetzang, 
dass  die  beiden  Körperoberfl^chen  vollkommen  rauh  sind,  so 
werden  wSihrend  der  betrachteten  Bewegung  fortdauernd  die 
linearen  Differentialgleichungen  stattfinden*) 

fdn  =  f*ds*  cos  ip  —  ^dw*  sin  ^  , 

yrfw  =  f*dy*  sin  ip  +  j*dw*  cos  ip  , 

d.  i.  die  Gleichungen : 

f*dy*  =  +  fdy  cos  tp  +  jdw  sin  tp  , 

(12.)  /.j      . 

j*rfw*  =  —  fdy  sm  i/;  +  jaw  cos  ip  . 

Demgemäss  sind  für  den  Fall  vollkomm^  rauher  Oberflächen  die 
in  (6.)  angegebenen  Ausdrücke  a,  (,  c  sämmtlich  =  0,  mithin 
die  in  (8.)  angegebenen  r^,  t,,  r,  ebenfalls  sämmtlich  =  0;  w(h 
durch  die  Gestalt  der  Foi*meln  (9.)  und  (4  0.)  sich  alsdann  wesent- 
lich vereinfacht.  » 

Bemerkung.  —  Sind  beide  Körper  M  und  M*  in  Bewegung  be- 
griffen, so  Ireten  zu  den  in  (6.),  (7.)  angegebenen  Ausdrflckeo 
a,  (|  c,  91,  9,  (C  noch  gewisse  von  der  Bewegung  des  Körpers  M  ab- 
hängende Glieder  hinzu.  Diese  Glieder  hinzugefügt  gedacht,  bleibeo 
alsdann  die  weiterea  Formeln  (8.),  (9.),  (40.),  (40a.}  nach  wie  vor  in 
Kraft. 

4)  In  der  That  sind  diese  Differentialgleichungen  (4  4J  mil  den  friiber 
auf  pag«  3S  angegebenen  identisch;  wie  man  sofort  erkennt,  falls  man  aar 
die  zu  Anfang  dieses  Paragraphs  in  der  Bezeichnungsweise  vorgenommea« 
Aendernng  bertIcKaichtigt. 
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Allgemeine  Sätze  zur  BerMslniiig  ier  tobefeügei  KiaII 

eines  starren  Körpers. 

Die  Ableitung  der  im  vorhergehenden  Paragraph  mitge- 
theilten  Formeln  ist  mit  sehr  beschwerlichen  Rechnungen  ver- 
bunden. Diese  Rechnungen  aber  können  wesentlich  reducirt 
werden  durch  Anwendung  einer  schon  frtther*)  von  mir  expo- 
nirten  allgemeinen  Methode,  auf  welche  ich  hier  von  Neuem  mir 
einzugehen  erlauben  werde.  Dabei  sei  sogleich  bemerkt,  dass 
die  in  Rede  stehende  Methode  in  dea  weiter  fotf^endMi  Paora-^ 
graphen  von  Nutzen  sein  wird. 

Ein  starrer  Körper  if  sei  in  Drehung  begriffen  um  eine  absöbu 
f^U  Axe  a,u0d  irgend  ein  fester  Punkt  dieser  Axe  a  aei  beMichnet 
mit  A .  Ferner  seien  a^ ,  a,,  a,  und  A^^A^^A^^  RiAhtungsooaiiittS 
von  a  und  die  Coordinaten  von  A  in  Bezug  auf  ein  absoltUunbeweg-- 
liches  Axensystem  4,2,3.  Ueberdies  mag  q)  der  Drehungswinkel 
sein.  Denkt  man  sich  also  durch  die  Axe  a  zwei  Ebenen  gelegt, 
von  denen  die  eine  mit  dem  Körper  if  verbunden  ist,  während  die 
andere  eine  absolut  feste  Lage  besitzt,  so  soll  q>  derjenige  Winkel 
sein,  den  diese  beiden  Ebenen  mit  einander  einschliessen. 

Fasst  man  nun,  während  der  Körper  M  um  die  feste  Axe  a 
rotirt,  irgend  ein  Theilchen  m  dieses  Körpers  ins  Auge,  und  be- 
zeichnet man  das  von  m  während  der  Zeit  dt  beschriebene  Weg- 
element  mit  ds,  so  steht  offenbar  ds  senkrecht  gegen  die 
Linie  mA,  und  ebenso  auch  senkrecht  gegen  die  Axe  a.  Sind 
also  flc^,  flc^,  ac^  und  x^  +  da?^,  ac,  +  doj,,  x^  +  äx^  die  Coordi- 
naten des  Theilehens  m  zu  Anfang  und  zu  Ende  der  Zeit  dt, 
mithin  da^^,  da?,,  dx^  die  senkrechten  Componenten  des  Weg- 
elementes d«,  so  ergd)en  sich  die  Gleichungen  : 

(x^  —  A^)  dx^  +  (x,  —  A^)  dx^  +  (a?3  —  ^3)  dx^  =  0  , 

a^  dx^  4"  «4  dx^  +  a,  dx,  =  0  . 

Hieraus  folgt: 

Idx^  =  l  [a,  (0^3  -  ^3)  -  a,  (x^  -  -4,)]  , 
dx,  =  l  [a,  (x^  —  A^)  —  a.  (x^  —  A^)]  , 
dx,  =  l  [a,  (x^  —  A^)  —  a,  (x,  —  A^)]  , 

4)  Vgl.  diese  Berichte  4869,  pag.  489,  und  die  Math.  Ann.  Bd.  3, 
pag.  SSO,  insbesondere  aber  die  Math.  Ann.  Bd.  44,  pag.  879.  Ich  gebe 
auf  diesen  Gegenstand  hier  von  Neuem  ein,  weil  es  mir  Inzwischen  ge- 
lungen ist,  die  damals  .gegebene  Darslellaog  bedeutend  tu  vereinfachen. 
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wo  l  noch  unbekannt  ist.  Erbebt  man  nun  die  Gleichungen  (I .) 
zum.  Quadrat,  und  addtii,  so  erhält  man : 

ds'  =  A*([aJ  +  al  +  al]  [{x,  -  A,)'  +  {x,  -  A,)'  +  {x,  -  V]  — 

-  [«1  [cc,  -  A,)  +  a,  {x^  -  i4,)  +  a,  (or,  —  i4,)]«J  , 
d.  i. 

(8.)  d8*  =  l''  [(Amy  -^  [ACT)*]  . 

Dabei  beBeiebnet  (Am)  die  Länge  der  von  A  nach  m  gehenden 
geraden  Linie,  und  [A  C)  die  senkrechte  Projection  dieser  Linie 
auf  die  Axe  a;  so  das»  also  ACm  ein  bei  C  rechtwinkliges  Dreieck 
ist.  Demgemftss  ist  [Am)* --^  (AC)^=  (Cm)*;  wodurch  die 
Formel  (8.)  ttbergeht  in : 

(3.]  rfÄ'  =  A»(Cm)V 

Nun  repräsentirt  aber  [Cm)  den  Radius  derjenigen  Kreis- 
peripherie, längs  welcher  das  Theilchen  m  fortschreitet.  Be- 
zeichnet man  also  die  Zunahme  des  Drehungswinkels  q)  des  Kör- 
pers während  der  Zeit  dt  mit  d <p,  soisi  ds  =  [Cm)  dq).  Dies 
in  (3.)  eingesetzt,  ergiebt  sich: 

(4.)  k  =  dq) . 

Subfttituirt  man  diesen  Werth  von  X  in  den  Gleichungen  (I.), 
und  dividirt  man  überdies  dieselben  durch  das  betrachtete  Zeit* 
Clement  dty  so  gelangt  man  zu  folgendem  Satze : 

Sati,  —  Dreht  sich  ein  stairer  Körper  M  um  eine  durch 
den  Punkt  A  gehende  feste  Axe  a,  und  bezeichnet  man  die  Coordt- 
ncUen  von  A  und  die  Richtungsoosinm  van  a  mit  A^J  i«,  A^ 
und  cTf)  er«,  er,,  so  sind  die  Geschwindigkeüscomponenien  eines  jed-- 
weden  Körpertheilchens  m  [x^ ,  x^ ,  a?,)  darstellbar  durch  die 
Formeln : 

'  -J^  =  [«i  {^3  -  ^i)  -  «I  (^i  -  ^  t)]  -^  , 

-^  =  [«I  (^1  -  ^i)  -  ö«  K  -  A^j]  -^  , 

Dabei  ist  unter  q>  der  Drehungswinkel  ^   mithin  unter  ^  die 
Winkelgeschwindigkeit  zu  verstehen. 


(5.) 
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Diese  einfachen  Dinge  vorangesduckt,  geben  wir  ttber  zur 
Betrachtung  eines  Körpers,  der  ueb  mehrere  Axen  sieh  drdhen 
kann,  wie  das  z.  B.  der  Fall  ist  bei  der  bekannten  CARBANi'schen 
Aufhängung  eines  Körpers  mittelst  mehrerer  Ringe ;  wobei  als- 
dann diese  Axen  selber  im  Allgemeinen  nicht  mehr  festliegen, 
sondern  von  Augenblick  zu  Augenblick  ihre  Lage  ändern. 

Um  unserer  Untersuchung  einen  möglichst  allgemeinen 
Charakter  zu  verleihen,  wollen  wir  einen  starren  Körper  JV  uns 
denken,  dessen  räumliche  Position  abhängig  ist  von  :iwei  Argu- 
menten q>  und  ^,  und  dabei  annehmen,  diese  Abhängigkeit  sei  von 
solcher  Art,  dass  der  Körper  bei  constant  erhaltenem  &  und 
alleiniger  Aenderung  von  q>  um  eine  Axe  a  sich  drehte  für  welche 
g)  selber  den  zugehörigen  Drehungswinkel  repräsentirt,  und 
dass  der  Körper  andererseits  bei  constant  erhaltenem  <p  und 
alleiniger  Aenderung  von  &  um  irgend  eine  Axe  ß  rotirt,  fttr 
welche  alsdann  &  den  DrehungswiiÜKel  vorstellt«  Solches  fest- 
gesetzt, wollen  wir  die  Geschwindigkeitscomponenten  irgend 
eines  Körpertheilchens  m{x^jX^jX^)  analytisch  auszudrücken 
suchen  für  den  Fall,  dass  q>  und  ^  gleichzeitig  sich  ändern,  dass 
also  cp  und  &  beliebig  gegebene  Functionen  der  Zeit  sind* 

Da  die  räumliche  Lage  des  Theilchens  m(a;^,  x^,  x^],  ebenso 
wie  die  des  ganzen  betrachteten  Körpers,  nur  von  q>  und  &  ab- 
hängt, q>  und  S'  ihrerseits  aber  Functionen  der  Zeit  sind,  so  er- 
giebt  sich  z.  B. : 

.  dx^ hx^  dg)       bx^  dd" 

^  '^  It  ~i^ll^h&Tt' 

Der  erste  Term  rechter  Hand  repräsentirt  offenbar  denjenigen 

dx 
Werth,  welchen  die  Geschwindigkeitscomponente  -^  an- 
nehmen würde,  falls  man  &  constant  erhalten  wollte.  Alsdann 
aber  würde  die  Bewegung  des  Körpers  in  einer  blossen  Drehung 
um  die  Axe  a  bestehen,  so  dass  also  dieser  erste  Term  nach 
Maassgabe  der  früheren  Formeln  (5.)  folgendermassen  ausdrück- 
bar ist : 

wo  a^,  a„  a,  die  Bichtungsoosinus  der  Axe  a,  und  A^^  /i„  A^ 
die  Goordinaten  eines  auf  a  liegenden  Punkles  A  vorstellen« 


eo 
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In  analoger  Weise  erhllli  man  fttr  den  zweiten  Teno  rechter 
Hand  in  (^.)  die  analoge  Formel : 

wo  /?4,  /?,,  ß^  die  Richtungscosinas  der  Axe  ß,  und  B^,  1?„  Ä, 
die  Goordinatcn  eines  auf  ß  liegenden  Punktes  B  vorstellen. 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  (6.)  ^  so  erhält  man  die 
erste  Formel  des  folgenden  Systems : 


(7.) 


^^=,»;  +  ß,x. -ß,*,, 


dx 


[.  dt 


5  =  F,  +  ii^  ccj  —  ß^  a?4  . 


In  diesem  System,  dessen  beide  letzten  Formeln  in  analoger 
Weise  sich  ergeben,  haben  alsdann  die  iTs  und  Ps  folgende  Be- 
deutungen : 


(8.) 


dt  ' 

d& 
dt  ' 


(8a.) 


F,  =  (a,A,  -  a,A,)  ^  +  (ß,B,  -  ß,B,) 


V,  =  («.  A, 


«,^.)^+(/**»,-Äfi,) 


V,  =  {«tA,  -  a,A,)  ^  +  {ß,B,  -  ß,B^ 


d» 

dt  ' 

dr» 
dt  ' 

d& 

dt  ' 


Die  Formeln  (7.)  beliehen  sieh  anf  das  Zettelement  dt,  oder 
(was  dasselbe  ist)  auf  die  beiden  Zeitaugetd)licke  t  und  t-^-dt.  Um 
die  eigentHehe  Bedeutung  dieser  Formeln  (?.)  besser  Oberseiten 
zu  ktfnnen,  bemerken  wir,  dass  die  rechten  Seiten  dersell)« 


GrUNDZÜGE  der  ANALYnSOBBIf  MECHANIK.    ArT.  II.  ftl 


für  x^  =  0,  .T,  3=  0,  CD,  SS  0  auf  F^,  F,,  F,  sich  reduciren,  und 
daBS  also  V^,  V^,  F,  die  Gescbwindigbeitocomponefeten  desjenigan 
speciellen  MassentheilcheDs  vorstellen,  welches  im  AngenUitke  t 
im  AnfangspuDkte  des  Coordittaiensysteiqs  (1 ,  2, 3)  sich  befindet. 
Denken  wir  uns  also  z.  B.  dieses  absolut  feste  Axensystem  (4 , 2, 3) 
der  Art  gewfihlt,  dass  sein  Anfangspunkt  im  Augenblicke  /  mit 
dem  Mcasenmätelpunkte  o  des  betrachteten  Körpers  coincidift, 
so  werden  F^,  F,,  F,  die  Gesehwindlgkeitscomponenten  dieses 
Massenmittelpunktes  a  vorstellen. 

Nachträglich  übersehen  wir  nun  leioht,  wie  diese  hier  an- 
gestellten Betrachtungen  auf  den  Fall  beliebig  vieler  Argumente 
g>y&,r^  '•'  ausdehnbar  sind,  und  gelangen  daher,  indem  wir 
der  grösseren  Einfachheit  willen  die  Richtungscosinus  a^,  a,,  a, 
und  ß^^ß^i ßi  respective  mit  (p^^fp^i  (p^  und  ^|,  v^^, &^  bezeichnen, 
zu  folgendem  Resultate : 

Sati.  —  Die  augenblickliche  Position  eines  starren  Körpers  M 
im  Räume  sei  abhängig  von  beliebig  vielen  Argumenten  9;  ^,  i^;  -  •  * , 
der  Artj  dass  die  Bewegung  des  Körpers,  f<Ms  nur  eines  dieser 
Argumente  sich  ändert,  m  einer  Drehung  um  eine  bestimmte 
Acoe  besteht,  für  weldte  dieses  allein  sich  ändernde  Argument 
den  zugehörigen  Drehungswinkel  repräsentirt.  Diese  Axen  mögen 
respective  die  q^-Axe,  die  d'-Axe,  die  r^Axe,  u.  s,  w.  genannt 
werden ;  so  dass  %,  B.  die  (p-Axe  diejenige  ist,  um  welche  der 
Körper  sich  drehen  würde,  falls  man  nur  allein  das  <p  sich  ändern 
lassen,  die  übrigen  Argumente  d",  r,  •  •  •  aber  constant  erhalten 
wollte. 

Denkt  man  sich  nun  sämmtliche  Argumente  (p,  d-,  %,  •  •  • 
in  Aenderung  begriffen,  nämlich  jedeß  derselbe  als  eine  beliebig 
gegebene  Function  der  Zeit,  so  werden  für  die  in  solcher  Weise 
charakterisirte  Bewegung  des  Körpers  die  Geschwindigkeitscom-- 
ponenten  eines  jeden  Kwpertheilchene  m(x^,  x^^  x^)  darstellbar 
sein  durcJi  folgende  Formeln : 

-^  =  Fl  +  ßjO?,       il^x^ , 
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wo  Ff,  V^j  F,  die  GeschwindigkeäscompanerUen  des  Massenmitiel- 
Punktes  a  des  KOrpet^s  vorstellen,  wahrend  ii^,  ii^y  Si^  die  Be- 
deutungen haben  : 

(.0.)        fl,  =  ,/J  +  ,.^+,4y+.... 

-,  dm  d&  dx 

Hier  bezeichnen  (p^^(p^i  (pi  die  Richtungscosinus  der  (p-Axe,  ebenso 
-S"^,  -9"„  -9"3  diejenigen  der  S^-Axe]  u.  s.  f. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  das  der  Betrachtung  zu  Grwuk  ge- 
legte absolut  feste  Aaxnsystem  (4,  8,  3)  sei  so  gewählt,  dass  sein 
Anfangspunkt  im  Augenblicke  t  mit  dem  Massenmitldpunkte  a 

coincidirt. 

Bemerkung,  —  Der  Massenmittelpunkt  ist  hier,  wie  aus  der 
Ableitung  des  Sattes  deoUlch  hervorgdit,  nur  beispielsweise  gewShlt 
Hat  K.  B.  der  Körper  die  Gestalt  eines  Parallelepipedums»  so  wird 
der  Satz  auch  dann  noch  gültig  bleiben,  wenn  man  statt  des  llassea- 
mittelpunktes  irgend  eine  bestimmte  Ecke  dieses  Parallelepipedoms 
nimmt. 

Erhebt  man  die  das  Theilchen  m  (x^ ,  x^ ,  o?,)  betreffenden 
Gleicbungen  (9.)  zum  Quadrat,  und  multiplicirt  man  sodann 
nocb  mit  der  Masse  m  dieses  Tbeilchens,  so  erhält  man  z.  B. : 


m 


(^)*  ^  «*iy*  +  ^*''*  -  ^*''*)* ' 


Summirt  man  jetzt  diese  Formel  über  sammtliche  Theilcben  m 
des  ganzen  Körpers,  so  ergiebt  sich : 

(H .)  2"^  (^)*  =  Fj  2't«  +  ß;  2'^^s + ßj  ^'wa^; + 

Dieser  Formel  (H .)  liegt,  ebenso  wie  den  Formeln  (9.),  die 
Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  der  Anfangspunkt  des  absolut 
festen  Axensystems  (4,  2,  3)  im  Augenblicke  t  mit  dem  Massen- 
mittelpunkte o  des  Körpers  coincidirt.  Fügen  wir  nun  zu  dieser 
Voraussetzung  nocb  die  hinzu,  dass  im  Augenblicke  t  die  Aoxn 
des  Systems  (4 , 2,  3)  mit  den  von  a  ausgehenden  Hauptträgheits- 
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axen  des  Körpers  susammenfallen  sollen,  so  werden  niobt  nur 
die  Relationen  gelten  [Art.  I,  pag.  467]: 

sondern )  wie  aus  der  Theorie  der  Trägheitsmomente')  sich 
ergiebt,  auch  folgende  Relationen  stattfinden : 

iß')-       2J^K  +  (^*i)  =  )f%,  JJmx^x^  =  0  , 

^fn{x^  +  x\)  =  Jf,  ,  JS^^K  öc,  =  0  , 

wo  M  die  GesamnUmMse  des  Körpers,  und  M^y  Jf, ,  M^  seine 
^ot^pflrä^Aeitomofiten^ebeateichnen.  Durch  diese  Relationen  (a.),  (/9.) 
gewinnt  die  Formel  (44.)  die  einfachere  Gestalt: 

2^m (^)*  =  U  V*  +  ai  j; mxl  +  ii*  2;mxl . 
Desgleichen  ergeben  sich  die  analogen  Formeln : 

^m&V  =  Jf  n  +  ßj  27wa;J  +  ii\  2Jmx\  . 

Addirt  man  aber  diese  drei  Formeln,  so  folgt  mit  Rttcksicht  auf  {ß,) : 

(42.)  21=  JfP  +  Jf.ßJ  +  M^iil  +  M^ii\  , 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Körpers  beseichnet,  während 
V  die  Geschwindigkeit  seines  Massenmittelpunktes  a  repräsentirt. 
Wir  erhalten  somit  folgenden  Satz: 


4)  Aaf  die  Theorie  der  TrUgheitsmomente  hier  ntiber  eingehen  zu 
wollen,  würde  durchaus  überflüssig  sein.  Denn,  wenn  ich  auch  in  dem 
gegenwärtigen  Aufsatz  allerhand  elementare  Dinge  berührt  habe,  so  ist  das 
doch  immer  nur  insofern  geschehen,  als  es  nothwendig  war,  um  die  hier 
darzulegenden  Grundzüge  der  analytischen  Mechanik  in  zusammenhttngen- 
der  und  geschlossener  Gestalt  zu  Tage  treten  zu  lassen.  Die  Theorie  der 
Trägheitsmomente  aber  repräsentirt  inmitten  der  Entwickelung  4er  analy- 
tischen Mechanik  gewissermassen  eine  feste  Insel,  deren  Ausseben  stets 
ein  und  dai$elb§  bleiben  wird,  welche  Grundlagen  und  welche  Richtung 
man  jener  Entwickelung  auch  zuerthellen  mag. 
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Salib  *^  Es  sei  oder  MassenmiUelpunkt  eines  starftn  EDrpen 
von  der  Gesammtmasse  M.  Ferner  seien  4 ,  2,  3  seine  von  a  aus^ 
gehenden  HßupUrägheitsaxenj  und  M^^  Jf, ,  Jf,  die  diesen  Axen 
entsprechemten  Trägheitsmomente. 

Die  awgenblidcliche  PosiHon  dieses  Körpers  im  Räume  sei 
abhängig  von  beliebig  vielm  Argumenten  9,  ^^,  r,  •  •  • ;  und  %wetr 
der  Art,  dass  die  Bewegung  dies  Körpers,  falls  nur  eines  dieser 
Argumente  sich  ändert,  m  einer  Drehung  um  eine  besümmte  Axe 
besteht,  für  welche  dieses  allein  sich  ändernde  Argument  den  zu- 
gehörigen Drehungswinkel  repräsentirl.  Diese  den  einzelnen  Ar- 
gumenten entsprechenden  Axen  mögen  respecLive  die  g>-Axe,  die 
S-^Axe,  die  r-Axe,  u.  s.  f  genannt  werden. 

Denkt  man  sich  nun  aW  diese  Argumente  gleichzeitig  m 
Aendenmg  begriffen,  nämlich  jedes  derseR>en  als  eine  bdiebig  ge- 
gebene Function  der  Zeit,  so  wird  die  lebendige  Kraft  T  des  Kerpert 
in  jedem  Augenblicke  dieser  Bewegung  darstellbar  sein  durdi 
folgende  Fbrmel: 

(43.)  2r=  Jf F*  +  M,Q\  +  if,ß;  +  ifjflj  , 

wo  Vdie  Geschwindigkeit  des  Punktesa  vorstellt,  während  ii^,Si^,QJ 
die  Werthe  hc^en  : 

^  d(p  d&  .        dt 

Hier  bezeichnen  q>^,  q>^,  q>^  die  Richtungsöosinus  der  tp-Axe  in 
Bezug  auf  die  Hauptträgheitsaxen  1 ,  2,  3.  AncUoge  Bedeutungen 
haben  &^,  &^,  ^3  für  die  &-Axe.   U,  s.  f, 

Ist  z.  B.  der  Körper  nur  drehbar  um  eine  einzige^  und  zwar 
absolut  fesia  Axe  AB,  und  bringt  man  auf  diese  Axe  AB  dk 
Beietdmmigen  g>,  fi,  9t^  Vs  ^^  Anwendung,  so  redaoiren  rieh 
die  Ausdrucke  (14.)  auf  ihre  ersten  Glieder;  so  dass  die  Formel 
(43.)  die  Gestalt  erhält : 

(15.)    2r=Afp  +  (j/,9);  +  i/.y;  +  i/3g);)(^)\ 
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Bezeichnet  man  den  con9tanlen  senkrechten  Abstand  desMassen* 

mittelpunktes  a  von  jener  Axe  AB  mit  l,  so  ist  offenbar  V=  l  -^ ; 
so  dass  also  die  Formel  (45.)  auch  so  darstellbar  ist: 

(46.)    2r==[jifp  +  jf,qpj  +  jf,yj  +  jif,y;](g)\ 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  reprfisen- 
Urt  aber  bekanntlich  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Axe  AB.  Demg^mäss  ergiebt  sich  folgender 

Zusati.  —  Befindet  sich  ein  starrer  Körper  in  Drehung  um 
eine  absolut  feste  Axe  AB,  so  gilt  für  seine  lebendige  Kraft  T  die 
Formel: 

wo  fA  =  Mab  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf 
jene  Axe  AB,  und  -n?  die  Winkelgeschwindigkeit  vorstdlt. 

Uebrigens  kann  man  den  Satz  (43.),  (4  4.)  leicht  veraUgeh- 
meinem,  und  gelangt  alsdann  zu  folgendem  Resultate: 

Allgemeines  Theorem.  —  Es  sei  a  der  Massenmittelpunkt 
eines  starren  Körpers  von  der  Gesammtmasse  M.  Femer  seien 
i ,  2, 3  seine  von  a  ausgehenden Hauptträgheitsaxen,  undM^j,M^,  M^ 
die  diesen  Axm  entsprechendm  Trägheitsmomente. 

Die  augenblickliche  Position  dieses  Körpers  im  Baume  sei  ab- 
hängig von  beliebig  vielen  Argumenten  (Z>,  @,  >  •• ;  ohne^)  dass 
dabei  über  die  Art  und  Weise  dieser  Abhängigkeit  irgend  welche 
Voraussetzung  gemacht  werden  solL  Alsdann  wird  der  Körpex, 
falls  man  von  alV  jenen  Argumenten  nur  O  allein  sich  änd^n, 
etwa  um  dO  wachsen  lässt^  um  eine  gewisse  Axe  sich,  drehen, 
während  diese  Axe  ihrerseits,  sich  selber  parallel  ileiben4,  nach 
irgend  welcher  Richtung  sich  verschiebt»  Diese  Axe  mag  die  Ö-Axe 
heissen,  und  der  ihr  zugehörige  Drehungswinkel  mit  <f  bezeichnet 
sein.  In  analogem  Sinne  mag  beim  Argument  @  von  der  Q-Axe 
und  vom  Winkel  &  die  Rede  sein.   U,  a.  f. 

Denkt  man  sich  alsdann  all'  diese  Argumente  (Z>,  0,  ••• 
gleichzeitig  in  Aenderung  begriffen ,  nämlich  jedes  derselben 

4)  Hierdurch  unterscheidet  sich  das  hier  anzugebende  Theorem  von 
dem  specielleren  Satze  (48.),  (44.). 
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als  eine  belidng  gegebene  Function  der  Zeit^  so  wird  die  lAendige 
Kraft  T  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke  dieser  Bewegung  dar- 
stellbar  sein  durch  die  Formel: 

(48.)  iT=^MV^  +  Jf.ßJ  +  J/,flJ  +  Jf^ßJ  , 

wo  V  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  a  vorstellt,  und  Q^,  Q^  J2, 
die  Werthe  haben: 

Hier  bezeichnen '0^,  0^,  (D,  die  Cosinus  derjenigen  Winkel,  unter 
denen  die  O^Axe  gegen  die  Axen  4 ,  2\  3  geneigt  ist.  Analoge  Be- 
deutungen haben  ©4,  0„  0,  für  die  Q-Axe,    U,  s.  f. 

Auf  den  Beweis  dieses  Theorems  werde  ich  übrigens  schon 
deswegen  hier  nicht  näher  eingehen,  weil  ich  von  demselben  im 
Folgenden  keinen  Gebrauch  machen,  vielmehr  mit  dem  spe- 
cielleren  Satze  (f  3.),  (44.)  mich  begnügen  werde. 

§22. 

lieber  die  Bewe^ng  eines  starren  KSrpers  inter  dem  Einim 

der  Schwere,  insbesondere  über  dns  Pendel. 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraph,  und  ebenso  auch  in  den 
beiden  folgenden  Paragraphen,  die  Erde  im  Welträume  in  abso- 
luter Ruhe  uns  denken,  und  irgend  ein  mit  der  Erde  verbundenes, 
also  ebenfalls  absolut  unbewegliches  Axensystem  mit  (Xn  y,  s] 
bezeichnen.  Gleichzeitig  wollen  wir  in  Betreff  der  Schwere  die 
gewöhnlichen  Vorstellungen  acceptiren,  also  annehmen,  dass 
die  von  der  Schwere  auf  irgend  ein  Massentheilchen  m  ausge- 
übte Kraft  =  mg  sei,  wo  g  eine  Constante  vorstellt,  und  dass 
die  Richtung  dieser  Kraft  ebenfalls  constant  sei,  indem  wir  dabei 
in  üblicher  Weise  der  Worte  vertical  und  horizontal  uns  be- 
dienen. Die  constantem  Winkel,  unter  denen  die  Richtung  der 
Kraft  mg  gegen  die  Axen  des  Systems  [x,  y,  z)  geneigt  ist, 
mögen  a,  ß,  y  heissen ;  so  dass  also  die  betreifenden  Compo- 
nenten  jener  Kraft  die  Werthe  haben : 

(4.)  mg  cos  a  ,        mg  cos  ß  ,    .     mg  cos  y  . 
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Bringen  wir  nun  die  LAPLACs'schen  Differentialgleitliiingen 
(Art.  I  j  pag.  4  66)  auf  einen  starren  Körper  M  in  Anwendung, 
der  unter  dem  Einflass  der  Sdiwere  und  unter  dem  gleich* 
zettigen  Einfluss  irgend  welker  anderweitiger  äusserer  Kräfte 
X^,  Y^j  Z^  in  Bewegung  begriffen  ist,  so  eiiialten  wk*  mit  Rück- 
sicht auf  (1.}  folgende  sechs  Fovmeln: 

etc.    etc. 

^(y-5^-«^)=^^j(yco8y-;5cos/S)+^(yZ^-3r^), 

etc.     etc. 

Diese  Formeln  sind,  falL»  man  die  Giesammtmasae  des  Kör- 
pers mit  Jf,  femer  die  Goordinaten  seines  Massenmittelpunktes  a 
mit  Sj  f],  t  bezeichnet,  und  die  bekannten  Relationen  (Art.  I, 
pag.  467)  beachtet: 

JfT/w  =  Jf ,  ^mx=^M'^  ,  J^my  =  Mtj  ,  ^mz  =  M^  , 
auch  folgendermassen  darstellbar : 

2^^  dF  "^  ^^^  cos  a)  +  ^X^  , 

etc.     etc. 
(3.)j 

etc.     etc. 

Diese  Formeln  (3.)  sind,  was  ihre  rechten  Seiten  betrifit,  offen- 
bar von  genau  derselben  Beschaffenheit,  als  besttlnde  die  von 
der  Schwere  auf  den  Körper  ausgetlbte  Wirkung  in  einer 
einzigen,  den  Körper  im  Punkte  (|,  t],  C)  erfassenden  Kraft  mit 
den  Componenten  Jf ^  cos  er,  Mg  cos  ßj  Mgcosy.  Folglich 
wird  die  durch  diese  Formeln  (3.)  sich  bestimmende  Bewegung 
des  Körpers  ebenfalls  von  derselben  Beschaffenheit  sein,  als  be- 
stünde die  Wirkung  der  Schwere  in  jener  einen  Kraft;  so  dass 
man  also  zu  folgendem  Satze  gelangt : 

5* 
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Satz.  Der  Einfluss  der  Schwere  auf  einen  starren  Körper 
ist  stets  von  genau  dersdben  Art^  als  wäre  die  ganze  Masse  des 
Körpers  concentrirt  in  seinem  MassenmiUdpunkte.  Mit  Riiekskkt 
hierauf  pflegt  dieser  MassenmiUelpmikt  kurzweg  als  Schwer^ 
punkt  des  Körpers  bezeichnet  zu  werden. 

Dies  vorausgeschickt,  gehen  wir  ttber  zur  Theorie  des 
Pendels^  d.  i.  zur  Betrachtung  eines  starren  Körpers  M,  der 
unter  dem  Einfluss  der  Schwere  in  Drehung  begriffen  ist 
um  eine  festgehaüene  horizontale'^Äxe.  Irgend  zwei  Punkte 
dieser  Axe  mögen  mit  \  und  %  bezeichnet  sein ;  und  die  zum 
Festhalten  dieser  Axe  dienenden  Kräfte  mögen  die  Punkte  K 
und  2  zu  Angriffspunkten  haben,  und,  was  ihre  noch  unbe- 
kannten Komponenten  betrifft,  mit  X^,  F^,  Z^  und  X,,  T,,  "Z^  be- 
zeichnet sein. 

Wir  können  auf  das  Pendel  M  ohne  Weiteres  die  Laflace- 
schen  Differentialgleichungen  anwenden.  Selbstyerstflndlich 
haben  wir  alsdann  sämmtliche  den  Körper  M  solHoitirenden 
äusseren  Kräfte,  also  nicht  nur  die  Schwere,  sondern  auch  die 
soeben  genannten  Kräfte  X^ ,  y\ ,  Z^  und  AT, ,  F, ,  Z^  in  diese 
Gleichungen  aufzunehmen.  lu  solcher  Weise  aber  gelaDgen 
wir  zu  sechs  fJieichungen ,  die- von  den  Formdn  (3.)  nur  da- 
durch sich  unterscheiden,  dass  X^,  ^^v?  ^«  und  X,,  Yt7  ^  ^ 
Stelle  der  dortigen  X^,  Y^,  Z^  eingetreten  sind,  so  dass  also 
z.  B.  die  letzte  dieser  sechs  Gleichungen  lolgendermassen 
lauten  wird: 

(4.)     2Jm^x  -^t  -  y -^j  =  Mg  (^  cos  ß--rj  cos  a)  + 

wo  cc^,  y^,  z^  und  x^,  y^,  ä,  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte 
\  und  2  vorstellen. 

Denkt  man  sich  jetzt  das  mit  der  Erde  verbundene  absolut 
feste  Axensystem  (Xj  y,  z]  der  Art  gewählt,  dass  die  a;-Axe 
vertical  nach  unten  gerichtet  ist,  und  dass  tlberdies  die  ji-Axe 
mit  der  horizontalen  Pendelaxe  4  Sl  zusammenfällt,  so  sind  die 
Goordiaaten  ^v  y^,  cc,,  y^  sämmtlich  =  0;  femer  ist  alsdann 
a  =  0,  und  ß  7=  y  :=z  90^;  so  dass  also  die  Formel  (4.)  sich 
reducirt  auf: 

(5.)  J^m^x  -l^y^^=^  Mgrj. 
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Mit  Bezug  auf  den  MassenmiUelpunkt  oder  Schwerpunkt 
v(§yrj^  K)  und  mit  Bezug  auf  irgend  ein  Kttrpeiiheilchen  m  (Xj  y,  z) 
mögen  die  Bezeichnungen  eingeführt  werden: 

J  I  =  A  cos  y  ,         fx  =  lcos{(p  +  d), 
[t]  =  k  sin  (p  ,         \  y  =  l  sin  {(p  +  ö)  • 

Alsdann  repräsentirt  (p  den  variablenWinkel,  unter  welchem  die 
durch  die  Pendelaxe  z  und  den  Schwerpunkt  a  gehende  Ebene 
gegen  dieVerticalebene  zx  geneigt  ist.  Andererseits  aber  werden 
X  und  l,  d  Constanlen  sein;  und  zwar  bezeichnen  l  und  {  die 
senkrechten  Abstände  der  Punkte  a  und  m  von  der  Pendelaxe. 
Substituirt  man  die  Werthe  (6.)  in  (5.],  ^0* folgt  sofort: 

(Z'^^)  -^  =  -  ^9^  sin  (p  , 

d.  L 

iffx  d}q>  Mal   . 

(7.)  -^J  =  --^sm9, 

WO  alsdann  M  =  J^  m  J}  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in 

Bezug  auf  die  Pendelaxe  vorstellt. 

Bemerkung.  —  Wir  haben  hier  von  den  sechs  Gleichungen  (80 
nur  die  letxte  benutzt.  Bringt  man  gleich^itig  auch  die  übrigen  in 
Avwendong,  so  ergeben  sieh  die  Werthe  jener  unbekannten  Kmfte 
X,,  y„  Z,  und  Xjt,  Y^y  Z„  welche  zuin  Festhalten  der  beiden  Punl^te 
4  und  2  erforderlich  sind. 

Wir  haben  hier  vorausgesetzt,  dass  zwei  bestimmte  Punkte 
\  und  2  des  pendelnden  Körpers  M  festgehalten  werden.  Fast 
in  genau  derselben  Weise  aber  lässt  sich  aus  den  LxPLACE'schen 
Differentialgleichungen  die  Formel  (7.)  auch  dann  ableiten^  wenn 
der  Körper  M  mit  einer  in  zwei  festen  Lagern  sich  drehenden 
cylindrischen  Axe  versehen  ist,  falls  man  nur  voraussetzt,  dass 
die  einander  berührenden  Flächentheile  des  Cyiinders  und  jener 
beiden  Lager  vollkommen  glatt  sind. 

In  der  That  wird  in  diesem  Fall  die  auf  irgend  einen  Punkt 
x^^y^j  z^  von  Seiten  des  festen  Lagers  ausgeübte  Widerstands- 
kraft X|,  F^,X  8^8^^  ^^^  CyUnderoberfläche  normal  sein.  Es 
wird  daher  die  in  diesem  Fall  in  der  Gleichung  (4.)  an  Stelle  der 
Glieder  (^^  j.^  _  y^  ^  j  ^  ^^j^  _  y^^^ 

auftretende  Summe 


1 
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wiederum  verschwinden,  falls  man  nur  die  j5-Axe  desOaordi- 
aatensystems  mit  der  geometrisclien  Axe  des  in  Rede  stehenden 
Cylinders  zusammenfallen  IXsst.  Denn  alsdann  wird  fttr  jed- 
weden Punkt  x^j  y^,  Zx  der  Cylinderoberfläche  und  fUr  die  auf 
denselben  ausgeübte  normale  Druckkraft  X^,  Y^J  Z^  die  Formel 
stattfinden:  „   ...  .  _   __  v  .  v  .  7 

Andere  Methode.  —  Man  kann  andererseits  zur  Ermittelung 
der  Bewegung  des  Pendels  auch  den  Satz  der  lebendigen  Kraft 
benutzen: 

(8.)  dT  =  J^ixdx+  Ydy  +  Zdz\, 

wo  alsdann  T  die  lebendige  Kraft  des  betrachteten  Körpers  be- 
zeichnet. Dabei  braucht  man,  zufolge  jenes  ISatzes  [vgl.  Art.  I, 
pag.  185],  von  den  auf  die  einzelnen  Körpertheilchen  m(x,  y,  1) 
einwirkenden  Kräften  X,  Y,  Z  nur  diejenigen  zu  bertlcksichtigeB, 
welche  nach  Absonderung  der  Cohäsions-  und  Widerstandskräfte 
noch  tlbrigbleiben,  also  nur  diejenigen  Kräfte  zu  berücksichtigen, 
welche  von  der  Schwere  herrühren.  Der  EinOuss  dieser  letzteren 
Kräfte  ist  aber  (Satz  pag.  68)  von  genau  derselben  Art,  als  wäre 
die  ganze  Masse  des  Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  a  (§,  i;,  t) 
vereinigt.  Demgemäss  reducirt  sich  die  Formel  (8.),  unter  An- 
wendung der  Bezeichnungen  (<.),  auf: 

(9.)  dr  =  (J/j  cos  a)  d|  +  (Mg  cos  fi)  dr^  +  (Mg  cos  y)  dl . 

Lässt  man  jetzt,  ebenso  wie  vorhin,  die  x-Axe  vertical  nach  unten 
laufen,  und  die  2; -Axe  mit  der  Pendelaxe  zusammenfallen, 
mithin  a  =  0,  und  ß  =  y  z=z  90^  werden,  so  folgt; 

(10.)  dT=MgdS, 

oder,  falls  man  für  g  den  Werth  (6.)  und  für  T  den  Werth  (17.) 
pag.  65  substituirt: 

d.  i. 

was  mit  (7.)  übereinstin)mt. 


Grundzüge  der  analthschrn  Mechanik.  Art.  II.  71 

Britto  Methode.  —  Man  kann  schliesslich  zur  LMong  der 
gestellten  Aufgabe  anch  den  HAMiLTon'schen  Satz,  oder  vielmehr 
die  aus  diesem  sich  ergebende  LA<»ANGB'sche  Diflerentialgleichting 
[Art.  I,  pag.  4  87] : 

^"•^     dt  ay'      hcp  "^ ^r htp^^  h(p^^^} 

benutzen.  Dabei  ist  hinsichtlich  der  Kräfte  A\  7,  Z  genau  das* 
selbe  zu  sagen,  was  vorhin  [beim  Uebergange  von  (8.)  w.  (9.)] 
bemerkt  wurde ;  so  dass  man  also  mit  Rücksicht  auf  (4  •)  zu 
folgender  Formel  gelangt: 

Lässt  man  jetzt  die  ovAxe  vertical  nach  unten  laufen,  und  die 
js*Axe  mit  der  Pendelaxe  zusammenfallen,  mithin  a  =^  0,  und 
/J?  =  y  =  90°  werden,  so  folgt: 

^       ^  dt  bfp  b(p  ^  b(p  ^ 

oder,  falls  man  für  f  den  Werth  (6.)  und  für  T  den  Werth  (1 7.) 
pag.  65  substituirt: 

My"  =  —  Mgl  sin  (p  , 
d.  u 

(15.)  ^^,  --    ^    smgp, 

was  mit  (7.)  und  (1 1 .)  übereinstimmt. 


§33. 

lieber  die  Bewe^ng  eines  aus  fiwei  gegei  eiaaader  drehtauren 
KSrpem  ZRsammeagesetzteR  Pendels. 

Der  pendelnde  Körper  M  sei  vusammengesetst  aus  zwei 
Körpern  SR  und  nt,  von  denen  der  erstere  mit  einem  in  zwei 
festen*)  Lagern  drehbaren  Cylinder  AB  versehen  ist,  während 
beide  Ki^rper  unter  einander  durch  einen  zweiten  Cylinder  aß 
verbunden  sind.  Dieser  Cylinder  aß  soll  ha  ÜJi  fest  eingefügt 
gedacht  werden,  andererseits  soll  nt  um  denselben  (nach  Art 


4)  Man  vgl.  dea  Anfang  des  vorbergehenden  Paragraphs. 
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eines  Bades)  drehbar^),  und  su  Anfang  um  denselben  in  iigend 
welche  BotationsgeschwindigkeU  versetot  worden  sein«  Dabei 
sei  sogleich  bemerkt,  d«3S  wir  die  geouetrisdien  Axen  der  beiden 
Cylinder  AB  und  aß  ebenfalls  mit  AB  und  aß  bezeichnen 
werden,  und  dass  wir  völlig  dahingestellt  sein  lassen,  ob  diese 
beiden  Linien  AB  und  o/?  in  derselben  Ebene  liegen,  oder  nicht 
Ihr  constanter  Neigungswinkel  mag  mit  x  bezeichnet,  und  ^4  j9  (die 
eigentliche  Pendelaxe)  horizontal  gedacht  werden. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Bewegung  des  Systems 
ÜDl,  m  unter  dem  Ehiflnss  der  Schwere  nfiher  zu  untersuchen, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  Reibung  stattfindet,  dass 
mithin  die  in  jenen  Axen  AB  und  aß  einander  berührenden 
Flächen  voltkommen  glatt  sind.  Auch  mag,  der  Einfachheit  willen, 
vorausgesetzt  sein,  dass  der  Körper  m  ein  Umdrehungskörper  ist. 
und  dass  die  Axe  aß  identisch  sei  mit  der  geometrischen  Axe 
dieses  Umdrehnngskörpers.  Der  Mc^senmütelpunkt  a  des  Systems 
9K,  m  wird  alsdann,  während  mxxmaß  rotirt,  mit  Bezug  auf  9R 
stets  ein  und  dieselbe  relative  Lage  behalten,  mithin  als  ein 
Punkt  anzusehen  sein,  der  mit  der  Masse  des  Körpers  SDt  starr 
verbunden  ist. 

Die  augenblickliche  Position  des  Systems  ^,  m  hängt  offen- 
bar nur  von  zwei  Argumenten  ab,  nämlich  von  den  den  Axen 
A  B  und  aß  entsprechenden  Drehungswinkeln  (p  und  r.  Dabei 
mag  cp  eingeschlossen  gedacht  werden  von  der  mit  90^  verbundenen 
Ebene  ABa  und  von  der  durch  AB  gehenden  Verticalebene. 
Andererseits  mag  r  gelegen  sein  zwischen  zwei  durch  aß  gehenden 
Ebenen,  von  denen  die  eine  mit  SD2,  die  andere  mit  in  ver- 
bunden ist. 

Für  die  Bewegung  des  Systems  9K,  m  gelten  nun,  falls  man 
seine  lebendige  Kraft  mit  T  bezeichnet,  die  LAGRANGz'schen 
Diflferentialgleichungen  [Art.  I,  pag.  \  87] : 

^      dt  hip        h(p       ^^\    hq>  bq>  ^g>l 

^    '      dt  ii'        hz        ^\     ir  ^       ör  ^      hrj 


4)  Es  soll  also  in  mit  SR  in  derselben  Weise  verbunden  sein,  wie  frttlier, 
pag.  S7,  Jf,  mit  Jf,  Terbonden  war.   Vgl.  die  Flgnr  pag.  74. 


Grundzüge  der  analytischen  Mechanik.   Art.  II.  73 

Dabei  braucht  man,  was  die  auf  die  einzelnen  Elemente  m(x,  y,  z) 
des  Systems  einwirkenden  Kräfte  X,  Yj  2  betrifft,  nur  diejenigen 
zu  berttcksiohtigen,  welche  nach  Absonderung  der  Gohäsions-  und 
Widerstandskräfte  noch  ttbrig  bleiben,  also  nur  diejenigen  zu 
berücksichtigen,  welche  von  der  Schwere  herrtthren.  Denkt 
man  sich  also  die  x-Axe  verticcU  nach  unten  gerichtet,  so  reducirt 
sich  z.  B.  die  rechte  Seite  der  Formel  {\ .)  auf 

vio  1/  =  9K  +  m  die  Gesammtmasse  des  Systems ,  und  $  die 
ar-Coordinate  des  schon  vorhin  genannten  Massenmittelpunktes  o 
vorstellt.  Diese  Coordinate  ^  ist  aber,  wie  aus  der  Definition 
des  Winkels  q>  folgt,  =  X  cos  (jo,  wo  l  den  senkrechten  Abstand 
des  Punktes  er  von  der  Axe  AB  bezeichnet.  Demgemäss  ergiebt 
sich  für  die  rechte  Seite  der  Formel  (\ .)  der  Werth : 

g  r —  {MX  cos  y)  =  —  gMX  sin  rp  . 

Desgleichen  ergiebt  sich  fttr  die  rechte  Seite  der  Formel  (2.) 
folgender  Werth: 

g  —  {MX  cos  y)  =  0  ; 
so  dass  also  jene  Gleichungen  (4.),  (2.)  die  Gestalt  gewinnen: 

(^•^  dtW'^^^^^"''^' 

(^•^  dtw     VF-^' 

Bezeichnet  man  die  lebendigen  Kräfte  der  beiden  Körper 
3)2  und  nt,  einzeln  genommen,  mit  Z  und  t,  setzt  man  also : 

(5.)  r  =  a:  +  t, 

so  ist  [nach  (4  7.)  pag.  65] : 

(6.)  2I  =  g»iÄ9'S 

wo  WIab  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  3R  in  Bezog  auf  die 
Pendelaxe  AB  vorstellt.  Andererseits  ist  [nach  (13.),  (44«) 
pag.  64.] : 

(7.)  2 1  =  m  F«  +  m^ßj  +  m^ill  +  w,ß* . 
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Hier  bezeichnet  m  die  Gesammtmasse  des  Körpers  nt,  und  V  die 
augenblickliche  Geschwindigkeit  seines  Massenmittdpunkies  s ; 
so  dass  also  dieses  V  den  Werth  besitzt : 

(a.)  V^lq>', 

wo  l  den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  $  von  der  Axe  AB 
vorstellt  [vgl.  die  folgende  Figur],  Ferner  bezeichnen  1,  2,  3 
die  vom  Punkte  s  ausgehenden  Hauptträgheitsaxen  des  Körpers  m; 
so  dass  also  die  Axe  \  als  identisch  angesehen  werden  kann 
mit  aß.    Femer  bezeichnen  m^,  tri,,  m,  die  den  Axen  ^,  2,  3 


entsprechenden  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  m ;  so  dass 
also  tn,  =  nt,  ist.  Endlich  sind  unter  fi^,  Q^,  £i^  folgende  Aus- 
drücke zu  verstehen : 

iß.)  ßt  =  f!Pt9>'  +  ^,^, 

dabei  repräsentiren  9>|,  <jP,,  (p^  und  t^,  t,,  t,  die  Richtungscosinas 
der  Axen  AB  und  aß  in  Bezug  auf  die  Axen  4,  2,  3;  so  dass 
also  2.  B.  ^^  ^  4    u,jd  ^^  ^  ^^  _  0 

ist.  Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus  (7.)  durch  Substitution 
der  Werthe  (a.),  {ß.)  die  Formel: 

(8.)    2 1  =  nt (Itpy  +  m,  (<p,fp'  +  t')?  +  m,{ip,<py  +  m,{ip,q>r , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(9.)  2t==[m/«+m,yJ+m,9)J+m,9>*]9)'*+2nt,f/),gpV+m,T*. 


^ 


Grgndzlge  der  analttmgbsn  Mechanik.  Art.  IL  Vi 

Der  Winkel  der  ^»Axe  AB  gegen  die  Axe  4  oder  aß  ist  der- 
selbe, den  wir  zti  Anfang  dieses  Panigraplis  mit  x  beseiohnet 
liaben.  Demgemäss  ist  4p^  ss:  cos  x,  Ueberdies  reprftsentirt  der 
in  (9.)  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ansdrack,  wie  man 
leicht  erkennt,  das  Trtigheitsmamant  nti^  des  Kttrpersm  in  Bezug 
auf  die  Axe  AB;  so  dass  man  also  diese  Formel  (9.)  auch  so 
schreiben  kann : 

(40.)         2t  =  vhabv'^  +  *^i  ^^^  ^  '  9^'^'  +  ^4^'*  • 

Nunmehr  folgt  aus  (5.)  durch  Substitution  der  Werthe  (6.) 
und  (40.): 

(44.)  2 r  =  (üJiiu  +  ttiijj)  9'»  +  Sm^  cos  X  .  yV  +  m^z* , 

oder  einfacher  geschrieben : 

(4  2.)  2  r=  My'*  +  2/t  cos  X  •  ^'t'  +  /iir'« . 

Von  den  hier  auftretenden  Gonstanten 

(42a.)  fA  —  ^AB  -{-  rtlAB    und    ]u  =  m^ 

repräsentirt  alsdann  die  erstere  das  Trägheitsmoment  des  ganzen 
Systems  J/  =  9)2  +  in  in  Bezug  auf  die  Pendelaxe  AB^  wahrend 
die  letztere  das  Trägheitsmoment  des.  UmdrehungskOrpers  m  in 
Bezug  auf  seine  geometrische  Axe  a  ß  bezeichnet. 

Durch  Substitution  des  Werthes  (42.)  erhalten  die  Differen- 
tialgleichungen (3.),  (4.)  die  Gestalt: 

(43.)  Mflp"  +  ]!i  oos  X  •  T^'  «=  -*  gMl  sin  tp  , 

(44.)  ^^-l-cosx  .  g)"  =  0  ; 

woraus,  durch  Elimination  von  r",  sich  ergiebt: 

(M  —  /e  cos*  x)  cp"  =  —  gMX  sin  cp  , 
d.  i. 

,ä^\  ^^P  9^^ 

Durch  diese  Gleichung  bestimmt  sich  q>  als  Function  der  Zeit.  Und 
solches  absolvirt  gedctchty  bestimM  sich  akdannf  mittelst  der  aus 
(44.)  entspringenden  Formel: 

(,6.)  ^  +  cosx^  =  Con8t., 

auch  T  als  Function  der  Zeit. 


1 
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Um  das  üauptresultat  unserer  Unt^saeliaiig  besser  Ober- 
sehensu  können,  wollen  wir  jetzt  das  gegebene  Pendel  if=SR+ni 
zum  zweiten  Mal  in  Schwingung  versetzen,  nachdem  wir  aber 
zuvor  die  beiden  Körper  Wl  und  m  siusamwwngebUkety  d.  h.  starr 
mit  einander  verbunden  haben.  Alsdann  erhalten  wir  fOr  dieses 
Pendel  nicht  mehr  die  Differentialgleiohtmg  (4  5.),  sondern  vid- 
mehr  [nach  (7.)  pag.  69]  die  einfachere  Gleichung: 

wo  sämmtiiche  Buchstaben  genau  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie 
in  (45.).  Demgemäss  gelangen  wir  durch  Yergleichung  dieser 
Formeln  (F.)  und  (15.)  zu  folgendem  Resultate: 

Denkt  man  sich  das  gegebene  Pendel  Jf  =  SR  +  m  su  wieder- 
holten Malen  in  Schwingung  versetzt,  einmal  unter  der  Voraus- 
Setzung,  dabs  die  beiden  Körper  SD2  und  m  zusammengelöthet  sind^ 
das  andere  Mal  unter  der  Voraussetzung jdass  m  um  die  Axe  aß 
drehbar,  und  zu  Anfang  um  diese  Axe  in  irgend  welche  RotaHonS" 
geschwindigkeit  versetzt  ist,  so  wird  das  Gesetz  der  Penddbewegung 
in  beiden  Fällen  denselben  Charakter  haben,  und  nur  einen 
Unterschied  darbieten  hinsichtlich  der  in  ihm  enthaltenen  Constanten. 

Genauer  ausgedrückt :  Geht  man  vom  ersten  zum  zweiten  Fall 
über,  so  wird  in  der  PendeWewegung  ein  Unterschied  eintreten  genau 
von  derselben  Art,  als  wäre  das  ursprüngliche  TYägheitsmomentIA 
des  Pendels  plötzlich  um  eine  gewisse  Constante  vermindert  worden. 
Diese  Constanie  ü^  s«t  jte  cos*  x,  wo  ^  das  Trägheitsmoment  des 
Umdrehungskörpers  m  in  Bezug  auf  seine  geometrische  Axe  aß, 
und  X  den  Neigungswinkel  dieser  Axe  gegen  die  Penddaxe  A  B 
vorstellt.    [Vgl.  die  Figur  pag.  74.] 

§24. 

lieber  die  Bewegnag  eines  Kreisels,  dessen  Spitze  festgehalten  wiri 

Wir  nehmen,  die  festgehaltene*)  Spitze  0  des  Kreisels  zum 

Anfangspunkt  eines  absolut  festen  Axensystems  (sc,  y,  z),  dessen 

x^k%e  vertical  nadt  oben  laufen  mag,  und  setzen,  was  die  Coor- 

dinaten  ^,  r],  ^  des  Schwerpunktes  a  des  Kreisels  betrifft: 

^  =  /  cos  ^  , 
(4 .)  t]  =  l  sin  &  cos  q)  , 
^  =  /  sin  ^  sin  qp  , 

4)  Man  vgl.  den  Anfang  des  §  12,  pag.*  66. 


Grcndzüge  der  anjklytischbn  Mechanik.  Art.  II. 
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TTO  l  die  constanie  Lange  der  Linie  Oa  vorstellt.  Alsdann  wird 
die  angenblicUiche  P^sitioti  des  Kreisel»  ikn  Räume  völlig  be* 
stimmt  sein  dureh  Angabe 
der  drei  ArgomeDte  g),  ^ 
und  T,  wo  T  den  Drehungs- 
Winkel  vorsteHt:  Es  soll 
nämlich  r  denjenigen  Win- 
kel bezeichnen,  unter  wel- 
chem eine  bestimmte  mit 
dem  Kreisel  verbondene 
und  durch  seine  geome- 
trische Axe  Oa  g^hewle 
Ebene  gegen  die  augen- 
blickliche Meridianebene 
aOx  (d.  i.  gegen  die  Ebene 
des  Winkels  d)  geneigt  ist. 

Um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  wollen  wir  die  Spitze  des 
Kreisels  als  eine  kleine  Kugel  ups  vorstellen,  welche 'eingelenkt 
ist  in  einö  auf  der  festen  Öorizontalebene  yjs  bei  0  sich  vor- 
findende kugelförmige  (resp.  halbkugelförmige)  Vertiefung,  und 
annehmen,  dass  die  daselbst  einander  berührenden  Flächentheite 
vollkommen  glatt  sind.  Auch  soll  der  Radius  der  genannten  kleinen 
Kugel  genau  ebenso  gross  sein,  wie  der  Radius  jener  kugelförmigen 
Vertiefung;  so  dass  also  der  mit  0  bezeichnete  Punkt  den  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt  dieser  beiden  Kugelfläcfaen  repräsentirt. 

Ebenso  wie  in  den  froher  betrachteten  Beispielen  werden 
alsdann  bei  den  LKUiAUGR^sohen  Gleichungen^  und  auch  beim 
Satz  der  lebendigen  Kraft  nur  die  vo&  der  Schwere  benuhrenden 
Kräfte  zu  berücbsichtigen  sein ;  so  dass  man  also,  mit  Hinblick 
auf  den  Satz  pag.  68 ,.  uod  mit  Rttcksichtuahme  auf  (4 .) ,  zu 
folgenden  Formieln  gelangt: 

^1 


(3.) 


d   iT 

bT 

dt  dgp' 

ii<p 

d  ar 

bT 

dt  »*'• 

hd' 

d   hT 

bT 

dt  br' 

br 

-  ^  =  -  ffif  ^  -  gMl  sin  d  , 


dT^  —  gMd^  ,  d.  i.  T+  gMl  cos  d-  ^  Const. , 
wo  rdie  lebendige  Kraft  des  Sjreisels,  und  Jf  seine  Masse  vorstellt. 
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Beseiohnet  man  die  vom  Schwerpunkte  a  ausgehenden  drei 
Hauptträgheitsaxen  des  Kreisels  mit  4  >  S,  3,  und  die  entspredien* 
den  Trägheitsmomente  mit  M^,  M^^  M^^  so  ist  die  lebendige 
Kraft  T  des  Kreisels  [Satz  (<  3.),  (4  4.)  pag.  64]  aosdrückbar  durch 
die  Formel: 

(3.)  2r  =  Jtf  P  +  Jf,  ßj  +  JfjßJ  +  M.Sil, 

wo  diefi's  die  Bedeutungen  haben: 

ii,  =  (p,(p' +  »,»'  + t,t' , 

(4.)  ß,  =  9>,9'  +  ^,*'  +  T,r', 

während  V  die  augenblickliche  Geschwindigkeit  des  Sdiwer- 
punktes  a  reprttsentirt.  Es  hal  mithin  V*,  wie  aus  (i .)  sich  er- 
giebt,  den  Wert: 

(5.)  K*  =  P(*'«  +  9)'*sin«;>)  . 

Was  die  Formeln  (4.)  betrifft,  so  reprSsentiren  9)^,  ^,,  f^ 
die  Cosinus  der  Winkel,  unter  welchen  die  fp-Axe  gegen  die 
Hauptträgheitsaxen  4 ,  2,  3  geneigt  ist.  Und  zwar  ist  dabei  unter 
dieser  ^-Axe  diejenige  Axe  zu  verstehen,  um  welche  der  be- 
trachtete Körper  M  sich  drehen  würde,  falls  man  die  beiden 
andern  Argumente  ^  und  %  constant  erhalten  wollte.  Hieraus 
folgt,  dass  diese  9)-Axe  identisch  ist  mit  der  Linie  Ox  [vgl  die 
Figur],  d.  i.  mit  der  cc-Axe.  Demgemäss  ei^eben  sich  fQr 
9ij  V%3  9z  ^^®  Werthe: 

y^  =  cos  ^  ,        9t  ==  —  sin  d  ,        y,  s=  0  , 

falls  man  nflmlich  zur  Axe  I  die  geometrische  Axe  Oo  erwählt, 
andererseits  zur  Axe  i  diejenige  nimmt,  welche  in  der  Veridian- 
ebene  (d.  i.  in  der  Ebene  des  Winkels  &)  liegt.  Vgl.  die  Figor. 
Ferner  ist  die  «^Axe  diejenige,  um  welche  der  KOrper  sidi 
drehen  wtirde,  falls  man  die  Argumente  q>  und  r  constant  er- 
halten wollte.  Es  ist  also  diese  ^-Axe  nichts  Anderes,  als  die 
in  0  auf  der  Meridianebene  (d.  i.  auf  der  Ebene  des  Winkels  ^) 
errichtete  Normale.  Hieraus  folgt : 

^4  =  0,        ^,  =  0  ,        ^,  =  4  . 

Endlich  ist  die  r-Axe  die  geometrische  Axe  des  Kreisels,  nämlich 
diejenige,  um  welche  die  Drehung  des  Körpers  erfolgen  wtirde, 
falls  man  q>  und  -3'  constant  erhalten  wollte.  Demgemäss  ergiebt 
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Die  Formeln  (4.)  gewinnen  somit  die  Gestalt: 

ii^  =  +  q>'  cos  ^  +  r  , 
(6.)  ß,  =  —  y'  sin  &  , 

Substituirt  man  aber  jetzt  die  Werthe  (5.),  (6.)  in  (3.)  und  be- 
achtet man  dabei,  dass  M^  =  M^  ist,  so  ergiebt  sich: 

Sr=lf/«(*'«+y'*sin«*)+Jf,(y'co8*+0*+*i(?>'*«*n**+*'*), 
d.  i. 

(7.)    9iT={MP+  M^)  (y*  +  9'«sin*;^)  +  Ä,(9'cos;^  +  0'. 

Da  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  der  drei  Unbekannten 
9),  ^,  T  als  Functionen  der  Zeit  handelt,  so  kann  man  eine  der 
vier  Gleichungen  (2.)  z.  B.  die  zweite  als  ttberflttssig  fortlassen. 
Die  ttbrigen  drei  Gleichungen  gewinnen,  weil  T  (7.)  von  (p\  r', 
nicht  aber  von  9),  t  selber  abhängt,  die  Gestalt: 

d7V^     '  •    ö^  =  Const., 

dtW=^^       ^•*-     ö7  =  ^"^''' 
und:       T  +  gMl  cos  ^  =  Const.  , 

oder,  falls  man  jetzt  für  7  den  Ausdruck  (7.)  wirklich  substituirt, 
folgende  Gestalt : 

(a.)  (MP-^M^)  q>'s\}a}&+M^cos»{(p'cos&+T')=Consi., 

iß*)  9)'cos^+T'=Const., 

Wir  wollen  nun,  was  den  Anfangszustand,  d.  i.  die  Werthe 
9>o,  ^0,  r^  und  9>o,  i^^,  t'^  betrifft,  festsetzen,  dass  9^  und  -9''^  gleich 
Null  sind,  dass  hingegen  t^  äusserst  gross  ist«  Mit  anderen 
Worten:  Wir  wollen  festsetzen,  d(nss  zu  Anfang  die  geometrische 
Axe  des  Kreißeis  in  Ruhe,  seine  Rotationsgeschwindigkeit  um  diese 
Axe  aber  ungemein  gross  gewesen  sein  soll.  Alsdann  geht 
z.  B.  die  rechte  Seite  der  aus  iß.)  sich  ergebenden  Gleichung 

5p'  cos  ^  +  T  =  y^  cos  v^o  +  «"i 

über  in  Tq'\  so  dass  man  erhttit: 

'»•)         .      S-*  +  s  =  <- 


^ 
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Mit  Rücksicht  hierauf  gewinnen  sodann  die  Gleichungen  (a.)  und 
iy.)  folgende  Gestalt: 

[MP  +  Jf  J  cp'  sin»  &=MX  (cos  »^  —  cos  ;^)  , 
[Ml^  +  M^)  1^'*  +  <p'*  sin*  &}=igMt  (cos^^o  —  cos  &)  . 

Schreibt  man  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  von  Neuem 
hin,  und  schreibt  man  sodann  auch  diejenige  Gleichung  hin, 
welche  aus  diesen  beiden  Gleichungen  durch  Elimination  von  q/ 
entsteht,  indem  man  dabei  jedesmal  [mittelst  der  in  (4 .]  ange- 
gebenen Relation:  §  =  l  cos  &]  die  Variable  ^  an  Stelle  von  ^ 
einführt,  so  erhdt  man  nach  elementarer  Rechnung  folgende 
beiden  Formeln: 


(9.) 


dtp  _      Myj      gp  —  g 
d(  —  Jlf /«  4-  Jfj  i»  -  I»  ' 


(^ «•)  (57)  =  MWTun (^ - ^'^ «^ -n-tA (I - iji . 

wo^o  den  Anfangs werth  von  |  repräsentirt,  während  iA  folgende 
Constante  bezeichnet: 

(11.)  2A  =  ~    ^'''' 


Durch  die  drei  Gleichungen  (8.),  (9.),  (40.)  bestimmen  sich  r,  q) 
und  das  an  Stelle  von  ^  eing^ührte  ^  als  Functionen  der  ZeiL 
Und  zwar  bestimmt  sich  f  aus  [i  0.),  sodann  q>  aus  (9,),  und  hierauf 
endlich  t  aus  (8.) . 

Bemerkung.  —  Zu  den  Gleichungen  (40.),  (9.);  (8.)  tritt  bei  Be- 
rechnung dejr  von  4er  Zeit  abhängenden  Functionen  ^,  <p,  t  Belbst- 
verständlich  noch  die  Anforderung  hinzu,  dass  diese  Functionen  die 
vorgeschriebenen  Anfangswerthe  ^q,  q}^,  Tq  besitzen  sollen.  Dcd 
Gleichungen  selber,  sowie  auch  dieser  Anforderung,  wird  aber  Ge- 
nüge geleistet,  falls  man  jenen  Functionen  |,  <Pf  t  für  jede  Mielriffe 
Zeit  (  die  Werthe  beilegt : 

(-^•l  I  =  ^0 »     9^  «*=  9o  >    T  «*  ^0  -f  »0  * ; 

wie  solches  aus  dem  blossen  Anblick  der  Gleichungen  (40.)i  (9.),  (&) 
sofort  hervorgeht.  Nun  waren  ^0,  qpo  oder  was  dasselbe  ist  ^,  f» 
beliebig  gegeben.  Mit  andern  Worten :  Die  Anfangslage  der  geo- 
metrischen Axe  des  Kreisels  war  eine  beliebig  gegebene,  also  z.  B. 
von  beliebiger  Neigung  gegen  die  Hprizontalebene.  Und  die  beiden 
ersten  der  Gleichungen  (^1.)  sagen  also  aus,  dass  die  geometrische 
Axe  des  Kreisels  in  dieser  beliebig  gegebenen  Anfangslage  /bri- 
dauemd  verharren  wird ;  —  was  offenbar  absurd  ist. 
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Dieses  Absurdum  kann  natürlich  nur  dadurch  entstanden  sein, 
dass  in  unsere  Betrachtungen  irgend  ein  Fehler  sich  eingeschlichen 
hat.  Und  dieser  Fehler  besteht  darin,  dass  wir  von  den  vier 
Gleichungen  (2.)  die  zweite  „als  überflüssig*'  fortliessen.  Zieht  man 
nttmltcb  diese  damals  fortgelassene  Gleichung  mit  in  Betracht,  so 
zeigt  sich  sofort,  dass  die  Werthe  (A.)  derselben  nicht  Genüge  leisten, 
dass  diese  Werthe  also  keinen  Anspruch  darauf  haben,  als  die  Losung 
des  hier  vorliegenden  mechanischen  Problems  angesehen  zu  werden. 

Um  die  Dinge  welter  aufzuklären,  diene  folgendes  einfache  Bei- 
spiel. Bewegt  sich  längs  der  vertical  nach  oben  gerichteten  x-Axe 
ein  materieller  Punkt  m  unter  dem  EInfluss  der  Schwere,  so  gilt  für 
die  Coordinate  x  dieses  Punktes  die  Differentialgleichung: 

(t/o  d?  =  -^- 

Bezeichnet  man  den  Anfangswertb  von  x  mit  x^,  und  nimmt  man  an, 
dass  der  Punkt  zu  Anfang  in  huhd  gewesen  ist,  so  folgt  aus  dieser 
Gleichung  in  bekannter  Weise : 


(")'- 


(V.)  I^^^l  =2flr(aro-a7). 

Wollte  man  nun  von  diesen  beiden  Gleichungen  (17.),  (F.)  die 
erste  „als  überflüssig'^  fortlassen,  so  würde  man  zu  dem  absurden 
Resultate  gelangen,  dass  x  fortdauernd  den  constanten  Werth  x^  bei- 
behält, dass  mithin  der  betrachtete  Punkt,  trotz  der  einwirkenden 
Schwere,  fortdauernd  in  Ruhe  bleib t. 

Man  kann  die  Gleichung  [\  0.)  anch  so  schreiben : 

(^  «•)  (t!)  =  -m^,  (^  -  ^-)  (^  - «)  (^  -  y)  =  z-® ' 

iTiro  f(^  als  Abbreviatur  dienen  soll  zur  Bezeichnung  der  rechten 
Seite,  während  a  und  y  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  (g«  _  /«)  _  g^  (^  _  |j  =  0 

repräsentiren.  Diese  Wurzeln  sind,  weil  die  Constante  A{\K .), 
ebenso  wie  rj ,  ungemein  gross  ist,  entwickelbar  nach  fallenden 

Potenzen  von  A^  und  bei  Vernachlässigung  von  [~\  folgender- 

massen  darstellbar : 


i*-?o 


2.1     ' 

Lässt  man  den  trivialen  Fall,  dass  die  Anfangslage  der  geo- 
metrischen Axe  des  Kreisels  genau  vertical  ist,  bei  Seite,  so 
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wird  /  (seiner  Definition  zufolge)  stets  >  ^^ ,  mithin  /*  —  " 
stets  ^  0  sein.  Aus  den  mit  der  ungemein  grossen  Constanten  ^4 
behafteten  Formeln  (43.)  folgt  somit,  dass  a  sehr  wenig  kleiner 
als  f 0 ,  und  dass  andererseits  y  sehr  gross  ist.  Trägt  man  also 
diese  Constanten  a,  /,  sowie  auch  die  Constanten  /,  ^^  auf  irgend 
einer  Axe,  welche  die  ^-Axe  heissen  mag,  als  Abscissen  aaf,  so 
Entsteht  folgendes  Bild: 


Die  Constanten  a,  ^o?  /  ^^^^  ^^^^  zugleich  die  Wurzeln  des  in  (4  2.) 
angegebenen  Ausdrucks /*(^).  Demgemäss  wird  diese  Function/\^, 
welche  für  |  =  —  oo  negativ  ist,  in  jedem  der  drei  Punkte 
er,  ^Q,  y  ihr  Vorzeichen  wechseln,  der  Art,  dass  sie  links  von  a 
negativ,  zwischen  a  und  ^^  positiv,  zwischen  ^^  und  y  negativ, 
und  sodann  rechts  von  y  wieder  positiv  ist.  Von  den  beiden 
positiven  Intervallen  a^^  und  yoo  [die  in  der  Figur  durch  be- 
sonders starke  Striche  hervorgehoben  sind]  kommt  das  letztere 
nicht  w^eiter  in  Betracht,  weil  die  Variable  |,  ihrer  geometrischen 
Bedeutung  zufolge,  stets  ^  /  bleibt,  in  jenes  Intervall  yoo  also 
niemals  hineingerathen  kann. 

Während  der  Bewegung  des  Kreisels  wird  nun  offenbar 

|-.-|  ,  also  nach  (12.)  auch  f{^  beständig  positiv  sein.   Mit  andern 

Worten :  Die  Variable  ^  wird,  während  der  Bewegung  des  Kreisels, 
nur  solche  Werthe  annehmen  können,  ftlr  welche  /"(!)  positiv  ist 
Und  es  wird  also  dieselbe,  weil  das  Intervall  yoo  nicht  in  Betracbl 
kommt,  während  der  in  Rede  stehenden  Bewegung  fortdaaernd 
im  Intervall  a|jj  bleiben.  Ueberdies  wird  ein  Uebergehen  der 
Variablen  ^  vom  Wachsen  zum  Abnehmen,  oder  umgekehrt  vom 
Abnehmen  zum  Wachsen  nur  in  solchen  Augenblicken  mdglicb 

-TT  1    d.  i.  /*(!)  verschwindet,  also  nur  möglich 

sein  in  solchen  Augenblicken,  in  denen  die  auf  das  Intervall  al« 
beschränkte  Variable  §  einen  der  beiden  Endpunkte  dieses 
Intervalles  erreicht.  Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Resultate: 
Während  der  Bewegung  des  Kreisels  wird  sein  Schwerpunkte 
beständig  auf  einer  um  den  festen  Punkt  0  [vgl.  die  Figur  pag.  77) 
mit  dem  Radius  l  beschriebenen  Kugelfläche  bleiben,  und  auf  dieser 
Kugelfläche  hin  und  her  laufen  zwischen  zwei  einander  äusserst 
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nahen  HorixorUalebenen  ^  =  a  und  |  =  lo-  ^^^  ^^^^  dieser 
ihinkt  a  vom  Steigen  zum  Sinken  und  umgekehrt  vom  Sinken  zum 
Steigen  immer  nur  in  solchen  Augenblicken  übergehen  können^  in 
denen  er  eine  dieser  beiden  Horizontalebenen  erreicht.  Die  beiden 
Kreise^  in  denen  die  Kugelflache  von  den  in  Rede  stehenden  beiden 
Horizontalebenen  geschnitten  wird,  mögen  kurzweg  die  beiden 
Hauptkreise  heissen. 

Setzt  man,  um  die  YorstelluDg  zu  fixiren  voraus,  dass  die 
gegebene  äusserst  grosse  Constante  rj  positiv  ist,  so  wird  das 
Azimuth  q)  des  Punktes  a,  während  seines  Steigens  sowohl  wie 
auch  wahrend  seines  Sinkens,  beständig  im  Wachsen  begriffen 
sein.  Denn  es  sind  ^^  —  ^  und  /*  —  ^  stets  positiv,  und  es  ist 
daher,  mit  Rücksioht  auf  die  soeben  gemachte  Voraussetzung, 
die  rechte  Seite  der  Formel  (9.)  ebenfalls  stets  positiv. 

Um  die  noch  unbekannte  Bahn,  auf  welcher  der  Punkt  a 
zwischen  den  beiden  Hauptkreisen  ^  ==  a  und  |  ==  $o  hin  und 
her  geht,  näher  zu  untersuchen,  bedienen  wir  uns  der  beiden 
aus  (12.)  und  (9.)  entspringenden  Formeln: 


(14.)    dt  =  ey''^'  +  ''*  '^ 


^^9       V(^,  -  li  (I  -  er)  (y  -  I) 


VIo  -  ^  •  di 


^  {P-r)y{^-cc]  (y-D' 

wo  A  die  in  (11.)  eingeführte  Constante  vorstellt,  während 
€  =  +  4  oder  =  —  4  ist,  je  nachdem  der  Punkt  o  im  betrach- 
teten Augenblicke  im  Steigen  oder  im  Sinken  sich  befindet.  Sind 
(b>  (p)]  ^^^  (?  +  ^?j  ^jf  +  ^9^)  d»e  Positionen  des  Punktes  a 
auf  seiner  noch  unbekannten  Bahn  in  zwei  auf  einander  folgen- 
den Zeitaugenblicken  /  und  t  -}-  dt,  und  denkt  man  sich  auf  der 
Kugelfläche  durch  (^,  cp)  einen  Parallelkreis  gezogen  (d.  i.  einen 
Kreis,  der  mit  alF  seinen  Punkten  in  ein  und  derselben  Horizontal- 
ebene liegt),  so  wird  das  zwischen  jenen  beiden  Positionen  {^,(p) 
und  (?  +  d?,  9  +  d(jp)  gelegene  Bahnelement  gegen  diesen 
Parallelkreis  unter  einem  Winkel  lo  geneigt  sein,  für  welchen 
die  Formel  gilt : 

(16.)  *«-  =  /rir^4' 

6* 


1 
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wie  solches,  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Relation  ^= /  cos  ^^,  sich  leicht  ergiebt  Hieraus 
folgt  durch  Benutzung  der  Formel  (45.)  sofort: 

Demgemäss  erhält  man  also  für  alle  Bahnpunkte,  die  dasselbe 
§  haben,  auch  ein  und  denselben  Werth  von  tg  co,  abgesehen  vom 
Factor  ß  =  d=  4 ,  und  gelangt  daher  zu  folgendem  Satze: 

Die  auf  der  Kugelßäche  zwischen  den  beidefi  einander*  äusserst 
nahen  Hauptkreisen  |  ==  a  und  f  =  ^^  hin  und  hergehende 
Bahn  des  Punktes  o  besteht  aus  einzelnen  zu  einander  con^ 
gruenten,  respective  symmetrischen  Stückeny  deren  jedes 
vom  einen  Hauptkreise  zum  andern  reicht.  Und  zwar  wird  jedes 
solches  Bahnstück  tangential  sein  zum  untern  Hauptkreise 
^  =  a,  hingegen  orthogonal  sein  zum  obern  Hauptkreise 
f  =  §jj.  Denn  aus  (47.)  ergiebt  sich  w  =  0  für  §  =  a,  hin- 
gegen et;  =  90^  für  ^  =  ^Q.  Auch  erkennt  man  aus  (47.),  dass 
CO  von  ^  =  a  bis  ?  =  ^o  ^^  fortdauerndem  Wachsen  be- 
griffen ist. 

Wir  betrachten  irgend  ein  solches  Bahnstück  AB,  und 
stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Zeit  T  zu  berechnen,  welche  der 
Punkt  a  zur  Durchlaufung  desselben  braucht,  und  ebenso  auch 
den  Unterschied  O  der  Azimuthe  der  beiden  Punkte  A  und  B 
naher  zu  bestimmen.  Liegt,  wie  wir  annehmen  wollen,  A  auf 
dem  untern,  und  B  auf  dem  obern  Hauptkreise,  so  ynvd  der 
Punkt  a  bei  Durchlaufung  dieses  Bahnstückes  i4  ^  in  beständigem 
Steigen  begriffen  sein.  In  den  Formeln  (4  4.),  (45.)  wird  daher, 
während  dieser  Bewegung,  der  Factor  e  fortdauernd  =  +  4 
sein.    Demgemäss  erhält  man  aus  jenen  Formeln: 

M8)         r  =  l/?S5      /=^'  d^ 

(1,9.)    o  =  im   r!iiJ2;3=£l_. 

Zur  Berechnung  dieser  Integrale  mag  nun  an  Stelle  des 
von  a  nach  ^^  gehenden  Integrationsargumentes  ^  eine  neue 
Variable  w  eingeführt  werden  mittelst  der  Formeln: 


1 

— 

a 

— 

c  sin* 

w 

i4 

j 

1» 

— 

f 

c  cos* 

w 

i4 

j 

i\ 

?it 

2  c  sin  w  cos  w 

dw 
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(er.)  ^  —  a  =  (^^  —  a)  sin«  w  , 

iß')  lo  —  ^  =  (lo  —  «)  cos*  w  , 

(y-1  d|  =  2  (^^  —  of)  sin  w  cos  w  rfw  . 

Setzt  man  zur  augenblicklichen  Abkürzung : 

so  ist  nach  (4  3.] : 

^wodurch  die  Formeln  (a.),  (ß.),  (y.)  folgende  Gestalt  erhalten: 

(«7.) 

« 

Aus  [i],)  folgt  sofort : 

Und  diese  beiden  letzten  Formeln  sind,  mit  Rücksicht  auf  den 
in  (€.)  angegebenen  Werth  von  y,  auch  so  darstellbar: 

Substituirt  man  aber  die  Werthe  (C.),  (i;.),  (^.),  («.),  (x.) 
in  (18.),  (49.),  indem  man  dabei  die  höheren  Potenzen  des  sehr 

kleinen  Bruches  -z  vernachlässigt,  und  beachtet  man  [vgl.  (a.), 

(ß.]]j  dass  die  Integration  nach  der  neuen  Variablen  w  von  w  =  0 

TZ 

bis  w  =  -  auszuführen  ist,  so  erhält  man : 
2 
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iMg 


ViA 


<Z>  = 


oder,  falls  man  die  Integrationen  wirklich  ausführt,  und  für  c 
seine  eigentliche  Bedeutung  (J.)  substituirt: 


(20.) 


r   9  1/ 


+  3/, 


2,Mg  .  2.4  ' 


und    O  = 


Ttl 

4-4 


oder  mit  Rücksicht  auf  (44.): 


und     O  = 


Tri 
4.4 


Diese  mit  den  sehr  grossen  Nennern  rj  und  A  behafteten  For- 
meln (21.j  zeigen,  dass  T  und  O  sehr  klein  sind. 

Legt  man  also  durch  den  Punkt  B  einen  Meridian,  und  be- 
zeichnet man  das  zwischen  den  beiden  Hauptkreisen  ^  =  ^^ 
und  S  =  a  gelegene  Stück  dieses  Meridians  mit  BC,  so  wird 
nicht  allein  BC,  sondern  ebenso  auch  AC  äusserst  klein  sein. 
Uebrigens  ist  das  Verhflltniss  dieser  beiden  Liniensegmente  A  C 


und  CB  zu  einander  leicht  angebbar.  Bringt  man  nflmlich  auf 
das  kleine  Dreieck  ABC  die  allgemeine  Formel  (16.)  in  Anwen- 
dung, so  erhält  man : 

wo  i2  den  Winkel  BAC  bezeichnet.    Hieraus  folgt,  falls  man 
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ftlr  0  den  Werth  i21.),  und  für  (^q  —  a)  den  aus  der  ersten 
Pormel  ('13.)  entspringenden  Werth  substituirt: 

/e-^'^       /«_a«        2yl        TT/  ~  TT    /*  — a»' 

oder,  falls  man  für  a  den  Werth  (13.)  einsetzt,  und  nach  fallen- 
den Potenzen  von  A  entwickelt : 

^der,  falls  man,  wie  überall  bei  dieser  Untersuchung  geschehen 
ist,  die  Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigt: 

(22.)  »«^^I' 

Demgemdss  verhalten  sich  [vgl.  die  Figur]  die  beiden  Linien- 
segmente AC  und  CB  zu  einander  wie  7c  zu  2. 

Zerlegt  man  also  die  Zone  zwischen  den  beiden  einander 
äusserst  nahen  Hauptkreisen  durch  aufeinanderfolgende  Meridiane 
in  einzelne  Rechtecke,  der  Art,  dass  jedes  derselben  je  eines  der 
vorhin  besprochenen  Bahnstücke  in  sich  fasst,  so  wir^d  in  jedem 
solchen  Rechteck  die  horizontale  Seite  zu  der  auf  ihr  senkrechten 
Seile  sich, verhallen  wie  tv  zu  2. 

Es  sind  mithin  die  einzelnen  Bahnstücke  nicht  nur  ihrer  Höhe 
nach,  sondern  ebenso  auch  in  horizontaler  Erstreckung 
äusserst  klein,  Ueberdies  ist  die  Zeit  TliiX  binnen  welcher 
ein  solches  Bahnsiück  vom  Punkte  a  durchlaufen  wird,  äusserst 
kurz,'  Demgemäss  wird  die  Bewegung  des  Punktesa  zu  bezeichnen 
sein  als  eine  zwischen  den  beiden  Hauptkreisen  hin  und  her  gehende 
zitternde  Bewegung. 

Dahei  durfte  bemerkenswerth  sein,  dass  diese  Bewegung  von 
A ugenblicken  der  Ruhe  unterbrochen  ist,  die  in  sehr  kurzen,  einander 
gleichen  Zeitintervallen  auf  einander  folgen.  Ein  solcher  Augen- 
blick der  Ruhe  wird  nämlich  jedesmal  eintreten,  sobald  der  Punkt  a 
den  oberh  Hdupikreis  erreicht,  um  daselbst  die  Bewegungs- 
richtung CB  [v^.  die  Figur]  mit  der  entgegengesetzten  Richtung  BC 
zu  vertauschen. 

•Es -mag  mir- gestattet' sein  zu  bemerken,  dass  ich  die  in 
diesem  Paragraph  tlber  den  Kreisel  mitgetheilten  Untersuchungen 
der  Hauptsache  nach  schon  in  meiner  Vorlesung  vom  Winter 
1883|84  vorgetragen  habe.    Neu  hinzugetreten  sind  seit  jener 
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Zeit  nur  die  letzten  einfachen  Betrachtungen  auf  pag.  84, 85,  etc., 
deren  Ergebniss  mich  sehr  ttberraschte.  Zu  denselben  Resultaten 
ist  tlbrigens  auch  Hess  gelangt  in  seiner  sehr  umfangreichen 
und  schätzbaren  Arbeit  tlber  das  Gyroskop  vom  Jahre  4887 
(Mathem.  Annal.  Bd.  29,  pag.  563). 

Nachträgliche  BemerkangeR. 

Die  Methode,  deren  ich  mich,  Art.  I,  pag.  476,  177,  zur  Ab- 
leitung des  HAMiLTON^schen  Satzes  bedient  habe,  ist  im  Vergleich 
mit  den  früher  üblichen  indirecten  Methoden,  als  eine  ausser- 
ordentlich schöne  zu  bezeichnen.  Dieselbe  dürfte  von  Kirchhoff 
herrühren.  Vgl.  Eirchhofp^s  Vorles.  über  Math.  Physik ,  1 876, 
pag.  25—28. 

Die  sechs  Differentialgleichungen  Art.  I ,  pag.  1 66  bilden 
bekanntlich  die  Grundlage  der  von  Laplace  tlber  den  Schwer- 
punkt des  Weltsystems  und  über  die  invariable  Ebene  auf- 
gestellten Satze.  Demgemäss  habe  ich  mir  erlaubt,  diese 
Gleichungen  kurzweg  die  Laplace* sehen  Gleichungen  zu  nennen. 
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SITZUNG  VOM  23.  APRIL  1888. 

W.  G.  Hankel,  Das  elektrodynamische  Gesetz  ein  Punktgesetz. 
Mit  5  Figuren. 

Es  ist  bis  jetzt  das  elektrodynamische  Gesetz  als  in  seinem 
Wesen  gänzlich  verschieden  von  den  Gesetzen  der  Schwere  und 
der  ruhenden  Elektricität  aufgefasst  worden.  Man  hat  bei  der 
Bestimmung  der  Einwirkung  eines  Stromelementes  auf  ein 
anderes  von  Anfang  an  beide  Elemente  in  die  Rechnung  auf- 
genommen. Im  Folgenden  werde  ich  nun  zeigen,  dass  das 
elektrodynamische  Gesetz  in  gleicher  Weise  wie  das  Gesetz  der 
Schwere  und  der  ruhenden  Elektricität  als  ein  sogenanntes 
Punktgesetz  dargestellt  werden  kann. 

Ein  materieller  Körper  ändert  den  Zustand  des  ihn  um- 
gebenden physikalischen  Raumes  oder  räumlichen  Mittels  in  der 
Weise,  dass  ein  zweiter  an  einen  bestimmten  Ort  gebrachter 
Körper  eine  Anziehung  zum  ersteren,  in  deren  Betrag  dann  der 
zweite  Körper  mit  seiner  Masse  als  Factor  eingeht,  erfährt.  Be- 
zeichnet m  die  Masse  des  ersten  Körpers  und  r  den  Abstand  des 
betrachteten  Punktes,  so  wird  die  Aenderung  des  Zustandes  in 

diesem  Punkte  durch  -^  ausgedrückt.    In  gleicher  Weise  kann 

man  bei  der  Wirkung  des  Elementes  ds'  eines  geschlossenen 
Stromes  auf  ein  anderes  Stromelement  ds  zunächst  die  Aenderung 
in  dem  Zustande  des  um  ds'  liegenden  Raumes  berechnen,  und 
dann  erst  das  Element  d$  an  den  betreffenden  Ort  legen.  Ist 
ds'  die  Länge  des  Elementes,  i'  die  Intensität  des  in  ihm 
fliessenden  Stromes,  r  der  Abstand  des  betrachteten  Punktes 
von  ds'  und  0'  der  Winkel,  welchen  r  mit  dem  Element  ds' 

i'  ds'  sin  0' 
bildet,  so  tritt  in  jenem  Punkte  eine  mit ^ proportio- 
nale Aenderung  ein.    Wird  nun  das  Element  ds^  dessen  Inten- 
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sität  i  ist,  und  welches  mit  der  durch  r  und  ds'  gelegten  Ebene 
einen  Winkel  ip  bilden  möge,  in  den  betreffenden  Punkt  ge- 
bracht, so  tritt  es  mit  dem  Betrage  von  ids  cos  ip  als  Factor  zu 
dem  vorstehenden  Ausdrucke  hinzu.  Es  bleibt  dann  nur  noch 
die  Richtung  zu  bestimmen,  nach  welcher  der  Antrieb  zur  Be- 
wegung des  Elementes  ds  erfolgt,  ich  werde  im  Speciellen  die 
physikalischen  Vorgänge  bei  dieser  Einwirkung  nachweisen  und 
aus  denselben  die  Richtung  der  auftretenden  Kraft  herleiten. 

Um  eine  klare  Einsicht  in  die  elektrodynamischen  Vorgänge 
zu  erleichtem,  halte  ich  es  für  zweckmässig,  von  der  gewöhn- 
lichen Form  des  AMPftRE^schen  Gesetzes  auszugehen. 

§<• 

Geleitet  von  dem  Bestreben,  dem  für  die  Wirkung  in  die 
Feme  aufgestellten  Gmndsatze,  dass  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung stets  einander  gleich  und  nur  entgegengesetzt  gerichtet 
sein  sollen,  zu  gentigen,  gelangt  Ampere  ^)  in  Betreff  der  Wirkung 
zweier  Stromelemente  ds  und  ds'  mit  den  Stromintensitäten  i 
und  i'  zu  dem  bekannten  Gesetze 

i  i'  ds  ds'  ,  ^         r-i        /^'x 
z (cos  €  —  -  cos  0  cos  0 )  , 

worin  r  den  Abstand  der  beiden  Elemente,  e  den  Winkel 
zwischen  den  Richtungen  von  ds  und  ds',  ©  den  Winkel 
zwischen  r  und  ds  und  schliesslich  0'  den  Winkel  zwischen  r 
und  ds'  bedeutet.  Die  Wirkung  erfolgt  in  der  Richtung  der 
Verbindungslinie  r,  d.  h.  von  ds'  nach  ds. 

Als  Ampere  nach  diesem  Gesetze  die  Componenten  der 
Wirkung  eines  geschlossenen  Stromes  auf  ein  Element  berech- 
nete*), erschienen  in  den  Integralen  zwei  Glieder,  von  denen  bei 
Ausdehnung  der  Integration  über  den  geschlossenen  Stromlauf 
das  eine  wegfiel  und  also  nur  das  andere  übrig  blieb. 

§  2. 
Im  weiteren  Verlaufe  seiner  Abhandlung  kommt  AnpfexE 
nochmals  auf  dieses  Integral  zurück']  und  berechnet  aus  dem 


4)  Theorie  des  ph^nomänes  ölectrodynamiques.  Paris,  4826. 
i)  A.B.  0.  S.  41  f. 
8]  Ebd.  S.  185. 
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nicht  wegfallenden  Theile  die  Wirkung  zweier  Elemente.    Er 
findet  für  dieselbe  den  Werth 

i  i'  ds  ds'  sin  ©'  cos  ifj 

^wo  xp  den  Winkel  bedeutet,  welchen  das  Element  ds  mit  der 
durch  r  und  das  Element  ds'  gelegten  Ebene  bildet. 

Auf  kttrzerem  Wege  erhält  man  dieses  Gesetz,  wenn  man 
von  dem  durch  Ampere  *)  aufgestellten  Ausdruck 

iii'     d*VF   ,     ,  , 

•  -. 7  ds  ds 

yT"     dsds 

ausgeht. 

Es  wird  die  Herleitung  wesentlich  erleichtem,  wenn  ich 
zuvor  die  im  Folgenden  gebrauchten  Bezeichnungen,  soweit  sie 
nicht  schon  zuvor  erläutert  sind,  und  eine  Reihe  von  auftretenden 
Ausdrücken  zusammenstelle. 

Es  seien  x,  y,  z  die  Goordinaten  des  Elementes  ds  , 

x\  y\  js!  die  Goordinaten  des  Elementes  d  s' , 

also 

r«  =  (OJ  -  xy  +{y^  yr  +  (^  -  V)«  , 

a  ,  6  ,  c  die  Winkel,  welche  r  mit  den  drei  Goordinatenaxen, 
a  ,  ß  ,  y  dieWlnkeljWelchedasElementdsmitdenselbenAxenund 
er',  /?',  y  die  Winkel,  welche  das  Element  ds'  mit  ihnen  bildet. 
Ferner  wird 

-—  =  COS  0 ,    -7-7  =  —  cos  0  , 
ds  ^    ds  ' 

dr  dr  ,        dr 

T-  =  COS  a  ,     -7-  =  cos  0  ,    -7-  =  cos  c  , 

dx  dy  ^     dz 

d*r    j,dr    dr idxdx'      dydy'      dzdz'\ ^ 

^  dsds'  '^Ts'ds'~~'\ds'd7'^Ts'ds''^ds  d?)""""^^^*' 

d^r     ,    dr    dr  dx'  , 


i)  S.  480. 


1 
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dVr  4     dr  i 

= :=  -7-  =  -=  COS  O  , 


ds        2Vr  ds       iYr 
dVr  \      dr  \ 


cos  a  ,    u.  s.  w< 


und 


da?       21/r  rfa?       2v7 

d^Vr"  _     4      /     cPr         i  dr  dr\ 
dsds'      ärVr  \  dsds        i  ds  ds'J 

k  3 

= :=  (—  cos  €  +-^  cos  0  cos  &) 

2ryr  ^  2  ^ 

d^Vr  _      1       /      d*r     __  j^  dr  dr\ 
dx  ds'      2?-yF  \   dx  ds        %  dx  ds') 

4  3 

= -^  { —  cos  cf'  +  ^  cos  a  cos  0'}  . 

2  1 1 '     d*  "/r 
Da  die  durch  das  Gesetz      -^   •  ;j — 7-7,  d«  ds'  ausgedrückte 

YT         ds  (IS  ' 

Kraft  in  der  Richtung  von  r  liegt,  so  erhält  man  die  Gompo- 
nenten  nach  den  Goordinatenaxen  durch  Multiplication  mit 
cos  üy  cos  6  und  cos  c .    Es  wird  also 

_,       2m'     d^Vr    .     .  , 
X  =  — =-  •  3 — r-i  ds  ds  cos  a 
Yr      ds ds 

oder 

A  =  4 1  dÄ  t  ds  — r —  •   ,     ,  ,  • 

dx      dsds 

Man  hat  aber  identisch 

dVr      d*>9        d  /dVr      dyr\       dVr      d^VT 


r  _  d  /dV7     dVri 
?'       ds'  \  dx        ds  I 


dx      dsds'      ds'\  dx        ds  /         ds      dx  ds' 

Addirt  man  auf  beiden  Seiten  nochmals  den  Ausdruck 

dV7     d^V^  ., 

7  ,  so  wird 


dx      ds 

dVF  dn^ 

ds     dxds' 


^dVr     d^Vr        d  IdVr    dVr\  ,    dVr     d^Vr 

2 .  := I .  1  J . — 

dx     dsds'      ds'\  dx       ds  /        dx     dsds 
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Hiernach  erhält  man 

Lds' \  dx       ds  I       dx    dsds'        ds      dxdsj 

Wird  über  den  geschlossenen  Kreis,  zu  welchem  das  Ele- 
ment ds'  gehört,  integrirt,  so  fallt  der  erste  Ausdruck  weg  und 
es  bleibt  dann  nur 

X^iii'dsds'l—'^^-  —  '^^] 

\  dx     ds  ds'        ds     dxds'J  ' 

oder  nach  Einsetzung  der  oben  angegebenen  Werthe : 

„         ii'dsds'  f  ,  t     ^  r^  nf\ 

X  =  — s— ö —  (cos  a  ( —  cos  6  -4-  7;  cos  0  cos  0 )  — 

3 
—  cos  ©  ( —  cos  a'  -\"^co%  a  cos  0')) , 

„       ii'dsds'  f  ,  i-i  n  n 

-*  =  — ^r-5 —  ( —  cos  e  cos  a  +  cos  0  cos  a  )  *) 

und  dementsprechend 

i  i'  d  s  ds' 
Y  =  — ^-| —  (—  cos  fi  cos  6  +  cos  0  cos  ß'}  , 

„       ii'dsds'  f  ,  /-^  o 

Z  =  — ^-j —  { —  cos  6  cos  c  +  cos  0  cos  7  }  . 


1  ]  Die  Componente  X  geht,  wie  oben  gezeigt,  direct  über  in 

X=  4td«t'd«'^--^^^     oder 

dx      dsds' 

Ids'  \  dx        ds  I         ds      dx  ds'l 

Bei  der  Integration  über  den  geschlossenen  Umlauf,  zu  weichem  das  Ele- 
ment ds'  gehört,  föllt  das  erste  Glied  des  letzten  Ausdruckes  weg  und  es 
bleibt  übrig 

ii'dsds'         3 


X'  = . 2 —  ( —  -  cos  ß  cos  0'  cos  a  -f-  cos  B  cos  «'}     nebst 


ii'dsds'        8 
Y'  = -j (—  --  cos  S  cos  9'  cos  6  H-  cos  ö  cos  ß*)    und 

_,       ii'dsds'  ,     B         _         ^  ,  -.  -^ 

Z'  s= -5 (—  -  cos  9  cos  Ö*  cos  c  H-  cos  9  cos  /)  , 

wenn  zur  Unterscheidung  die  Componenten  mit  Accenten  versehen  werden. 
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Vereinigen  wir  die  ersten  und  die  zweiten  GUeder  ge- 
sondert zu  einer  Resultirenden,  so  erhalten  wir  zwei  Kräfte,  von 
denen  die  eine  proportional   cos  e  in  der  entgegengesetzten 


Aus  den  obigen  Gleichungen  für  X,  Y,  Z  und  X',   y,  Z'  ergeben 
sich  sofort  die  Potentiale  zweier   geschlossener  Ströme.      Da  nämlich 

a  dl 

r  4  r  4 

—z —  = B  COS  a  und  -r—  =  —  -5  cos  ß,  so  lassen  sich  die  Glelchongen 

dx  r  ds  T* 

für  die  Componenten  auch  schreiben 

4  .4 


X  =  itf'd*dy 
2 


Y=:^ii'dsds' 

2 


\-T—  cos  8 T—  cos  C'  I  , 

\dx  ds  I 


4  .4 


4  /dj.  di  \ 

=  -  ti'd^ds'l-^—  cos« -r—  cosy'l , 

2  \dz  ds        *  I 


4  .4 


4  .4 


/g^-  d-         \ 

und  ebenso    X'  =  •  •'  d*  d 5'  I  -  -—  cos  S  cos  ©' r—  cos  a'  1 , 

\2  dx  ds  I 

/    di  di  \ 

Z'  =  <iid»d»'l--j^cos»co8  ö'— ^cos/l , 

\S  da  ds        '  I 

Bei  der  Integration  liber  den  geschlossenen  Kreis,  zu  welchem  das  Ele- 

di  di  di 

T  T  T 

ment  ds  gehört,  fallen  die  Glieder  -r—  cos  er',  ——  cos  Ä',  -7—  cos  y  weg, 

ds  ds  ds 

and  es  ergiebt  sich  dann,  wenn  die  Vorzeichen  entgegengesetzt  genommen 
werden,  für  den  ersten  Fall  das  Potential 


n  ^  "f  erbose  ,     .  , 


und  für  den  zweiten  Fall 


i>r  8  ..,/•/•  cosöcos^,     ,, 


1 
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Richtung  von  r,  und  die  zweite  proportional  cos  G  in  der  Rich- 
tung des  Elementes  ds'  wirkt*). 
Es  ist  nun 

cos  €  =  cos  a  cos  a'  +  cos  ß  cos  ß'  +  cos  y  cos  /  und 

cos  ©  =  cos  a  cos  a  +  cos  b  cos  ß  +  cos  c  cos  y  . 

Die  diesen  beiden  Ausdrücken  proportionalen  Kräfte  sind  zu 
einer  Gesammtresultirenden  zu  vereinigen.  Beide  liegen  in  der 
Ebene  (r,  ds')  und  bilden  mit  einander  den  Winkel  (480°  —  ©'). 
Ihre  Resultirende  liegt  daher  ebenfalls  in  der  Ebene  (r,  ds'). 

§3. 

Wenn  wir  die  Resultirende  aus  den  drei  Componenten 
X,  y,  Z  berechnen  wollen ,  so  geschieht  dies  am  einfachsten  auf 
folgendem  Wege.  Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen, 
kann  man  den  Anfang  der  Goordinaten  in  das  Element  ds'  und 
die  Ebene  XF so  legen,  dass  das  Element  ds'  in  dieselbe  fällt 
und  die  Axe  X  durch  die  Mitte  des  Elementes  ds  geht. 


i)  Mein  verehrter  College,  Herr  Ppof.  Nevhank,  sagt  in  der  Vorrede 
S.  vni  zu  seinem  Werke  über  die  elektrischen  Krtffte  I.  Thl.,  4  873 :  „Diese 
Voraussetzungen  führen,  weil  in  ihnen  die  von  AHPiRE  selber  gemachten 
Voraussetzungen  mit  enthalten  sind,  nothwendig  zum AMPERs'schen Gesetz; 
andererseits  aber  führen  sie  auch  zu  einer  bestimmten  Form  des  noch 
fehlenden  Gesetzes,  nMmlich  zu  folgendem  Ergebniss; 

Die  resultirende  Form  des  elektromotorischen  Elementargesetzes.  — 
Die  elektromotorische  Kraft  Edt,  welche  ein  Stromelement  i'ds'  in 
irgend  einem  Punkte  m  eines  gegebenen  Conductors  während  der 
Zeit  dt  hervorbringt,  ist  zerlegbar  in  zwei  Kröfte 

erstere  gerechnet  in  der  Richtung  r{ds'^ — ►  m),  letztere  gerechnet 
in  der  Richtung  t'.^ 

Die  Differentiation  in  diesen  Ausdrücken  bezieht  sich  auf  die  Zeit,  von 
welcher  die  Lage  der  Elemente  abhängt.  Nimmt  man  t'  constant  und  die 
Lage  von  ds'  fest,  so  dass  allein  das  in  m  befindliche  Element  ds  mit/  ver- 
änderlich ist,  so  erbtflt  man  für  die  vorstehenden  Ausdrücke  die  Werthe 

A^dsi'ds'cosa       _.    A^dsi'ds'  cos  e 
p und    -^ 

Setzt  man  die  Constante  A*  =^  —  1,  so  sind  dies  dieselben  Ausdrücke,  wie 

z 

sie  oben  für  die  ponderomotorische  Wirkung  anjzegeben  würden,  und  die 
durch  sie  dargestellten  Krfifte  haben  auch  dieselbe  Richtung  wie  oben. 
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Dann  wird  a  =  0,  6  =  c  =  90°;  ß'  =  90°  —  a',  /  =90°. 
Man  erhält  also 

A  = s— i —  sin  a  cos  ß 

oder,  da  r  mit  der  X-Axe  zusammenftilU  und  also  «'  =  ©', 

X  = ^^^i—  sin  0  cos  /*  , 

y  =  — -— 5 —  sin  0  cos  a  , 

Z=  0  . 

Hierans  folgt  für  den  Werth  der  Resultirenden,  abgesehen 
vom  Vorzeichen : 


ii'dsds'  , 


R  =  — ^r-x —  sin  0'  Vcos*  a  +  cos V 

==  — s-5 —  Sin  0  VI  —  cos*  y 

ii'dsds'    .     ,.,    . 
=  — ^— , —  sm  ©  sm  y  . 

Es  ist  aber  y  der  Winkel  zwischen  ds  und  derZ-Axe;  bezeich- 
net ifß  den  Winkel,  welchen  ds  mit  der  Ebene  XF  oder  (r,  d*') 
macht,  sodass  i/;  »=  90°  —  y,  so  wird 

ii'dsds'   . 
27 


_         II  usus      .     ^,       ^    , 

R  =  — ^-^ — sin0  cosip. 


X  Y 

Da  ^  cos  a  4-  -  cos  /!;?=:  0,  so  steht  die  Resultirende  senk- 

recht  auf  dem  Element  ds,  und  da  sie  in  der  Ebene  (r,  ds'] 
liegt,  auch  senkrecht  auf  der  Projection  des  Elementes  ds  auf 
diese  Ebene. 

Auch  ftlr  eine  beliebige  Lage  der  Elemente  ds'  und  ds 
lässt  sich  das  vorstehende  Gesetz  in  ähnlicher  Weise  herleiten. 
Es  ist  in  diesem  Falle 
cos  €  =  cos  a  cos  a'  +  cos  ß  cos  ß'  +  cos  y  cos  /  , 
cos  0  =  cos  a  cos  a  +  cos  b  cos  ß  4-  cos  c  cos  y  , 
cos  0'  =  cos  a  cos  a'  +  cos  fr  cos  ß'  +  cos  c  cos  y' . 
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Setzt  man  nun  in  die  Gleichungen 

„       ii'dsds'  f  ,  i^  M 

A  =  — TT-j —  I —  cos  a  cos  €  +  cos  0  cos  a  }  , 

Y  =  -^-^—  ( —  cos  0  cos  €  +  cos  0  cos  jJ  )  , 

_       ii'dsds'  f  f  r^  n 

Z  =  -  ä~i~~  \      ^^^  c  cos  €  +  cos  0  cos  y  ) 

die  vorstehenden  Werthe  ein,  so  erhält  man 

ii'dsds'  ,        ^  ,  ,^   .  ,  ... 

A  =  — ^  ^  —  {cos  p  ( —  cos  a  cos  jS  +  oos  ö  cos  a  )  + 

+  COS  y  ( —  cos  a  cos  y'  +  cos  c  cos  a')}  , 

y  =  — ä~^  ~"  \C0^  y  ( —  cos  0  cos  y  +  cos  c  cos  p )  + 

+  cos  a  ( —  cos  b  cos  a'  +  cos  o  cos  {f)}  . 

„       ii'dsds' . 

Z  =  — Q  ^-  ■  [cos  a  ( —  cos  c  cos  a  +  cos  a  cos  y )  + 

+  COS  ß  ( —  cos  c  cos  ß'  +  cos  Ä  cos  y')}  , 
Schreibt  man  hier*) 

cos  c  cos  /?'  —  cos  b  cos  y'  =  F  cos  A  , 
cos  a  cos  /  —  cos  c  cos  a'  =  F  cos  /i  , 
cos  6  cos  a'  —  cos  o  cos  ß'  =  F  cos  v  , 
so  sind  A,  ^/,  r  die  Winkel,  welche  eine  auf  der  Ebene  (r,  ds') 
errichtete  Normale  mit  den  drei  Axen  macht*     Werden  nämlich 
die  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  cos  a,  cos  6,  cos  c  und 
ebenso  mit   cos  a',  cos /?',    cos  /  multiplicirt  und  addirt,   so 
werden  beide  Summen  =  0 .     Quadrirt  man  die  drei  Gleich- 
ungen und  addirt  sie,  so  findet  man  den  Werth  F*  =  sin*  &. 

Durch  Einsetzung  der  Werthe  von  cos  A,  cos  fi,  cos  v  und 
des  Werthes  sin  ©'  =  F  erhUlt  man  die  drei  Gomponenten : 

ii'dsds'  sin  0'  ,        ^  , 

^  == s-;« (cos  //  cos  y  —  cos  y  cos  /t)  , 

Tu  7* 

ii'dsds'  sin  0'  , 

/  = ^-^ (cos  y  cos  A  —  cos  a  cos  v)  , 


2; 
ii'dsds'  sin  0' 

'2? 


^^  (cos  a  cos  ju  —  cos  ß  cos  A) . 


Werden  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  cos  or,  cos  /?, 
cos  y  und  ebenso  mit  cos  A,  cos  /i  und  cos  i/  multiplicirt  und  addirt, 
so  sind  beide  Summen  =  0 .  Die  Resultirende  steht  also  senk- 
recht auf  dem  Element  ds  und  auf  der  auf  der  Ebene  (r,  ds') 

4)  Vergl.  Ampkre  S.  4  37. 
Math.-phys.  Classe  ISSS.  7 
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errichteten  Normale,  folglich  auch  senkrecht  auf  der  Projeciion 
von  ds  auf  die  genannte  Ebene. 

Ist  xfj  der  Winkel  zwischen  ds  und  der  £bene  (r,  ds'),  so 
erhält  man  ebenso  wie  in  §  3  die  Resultirende 

ii'dsds'  sin  0'  cos  xfj 

^^ 27- 

§5. 

Anstatt  die  drei  Componenten  X,  F,  Z  zu  der  Resultirenden 
zu  vereinigen,  kann  man  dieselbe  auch  durch  ZusaiameDsetzung 
der  beiden  Kräfte  cos  e  und  cos  @,  welche  mit  einander  den  Winkel 
(180°  —  0')  bilden,  erhalten.   Es  wird  dann  die  Resultirende 

ix' ds  ds' 
R  =  — ä— ^-  -  (cos*  8  +  cos*  0  —  2  cos  6  cos  0  cos  0'}  . 

Es  mögen  in  Fig.  4  die  durch  0,  B,  C  gelegte  Ebene  die 

Ebene  (r,  ds');  OD,  OE,  und 
0  F  die  Richtungen  von  resp. 
ds',r  und  ds  bezeichnen.  Er- 
richtet man  nun  auf  der  Ebene 
(r,  ds')  in  0  die  Normale  Oj4, 
und  legt  durch  OA   und  d% 
eine   Ebene,    so    ist  dieselbe 
senkrecht  auf  (r,  ds')  und  FG 
misst  die  Neigung  \p  von  d% 
gegen  jene  Ebene.    Bie  Rogen 
DF,  ED  und  EF  messen  resp. 
die  Winkel  «,  0'  und  0. 
Der  Quadrant  A  E  steht  ebenso  wie  A  G  senkrecht  auf  der 
Ebene  (?%  ds');  der  Rogen  GE  misst  also  den  Winkel,  welchen 
die  Projection  des  Elementes  ds  auf  die  Ebene  (r,  ds')  mit  der 
Richtung  von  r  macht. 

Aus  dem  bei  G  rechtwinkligen  Dreiecke  FGE  erhält  man 

sin  FEG  :  1  =  sin  i// :  sin  0   , 

sin*  0  —  sin*  i/; 


Pigk  1. 


also 


cos  FEG  = 


sin*  0 


Aus  dem  Dreiecke  DFE  folgt 

cos  €  =  cos  ©  cos  0'  —  sin  0  sin  0'  cos  PEG  , 

cos  €  —  cos  ©  cos  0'  =  —  sin  0'  Vsin*  ©  —  sin*  tp  , 

cos*  £  —  2  cos  £  cos  0  cos  ©'+  cos*  0  cos*  ©'=  sin*  0'  (sin*  0 — sin'  v'". 
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jR 


Es  wird  also 


ii'dsds' 


ir 


f—V  (cos*  ©  —  00»*  ©  cos«  ©'+  sin*  ©'(sin*  0— sin*  tp)} 


— ^r-z —  Sin  0  cos  1/;  • 

2r*  ^ 


In  Figur  2  sei  EE'  die  Richtung  von. r,  OD  die  Richtung 

von  ds\  so  stellt  in  dem  Parallelogramm  OE'HD,  OE'  die  Kraft 

cos  €  und  OD  die  Kraft  cos  ©,  sowie  OH 

die  Resultirende  dar.      Da  der  Winkel 

DOE=  ©',  so  ist  DOE'  =  480^  —  ©'. 

Aus    dem    Dreieck   E'OH   erhält    man 

OH  :  E'H  =  sin  0'  :  sin  FOtf  oder 

ii'dsds'   ,    ^,  ii'dsds'        _ 

- sm 0  CQSxb:  — ^-a--  cos  0 


2r' 


folglich 


=  9in  0'  :  sin  EOH    , 
sm  äO^  = 


cos  \p 

Der  Rogen  J?6  in  Fig.  \  misst  den 
Winkel  zwischen  OG  [der  Projection  des 
Elementes  ds  auf  die  Ebene  (r,  «{5')]  und 
OJF  [r].     Für  denselben  ergiebt  sich  aus 


cos  0 


pig.  2. 


also  derselbe 


dem  Dreiecke  G  FE  in  Fig.  1  cos  J50G  =  ,  , 

°  cos  1// ' 

Werth  wie  für  sin  J^'OJy.  Es  ist  daher  E'OH=  90**  +  ^'OG', 
oder  E'OH  —  E'OG'  ^^i)"".  Die  Resultirende  Ä  liegt  also,  da 
beide  Kräfte  cos  e  und  cos  0  in  der  Ebene  (r,  ds')  wirken, 
ebenfalls  in  dieser  Ebene  und  steht  auf  der  Projection  von  ds 
auf  diese  Ebene,  mithin  also  auch  auf  d  s  selbst  senkrecht. 

Die  Seite  des  Elementes  d  s ,  nach  welcher  die  Resultirende 
gerichtet  ist,  lässt  sich,  ohne  die  Componenten  zu  berechnen, 
durch  folgende  Regel  finden  : 

Man  denke  sich  in  die  beiden  Elemente  zwei  menschliche 
Figuren  so  gelegt,  dass  bei  jeder  derselben  der  elektrische  Strom 
am  Fusse  ein-  und  am  Kopfe  austritt,  und  wende  beide  Figuren 
so,  dass  jede  derselben  mit  ihrer  rechten  Hand  nach  der  anderen 
hingewandt  ist,  so  wirkt  die  Resultirende  nach  der  linken  Seite 
der  Figur,  wenn  beide  das  Gesicht  nach  derselben  Seite  ge- 
wandt haben,  dagegen  nach  der  rechten ,  wenn  die  Gesichter 
beider  Figuren  nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet  sind. 

7* 
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§6. 


Betrachten  wir  zunächst  die  Wirkung  eines  geschlossenen 
Stromlaufes  in  dem  Ifig.  3  gezeichneten  Kreise.  Die  Ebene 
dieses  Kreisstromes  liege  in  der  XF- Ebene  und  der  Anfang  des 
Coordinatensystems  sei  in  0 .  Es  liege  femer  das  Element  ds 
mit  seiner  Mitte  in  der  Axe  X,  Dann  wird  c  =  90**  und  /  =  90° 


Fig.  3. 


In  der  Fig.  3  gezeichneten  Anordnung  sind  die  Winkel  a  und  a 
negativ.     Man  erhält  dann 

g  y,i      «^"  (a  —  a)  cos  /g  =  +  ---  ^-^      sin©  cos/?, 


A'=  — 


Y 


,  iVdsds'    .    .  ,       ,                    it'dsds'   .    .. 
-\ -^^ —  sm  (a  —  o)  cos  a  = ^      sm  c/  cos  a , 


2r^ 


«r 


Z=0  . 

Da  bei  der  Integration  nach  ds'  die  Grössen  cos  a  und 
cos  ß  constant  sind,  so  handelt  es  sich  nur  um  das  Integral 
4   .,  pdz'    .    ^ 

^  =  2*77*-«"»®^- 

Ist  ,der  Halbmesser  des  Kreises  ^  und  if  der  Winkel,  welchen 
der  nach  ds'  gezogene  Halbmesser  mit  der  Axe  \  macht,  so 
wird,  wenn  der  Abstand  OA  des  Elementes  ds  vom  Mittelpunkte 
des  Kreises  =  c  gesetzt  wird, 

r*  =  c*  +  p*  —  2cp  cos  9)  ,     und  sm  ©  = ^ , 


folglich 


^  ',  f    (c  cos  9) 

^        "^  r/?«  O-  n«  — . 


(c  cos  ^  —  q)  qdq> 


(c*  +  p*  —  Sc^  cos  (p) 
Für  die  beiden  Elemente  ds\  welche  in  den  von  A  an  den 
Kreis  gezogenen  Tangenten  liegen,  wird  der  Zähler  des  vor- 
stehenden Bruches  =  0;  in  dem  zwischen  diesen  beiden  Ele- 
menten dem  A  zunächst  liegenden  Theile  des  Kreises  ist  derselbe 
positiv,  in  dem  anderen  Theile  dagegen  negativ. 
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Setzt  man  cos  9  ==  |U ,  so  wird 

In  dieser  Form  treten  in  dem  Integral  noch  zwei  Un- 
Stetigkeiten  fttr  ju  =  -|-  f  und  jw  =  —  4  auf,  da  für  diese  Stellen 
der  Werth  des  Bruches  unendlich  wird.  Es  ist  die  Integration 
also  von  jte  =  +  4  bis  jt£  =  —  4 ,  und  dann  wieder  von  |U  =  —  i 
bis  ^  =  -f-  4  auszufahren ;  dabei  ist  aber  für  die  Integration  auf 
der  zweiten  Hälfte  des  Kreises  die  Wurzel  Vi  — -  /i*,  da  dieselbe 
einen  Sinus  darstellt,  welcher  beim  Uebergange  aus  dem  zweiten 
in  den  dritten  Quadranten  sein  Zeichen  wechselt,  negativ  zu 
nehmen. 

Hiemach  wird  dann 

X  =  +  ids  cos  /?  •  Q  , 
Y  =  —  ids  cos  a  •  Q  , 
7=0  , 
und  die  Resultirende 


R  =  ids  >^08*  a  +  cos'  ß  -  Q  =  ids  cos  tff  *  Q  . 

Da  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Wirkung  aller  Elemente 
ds'  in  derselben  Ebene,  senkrecht  auf  dSy  theils  nach  der  einen, 
theils  nach  der  anderen  Seite  hin  erfolgt,  so  hätte  man  auch  so- 
fort die  Resultirende  aus  der  Wirkung  aller  Elemente  ds'  be- 
rechnen können.    Dieselbe  wird 

n        •  j           .    Pi'ds'  sin  0'        .  .  ,     ^ 

R  =  ids  cos xfj  j  ^-^ =  ids  cos  ip  '  Q  , 

also  der  zuvor  berechnete  Werth.  Ihre  Richtung  bestimmt  sich 
nach  der  früher  aufgestellten  Regel,  wenn  man  beachtet,  dass 
die  zunächst  an  ds  liegenden  Elemente  wegen  ihrer  grösseren 
Nähe  die  stärkere  Wirkung  ausüben. 

§7- 
Es  ist  ein  eigenthümlichcr  Vorgang,  dass  während  anfangs 
die  Beziehungen  der  Elemente  ds'  zu  dem  Element  ds  nament- 
lich durch  das  Eintreten  des  cos  e  eng  verflochten  scheine^,  sich 
im  Fortgange  der  Rechnung  diese  enge  Beziehung  wieder  löst, 
und  die  Elemente  ds'  und  das  Element  ds  mit  ihren  Eigen- 
schaften einfach  als  Factoren  neben  einander  treten. 
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Man  braucht  bei  der  BerediDung  der  WirkuDg  des  Kreis- 
Stromes  auf  das  Element  ds  zunächst  gar  nicht  auf  das 
letztere  Rücksicht  zu  nehmen,  sondern  nur  den  Ort  desselben 
in  Betracht  zu  ziehen.  Man  berechnet  den  Werth  des  Integrals  Q: 
dieser  giebt  fttr  alle  Punkte  in  der  Ebene,  welche  sich  im  Ab- 
stände c  (Fig.  3)  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  befinden,  die  da- 
selbst durch  den  Strom  hervorgebrachte  Verminderung  an. 
Legen  wir  dann  das  Element  ds  an  den  betreffenden  Ort,  so 
entwickelt  sich  aus  dem  Einflüsse  jener  Veränderung  auf  den 
in  ihm  vorhandenen  Strom  ein  Antrieb  xur  Bewegung,  weicher 
in  der  Ebene  des  Kreises  und  senkrecht  gegen  das  Element  ds 
auftritt.  Die  GrOsse  desselben  erhält  man,  wenn  man  das  Inte- 
gral Q  mit  ids  cos  (//  multiplicirt.  Nach  der  frtiher  angegebenen 
Regel  bestimmt  sich  die  Seite,  nach  welcher  die  Resultirende 
hingewandt  ist. 

§8. 

Es  fragt  sich  nun,  welches  die  physikalischen  Veränder- 
ungen sind,  welche  der  Kreisstrom  in  seiner  Umgebung  hervor- 
bringt, und  wie  aus  dieser  Veränderung  und  den  in  dem  Ele- 
mente vorhandenen  Strome  die  zuletzt  erwähnte  Kraft  ent- 
springt. 

In  den  Berichten  der  math.-phys.  Glasse  der  Sachs.  Ges.  vom 
Jahre  4  865,  S.7— 30  und  1 866,  S.gf  9— 230»)  habe  ich  eine  Theo- 
rie der  elektrischen  Erscheinungen  aufgestellt,  in  welcher  die- 
selben auf  Schwingungen  zurückgeführt  werden,  und  gezeigt, 
wie  die  verschiedenen  Vorgänge  der  Elektrostatik,  der  Elektro- 
dynamik und  der  Induction  sich  auf  diesem  Wege  erklären  lassen. 
Nach  dieser  Theorie  bestehen  die  elektrischen  Ströme  in  kreis- 
förmigen Schwingungen  des  Aethers  unter  Betheiligung  der 
materiellen  Moleküle  des  Drahtes.  Die  kreisförmigen  Schwing- 
ungen stehen  senkrecht  auf  der  Axe  des  Drahtes,  und  der  Um- 
schwung erfolgt  je  nach  der  Richtung  des  Stromes  in  dem 
einen  oder  dem  anderen  Sinne. 

Von  den  Elementen  ds'  pflanzen  sich  dann  die  Schwing- 
ungen kugelförmig  in  den  umgebenden  Aether  fort.  Die  Tan- 
gentialgeschwindigkeit  auf  den  verschiedenen  Punkten  der 
Kugeloberfläche  hängt  ausser  von  der  Stärke  des  Stromes  und 


i)  Vergl.  Auch  Poggend.  Aonal.  Bd.  4i6,  S.  440  und  Bd.  4SI,  S.  «07. 
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der  Länge  des  Radius  auch  noch  von  seiner  Lage  gegen  die  Axe 
des  Umschwunges  ab,  sodass  dieselbe  vom  Aequator  bis  zu  den 
Polen  (Enden  der  Axe)  hin  mit  dem  Cosinus  der  Breite  oder  dem 
Sinus  der  Poldisianz  abnimmt. 

Bezeichnet  i'  die  als  Maass  für  die  Stromstärke  dienende 
Tangentialgeschwindigkeit  im  Aequator  im  ^ 

Abstände  i ,  seist  die  Tangentialgeschwindig- 
keit im  Punkte  D  (Fig.  4) 

i'  sin  AB D        i'  sin  ©' 

Wird  nun  in  den  Punkt  D  das  Element 
ds  mit  der  Stromstärke  t  gelegt  und  zwar 
zunächst  so,  dass  es  in  die  durch  ds'  und  ^''*^ 

und  BD  =  r  gelegte  Ebene  föUt.  so  haben  auf  der  einen  Seite 
von  d«  die  von  ihm  und  von  ds'  ausgehenden  Schwingungen 
dieselbe,  auf  der  anderen  aber  entgegengesetzte  Richtung.  Die 
Geschwindigkeit  der  das  Element  ds  umgebenden  Aether- 
theilchen  wird  daher  auf  der  ersten  Seite  vergrössert,  auf  der 
anderen  vermindert.  Dadurch  entsteht,  wie  ich  in  der  oben 
angeführten  Abhandlung  gezeigt  habe,  eine  Kraft,  welche  in  der 
Ebene  (r,  ds')  liegt,  senkrecht  auf  dem  Element  ds  steht,  und 
nach  der  Seite  hingerichtet  ist,  auf  welcher  durch  das  Zu- 
sammentreffen entgegengesetzter  Bewegungen  die  Geschwindig- 
keit der  Aethertheilchen  vermindert  ist.      Die   Grösse  dieser 

J^^'aft'st  idsi'ds' 


r* 


sin  G' . 


Fällt  das  Element  ds  nicht  in  die  Ebene  (r,  ds')j  sondern 
bildet  mit  ihr  den  Winkel  i/j,  so  haben  wir  die  um  ds  als  Axe 
erfolgenden  Schwingungen  in  zwei  zu  zerlegen;  die  Axe  des 
einen  bildet  die  Projection  von  ds  auf  die  Ebene  (r,  ds')j  die 
Axe  des  anderen  die  auf  dieser  Ebene  errichtete  Normale.  Die 
Stärke  der  um  die  Projection  erfolgenden  Schwingungen  ist  dann 
ids  cos  ip,  und  durch  die  Einwirkung  des  Stromes  T  entsteht 

_-  -  ids  cos  üj '  i'ds  sin  0'  i  u  •  j  ui  /  w  m 
eine  Kraft  ^^-—^ ,  welche  m  der  Ebene  (r,  ds) 

liegt,  senkrecht  auf  der  Richtung  der  Projection  oder  auf  dem 
Element  ds  steht,  und  nach  der  Seite  hin  gerichtet  ist,  auf 
welcher  die  von  ds'  und  von  der  Projection  ds  ausgehenden 
Schwingungen  entgegengesetzte  Richtungen  haben. 
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Gegen  die  um  die  Normale  auf  der  Bbene  (r,  ds')  er- 
folgenden Schwingungen  verhalten  sieh  die  von  ds'  ausgehenden 
Schwingungen  ringsum  gleich,  bringen  also  keine  Üngleieb- 
heiten  in  den  das  Element  ds  umgebenden  Aetherschwingungen 
hervor,  und  geben  daher  aueh  sum  Auftreten  einer  dieses  Ele- 
ment treibenden  Kraft  keine  Veranlassung. 

Die  von  einem  Element  ds'  mit  der  Stromstarke  t"  auf  ein 
anderes  Element  ds  mit  der  Stromstärke  i  ausgeübte  Kraft  ist  also 

ids  cos  ip  •  i'ds'  sin  & 

Da  die  Kraft  stets  auf  dem  Elemente  senkrecht  steht,  so  hat 
die  von  ds'  auf  ds  ausgeübte  Wirkung  im  Allgemeinen  eine 
andere  Richtung,  als  die  von  ds  auf  ds'  ausgeübte.  Für  diese 
beiden  Wirkungen  gilt  also  nicht  der  Satz  von  der  Gleichheil 
der  Wirkung  und  Gegenwirkung.  Dieses  Princip  selbst  aber 
wird  durch  die  Vorgänge  zwischen  den  elektrischen  Elementen 
nicht  verletzt.  Die  Wirkungen  der  Elemente  auf  einander  sind 
keine  directen,  sondern  erst  durch  die  Schwingungen  vermittelt; 
in  Betreff  der  Wirkungen  der  Aethertheilchen  auf  einander  be- 
hält jenes  Princip  seine  Geltung. 

§9. 

Wenden  wir  uns  jetzt  wieder  zu  der  oben  in  §  6  berech- 
neten Einwirkung  eines  ebenen  Kreisstromos  auf  ein  mit  seiner 
Mitte  in  der  Stromebene  liegendes  Element  ds  zurück,  so  zeigt 
die  Betrachtung  der  Entwickelung,  dass  das  Integral  Q  die  Re- 
sultirende  aus  den  Geschwindigkeiten  darstellt,  welche  von 
allen  Elementen  ds'  an  den  Ort  von  ds  übertragen  werden. 
Diese  Geschwindigkeiten  sind  senkrecht  gegen  die  Ebene  des 
Stromes  gerichtet;  die  auf  BDE  Fig.  3  gelegenen  Theile  des 
Kreises  bringen  nach  dem  Orte  des  Elementes  ds  die  Ge- 
schwindigkeiten in  der  einen,  die  von  dem  anderen  Theile  BFE 
ausgehenden  in  entgegengesetzter  Richtung.  Das  Integral  Q 
stellt  also  die  Resultircnde  aus  allen  diesen  Geschwindigkeiten 
dar,  welche  nach  der  von  BDE  ausgehenden  Drehungsrichtung 
senkrecht  auf  der  Stromebene  steht. 

§40. 

Betrachten  wir  jetzt  den  allgemeinen  in  §  4  behandelten 
Fall  der  Wirkung  eines  beliebig  gelegenen  Elementes  ds'  auf 
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ein  Klenieni  ds^  so  wird  »ich  aueh  hier  zeigen,  dass  sieh  die  Be- 
ziehungen der  beiden  Elemente  so  weit  lOsen,  dass  sie  mit  ihren 
Eigenschaften  nur  als  Factoren  zusammentreten. 

Die  Gleichungen  für  die  drei  Componenten  waren 

A  =  — ^-j —  (cos  ß  (—  cos  a  cos  ß  +  cos  6  cos  a )  + 

+  cos  y  (— -  cos  a  cos  y'  +  cos  c  cos  «')}  , 

Y  =    ^ —  (cos  y  {— -  cos  0  cos  y  +  cos  c  cos  /? )  + 

+  cos  a  (—  cos  6  cos  a'  +  cos  a  cos  ß')}  , 

_   ii'dsds'  f  .  ,    .  ,,    . 

Z  =  — — ^ —  (oos  a  ( —  cos  c  cos  a   +  cos  a  cos  y )  -f- 

+  cos  /5?  (—  cos  c  cos  ß*  +  cos  b  cos  y'))  . 

Wir  setzen  nun 

i'ds' 
Q  cos  il  =  +  -^-^  (cos  c  cos  ß'  —  cos  h  cos  y')  , 

Q  cos  /«  =  +  -^j-  (cos  a  cos  y   —  cos  c  cos  a  )  , 

ff/s' 
Q  cos  r  =  +  ö-r  (cos  6  cos  a'  —  cos  o  cos  /?')  . 

Die  Werthe  sind  nur  abhängig  von  ds'  und  der  Lage  des 
Ortes,  an  welchen  später  das  Element  ds  hingesetzt  werden 
soll.  Q  bedeutet  also  eine  Resultirende,  deren  Richtung  durch 
die  Winkel  ^,  /e,  v  bestimmt  wird,  und  deren  Grösse  sich  ergiebt 

i'ds'  sin  0' 
Q  = j-  •  Dieser  Ausdruck  ist  die  von  ds'  an  den  be- 
treffenden Ort  übertragene  Geschwindigkeit,  da  Q  auf  der 
Ebene  (r,  ds')  senkrecht  steht.  Die  obigen  Ausdrücke  Q  cos  ^, 
Q  cos  |U,  Q  cos  V  bedeuten  also  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit Q  nach  den  drei  Axen. 

Legen  wir  nun  das  Element  ds^  welches  mit  den  drei  Axen 
die  Winkel  a,  /?,  y  bildet,  an  den  betreffenden  Ort,  so  erhalten 
wir  die  Componenten 

X  =  idsQ  (cos  ß  QQsv  —  cos  y  oos  jt«)  , 
Y  =  idsQ  (cos  y  cos  i  —  cos  er  cos  v)  , 
Z  ^=  idsQ  (cos  a  cos  ju  —  cos  ß  cos  l)  . 
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Hieraus  folgt,  wenn  ifj  den  Winkel  swisohen  ds  und  der 
Ebene  (r,  ds')  bedeutet,  die  ResuUirende 

.  ,           .     ^       ids  cos  xb'  %  ds'  sin  & 
R  =  tds  cos  1//  •  0  = ^^-^—» • 

Diese  ResuUirende  liegt  in  der  Ebene  (r,  ds')  und  steht 
senkrecht  auf  ds  oder  seiner  Projection  auf  die  Ebene  (r,  ds]. 
Dies  ist  aber  genau  die  ResuUirende,  welche  entsteht,  wenn  das 
Element  ids  an  den  Ort  gelegt  wird,  wo  die  resultirende  Ge- 
schwindigkeit Q  war.    Es  entsteht  durch  das  Zusammentreifen 

der  Schwingungen  eine  Kraft  ids  cos  ip ^—^ ,  welche  das 

Element  ds  in  der  auf  Q  senkrechten  Ebene,  in  der  auf  ds  senk-* 
rechten  Richtung,  nach  der  Seite  hin  treibt,  wo  die  von  ds 
und  ds  ausgehenden  Schwingungen  einander  entgegeugesetit 
sind. 

Genau  ebenso  lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die 
Wirkung  eines  beliebigen  geschlossenen  Stromes  auf  ein  Ele- 
ment ds  m  bestimmen.  Auch  hier  lassen  sich  wieder  in  den 
Gomponenten  .Y,  }\  Z  die  auf  ds  und  auf  ds'  bezüglichen 
Grössen  trennen. 

Setzen  wir 

4    pi'ds' 
Q^  =  -  I  — —  (cos  c  cos  ß'  —  cos  b  cos  y')  =  Q  cos  X  j 

1    Ci'ds' 
Q^  =z  -  I  — -^—  (cos  a  cos  y  —  cos  c  cos  a')  =  0  cos  /«  , 

i    pi'ds' 
Q^  =  •-  I  —-^  (cos  b  cos  a  —  cos  a  cos  [f]  =  Q  cos  v  , 

so  ist  Q  die  Resultirende,  welche  mit  den  drei  Axen  die  Winkel 
A,  |t/,  v  macht.  Dieselbe  stellt  die  ResuUirende  der  von  allen 
Elementen  ds'  an  den  Ort  von  ds  übertragenen  Geschwindig- 
keiten dar,  und  Q^.  Q^,  Q^  sind  die  drei  Gomponenten  dieser 
Resultirenden. 

Rilden  wir  nun  die  Gomponenten  X,  Y,  Z,  so  eriialten  wir 

X  =  ids  Q  (cos  /^  cos  i'  —  cos  y  cos  jti)  , 

y  =  idsQ  (cos  y  cos  X  —  cos  a  cos  v)  , 

Z  =  idsQ  (cos  a  cos  jii  —  cos  ß  cos  l)  . 
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Bezeichnel  ip  den  Winkel,  welchen  das  Element  ds  mit 
einer  auf  Q  senkrechten  Ebene  P  macht,  so  wird  die  Resul- 
tirende 

R  =:  ids  cos  ip  '  Q  j 

und  zwar  liegt  dieselbe  in  der  Ebene  P  und  steht  senkrecht  auf 
der  Projection  von  ds  auf  P  und  ebenso  auf  ds  selbst. 

Dies  ist  aber  wieder  genau  der  Vorgang ,  wie  ihn  die 
Schwingungstheorie  fordert.  Q  ist  die  Resultirende  aus  den  von 
sämmtlichen  Elementen  ds'  an  den  Ort  des  Elementes  ds  über- 
tragenen Schwingungen.  Legen  wir  nun  das  Element  ids  an 
den  betreffenden  Ort,  so  haben  wir  dasselbe  auf  eine  gegen  Q 
senkrechte  Ebene  P  zu  projiciren*).  In  dieser  Ebene  entsteht 
dann  durch  das  Zusammentreffen  der  von  dem  geschlossenen 
Strome  und  dem  Elemente  ds  ausgehenden  Schwingungen  eine 
Kraft  ids  cos  xp  '  Q,  welche  auf  ds  und  seiner  Projection  auf 
die  Ebene  P  senkrecht  steht  und  nach  der  Seite  gerichtet  ist, 
wo  die  von  dem  geschlossenen  Strome  und  von  ds  ausgehenden 
Schwingungen  entgegengesetzte  Richtungen  besitzen. 

Zum  Schluss  will  ich  noch  den  Fall  behandeln,  wo  ein 
ebener  kreisförmiger  Strom  auf  ein  Element,  welches  in  seiner 
Axe  in  einem  gegebeneu  Abstände  liegt,  einwirkt. 


1)  Die  oben  mit  P  bezeichnete  Ebene  bat  schon  Gra8$manh  in  seiner 
Abhandlung  „Zur  Elektrodynamik"  (Journal  für  reine  und  angewandte 
Mathematik  Bd.  83)  bemerkt.     Er  sagt  daselbst  S.  63 : 

Wenn  ein  beliebiger  geschlossener  Strom  im  Räume  gegeben  ist,  so 
giebt  es  zu  jedem  Punkte  A  eine  bestimmte  Ebene,  die  man  durch  A 
gehend  annehmen  und  die  Wirkungsebene  des  Stromes  in  Bezug  auf  den 
Punkt  A  nennen  kann,  und  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  jedes  von  A 
ausgehende  Stromelement  (6)  erstens,  wenn  es  auf  dieser  Ebene  senkrecht 
steht,  keine  Einwirkung  durch  den  Strom  erfährt,  zweitens,  wenn  es  schräg 
darauf  steht,  dieselbe  Wirkung  erleidet,  wie  seine  (senkrechte)  Pro- 
jection (6|)  auf  diese  Ebene  erleiden  würde,  drittens,  dass  die  Kraft,  die 
es  erfährt,  in  dieser  Ebene  liegt  und  auf  der  Projection  (6,)  des  Stromele- 
mentes und  also  auch  auf  diesem  selbst  senkrecht  steht,  und  viertens»  dass 
wenn  g  die  Kraft  ist,  welche  jenes  von  A  ausgehende  Stromelement  6  in 
irgend  einer  Lage  erfährt,  und  sich  die  Projection  {b{j  des  Stromelementes 
auf  die  Wirkungsebene  um  irgend  einen  Winkel  in  dieser  Ebene  dreht, 
dann  auch  die  Kraft  g  ohne  ihren  Wcrth  zu  verändern  sich  um  denselben 
Winkel  dreht. 


1 
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Wollte  man  diese  Wirkung  berechnen,  indem  man  von  der 

ii'dsds' sifkS'costb 
Formel tt-s 

ausgeht,  so  würde,  obwohl 
sin  3'  =  i ,  selbst  bei  der  An- 
nahme, dass  ds  mit  der  Axe  X 
parallel  liegt,  doch  die  Rech- 
nung sehr  umständlich  werden, 
da  die  von  jedem  einzelnen  Ele- 
mente ds'  auf  ds  ausgeübte  Kraft 
von  Element  zu  Element  ihre 
Grösse  und  Richtung  hindert, 
wobei  sie  doch  immer  senkrecht 
^'«-  5-  gegen  ds  bleibt. 

Einfacher  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  man  zuerst  die 
Componenten  X,  F,  Z  berechnet.  Ziehen  wir  zuerst  von  allen 
Punkten  des  Kreises  (Fig.  5)  vom  Halbmesser  q  Linien  nach 
dem  Orte  C  des  Elementes  d  ^ ,  so  bilden  dieselben  einen  Kegel. 
Es  sei  e  der  Abstand  OC,  und  c  der  Winkel,  welchen  eine  Seite 
des  Kegels  mit  der  Axe  macht,  so  ist  der  Winkel,  welchen  r  bei 
allen  Elementen  ds'  mit  der  Z-Axe  bildet,  =  c.  Ist  der  Winkel 
zwischen  OB  und  X  gleich  qp,  so  ist  der  Winkel  a'  =  90^  -f-  y, 
ß'  =  qp,  y'  =  90®,  es  wird  also 

cos  a'  =  —  sin  q),  cos  [i'=  cos  <jp,  cos  /  =  0  . 

Weiter  ergiebt  sich 

cos  a  =  sin  c  cos  q),  cos  6  ==  sin  c  sin  fp  . 

i  o  cos  c  i* 
Das  Integral  Q^  wird  dann  H — ä~v~  /  cos  y dqp , 


p. 


>7 


7) 


+  -\^^-J  sin  (pd(p  , 
i'q  sine  f 


Die  beiden  ersten  Integrale  geben  zwischen  0  und  2  rt  ge- 


nommen den  Werth  =  0,  Oj  wird  =  + 
sultirende  Q  =  Q,  liegt  in  der  Axe  Z. 


i  TtQ  sin  c 


Die  Re- 
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Wird  nun  das  Element  an  den  Ort  C  gelegt,  und  sind  die 
von  den  drei  Axen  gebildeten  Winkel  a,  ß,  y,  so  werden  die 

drei  Gomponenten 

ids  Vtvq  sin  c  cos  ß 

ids  i' jtQ  sin  c  cos  a 

Z  =  0  , 

.                                      ids  V 7tQ  sin  c  cos  \p 
also  H  = 5 • 

Gehen  wir  von  der  Theorie  der  Schwingungen  aus,  so  lässt 
sich  das  vorstehende  Resultat  fast  aus  der  blossen  Anschauung 
entnehmen. 

Alle  von  den  Elementen  ds'  an  den  Ort  von  ds  ttbertragenen 

i'di' 
Geschwindigkeiten  von  der  Grösse  — j"  stehen   senkrecht   auf 

der  durch  C  und  di'  gelegten  Ebene  und  sind  einander  gleich. 
Sie  bilden  mit  der  Axe  Z  einen  Winkel  =  90**  —  c.    Zerlegen  wir 

jede  Geschwindigkeit  — ^  in  eine  nach  Z  gerichtete  und  in  eine 

mit  der  Ebene  XY  parallele  Gomponente,  so  heben  sich  die 
letzteren  Gomponenten  auf  und  es  bleiben  nur  die  nach  Z  hin 

gerichteten  ttbrig,  deren  Summe  mit  Hinzufttgung  des  Factors  \ 

't         • 

=  ^T ist.     Wird  nun  das  Element  ds  an  den  Ort  C 

r* 

gelegt,  so  entsteht  eine  in  der  auf  Z  senkrechten  Ebene  liegende 
und  auf  ds  senkrecht  stehende  Kraft —  ^  — ,  und 

zwar  gerichtet  nach  der  Seite  von  ds^  auf  welcher  die  von  dem 
kreisförmigen  Strome  und  die  von  d  s  ausgehenden  Schwingungen 
entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Die  vorstehenden  Erörterungen  durften  es  wohl  recht- 
fertigen, wenn  ich  der  Ansicht  Ausdruck  gebe,  dass  die  von 
mir  aufgestellte  Theorie  den  wirklichen  Vorgängen  entspricht. 
Die  Rechnung  stellt  in  allen  Beziehungen  vollständig  und  genau 
die  ans  den  Schwingungen  sich  ergebenden  Vorgänge  dar. 


SITZUNG  VOM  U.  MAI  1888. 


E.  SracliMd,  lieber  Elektrolyse  des  Phenols  mit  Wechselsirömeti, 

Vor  etwa  vier  Jahren  habe  ich  in  einer  Abhandlung  über 
»Elektrolysen  und  Elektrosynthesen«*)  mitgetheilt,  dass  bei  der 
Elektrolyse  einer  wässrigen  Lösung  von  Phenol,  schwefelsaurer 
und  doppeltkohlensaurer  Magnesia  mit  Wechselströmen  ausser 
der  erwarteten  Phenoltttherschwefelsäure  auch  eine  Anzahl  an- 
derer Producta  entsteht,  von  denen  ich  diejenigen,  welche  nach 
dem  Abdestilliren  des  unangegriflfenen  Phenols  in  der  wässrigen 
Lösung  zurückgeblieben  waren,  ebenfalls  untersucht  hatte.  Schon 
damald  war  es  mir  aberauigefallen,  daas  das  abdeslillirte  Phenol 
einen  eigenthttmlichen,  nicht  unangenehmen  Genich  besass, 
welcher  auf  die  Anwefienheit  eines  anderen  Körpers  hinzudeuten 
schien ;  ich  habe  deshalb  spater  dieses  Phenol  näher  untersucht 
und  will  die  gewonnenen  Resultate  im  Folgenden  kurz  mittheilen. 

Das  erwähnte  Destillationsproduct  war  eine  wttssrige  Flüssig- 
keit, in  welcher  ölige,  etwas  röthlich  geßirbte  Tropfen  herum- 
schwammen; durch  Zusatz  von  Natronlauge  wurden  dieselben 
grossentheils,  aber  nicht  völlig  in  Lösung  gebracht,  worauf  der 
eigenthUmliche  aromatische  Geruch  stärker  hervortrat.  Nun  wurde 
das  Ganze  mit  kleinen  Mengen  Aether  ausgeschüttelt, die  ätherische 
Lösung  mit  Chlorcalcium  entwässert,  filtrirt  und  fractionirt.  Bis 
\  00^  ging  hauptsächlich  Aether  über,  von  4  00 — 4  74^  nur  wenig, 
von  174—180''  die  grösste  Menge  (II),  von  180~-490''  der  Rest 
(III) ,  im  Kölbchen  blieben  nur  ein  paar  braune  Tropfen.  11  undUI 
besassen  einen  etwas  unangendimen  Geruch,  der  aber  auf  Zusati 
von  etwas  Natronlauge  verschwand  und  einem  angenehmen, 

i)  Journ.  r.  prakt.  Chem.  (2)  29,  329. 
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pfefferminEähnliohen  Platz  machte ;  beide  Fractionen  schienen  noch 
etwas  Phenol  zu  enthalten,  wenigstens  fikrbte  sich  ihre  wässrige 
Lteung  mit  £isenchlorid  schwach  violett.  Beide  wurden  daher 
vereinigt,  in  einem  Scheidetricht«^  in  wenig  conc.  Natronlauge 
getost  und  durch  Zusatz  von  Wasser  theilweise  wieder  als  Oel 
abgeschieden;  die  von  diesem  getrennte  wässrige  Fltlssigkeit 
wurde  (unter  Zusats  eines  Stückchens  Zink  um  das  Stossen  zu 
vermeiden)  abdestillirt  bis  keine  Oeltropfen  mehr  tibergingen, 
dann  wurde  das  Destillat  zu  dem  durch  Wasser  abgeschiedenen 
Oel  gegeben  und  im  Scheidetrichter  unter  Zusatz  von  etwas  Aether, 
welcher  die  Klärung  wesentlich  förderte,  absitzen  gelassen.  Die 
ätherische  Lösung  wurde  sodann  durch  Chlorcaleium  entwässert 
und  destillirt;  nachdem  der  Aether  «atwfchen,  ging  die  übnge 
Flüssigkeit  zwischen  4  53"^  und  4  78^  über.  Die  wässrige  Lösung 
derselben  gab  mit  Millon's  Reagens  schöne  Roth*Purpurfilrbung, 
mit  Bromwasser  einen  Niederschlag,  aber  mit  Eisenchlorid  keine 
Färbung.  Durch  fractionirte  Destillation  konnte  die  geringe  Menge 
Flüssigkeit,  welche  nach  den  angeführten  Reactionen  noch  etwas 
Phenol  zu  enthalten  schien,  nicht  zerlegt  werden;  eine  Analyse 
derselben,  welche  Herr  Dr.  L.  Reese  auszuführen  die  Güte  hatte, 
ergab  folgende  Werthe : 

0.3240g  Substanz  lieferten  0,8424  g  CO^  =  74 ,54^  C,  und 

0,3063g  ^^0  =  40,60^ /T. 

Für  einen  Körper  C^H^^O  berechnet  sich  der  Gehalt  an 
Kohlenstoff  zu  73,5^,  an  Wasserstoff  zu  40,2^  —  Werthe, 
denen  sich  die  durch  die  Analyse  gefundenen  so  weit  nähern, 
dass  die  Annahme,  ein  Körper  C^H^^O  sei  der  Hauptbestandtheil 
der  vorliegenden  Flüssigkeit,  viel  Wahrscheinlichkeit  hat.  Bei- 
läußg  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  ein  Wassergehalt  von 
2^  den  Kohlenstoffgehalt  auf  72^  herabdrücken,  den  Wasser- 
stoffgehalt aber  nicht  verändern  würde,  wonach  die  Anwesenheit 
einer  kleinen  Menge  einer  wasserstoffreicheren  Verbindung,  viel- 
leicht C^H^^O^  vorauszusetzen  ist. 

um  eine  etwas  grössere  Menge  Substanz  zur  Verfügung  zu 
bekommen,  habe  ich  im  vergangenen  Herbst  eine  neue  Menge 
Phenol  bei  Gegenwart  von  schwefelsaurer  und  doppeltkohlen- 
saurer Magnesia  in  wässriger  Lösung  der  Elektrolyse  mit  Wechsel- 
strömen unterworfen  und  habe  aus  der  resultirenden  Lösung 
ebenfalls  eine  kleine  Menge  der  aromatisch  riechenden  Flüssig- 
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keit  in  ähnliche  Weise  wie  oben  angegeben  abscheiden  können, 
allein  auch  jetzt  führte  die  fractionirte  Destillation  zu  keinem  Re- 
sultate, insofern  als  die  Flüssigkeit  keinen  constanten  Siedepunkt 
zeigte  und  stets  die  oben  angeführten,  die  Anwesenheit  von 
Phenol  andeutenden  Reactionen  gab.  Da  auch  einige  andere 
Trennungsversuche  vergeblich  waren,  und  ich  vermuthete,  dass 
hier  ein  ketonähnlicher  Rürper  C^H^^O  vorliegen  müsse,  so  ver- 
suchte ich  die  Einwirkung  von  Phenylhydrazin,  uro  vielleicht  auf 
diese  Weise  zu  einer  krystallisirenden  Verbindung  zu  gelangen. 
Ich  versetzte  daher  das  Oel  mit  einem  Ueberschusse  von  Phenvl- 
hydrazin,  wobei  Trübung  und  Erwärmung  eintrat,  und  erhitzte 
einige  Zeit  im  siedenden  Wasserbade ;  dann  fügte  ich  Eisessig 
hinzu  und  fällte  die  Lüsung  durch  Eiswasser,  wodurch  ein  in 
weissen  Nadeln  krystallisirender  KOrper  ausgeschieden  wurde. 
Nach  dem  Auswaschen  mit  Wasser  und  Abpressen  zwischen 
Papier  brachte  ich  denselben  über  Schwefelsäure  unter  vermin- 
dertem Druck ;  leider  zeigte  sich  aber  der  Körper  sehr  leicht 
zersetzlich,  so  dass  er  bald  eine  braune  Färbung  an  der  Ober- 
fläche annahm.  Deshalb  unterwarf  ich  ihn  nun,  in  der  Hofinnng 
das  ursprüngliche  Oel  wieder  zu  erhalten,  mit  überschüssiger 
verdünnter  Schwefelsäure  der  Destillation,  allein  mit  den  Wasser- 
dämpfen gingen  anfangs  nur  ein  paar  Tropfen  eines  nach  Pfeffer- 
minze riechenden  Oeles  über,  später  geringe  Mengen  blättriger 
Krjstalle  nebst  einer  gelb  gefärbten,  schön  grün  fluorescirenden 
wässrigen  Lösung.  Die  Hauptmenge  der  Substanz  schwamm  in 
grossen  schwarzen  Tropfen  in  der  verdünnten  Säure  im  DesUllir- 
kolben  umher,  und  erstarrte  beim  Erkalten  krystallinisch.  Zunächst 
versuchte  ich  dieselbe  durch  Umkrystallisiren  aus  Alkohol  zu 
reinigen;  sie  schoss  beim  Erkalten  der  heissen  Lösung  in  kleinen 
rhombischen  Täfelchen  an ,  welche  indessen  sich  im  Lichte  an 
der  Oberfläche  noch  schwach  bräunten.  Bei  der  Analyse  der 
über  Schwefelsäure  getrockneten  Substanz  erhielt  Herr  Dr.  Rbbsi 
folgende  Werthe  (I): 

[\.\  0,2471g  Substanz  gaben:  0,7680g  CO,  =  84,77^  C und 

0,1695g^,O=7,62^//. 

(2.)  0,2323  g  Substanz  gaben:  45,3  CG. AT  bei  756,4  mm  Druek 

und  5,5°  =  8,00^  iV. 

Da  die  Bräunung  der  Substanz  im  Lichte  und  an  der  Luft 
darauf  hinzudeuten  schien,  dass  dieselbe  noch  nicht  ganz  rem 


Ueber  Elektrolyse  des  Phenols  mit  Wechselströmen.    It8 

sei,  so  dampfte  ich  die  alkoholischen  Mutterlaugen  ein  und  reinigte 
die  Substanz  durch  mehrmalige  Sublimation  im  luftverdtlnnten 
Räume  bei  140 — 150^^  nachdem  ich  mich  durch  besondere  Ver- 
suche überzeugt  hatte,  dass  das  Sublimat  aus  Alkohol  in  genau 
denselben  Formen  unter  dem  Mikroskope  auskrystallisirte,  wie 
die  nicht  sublimirte  Substanz.    Die  ursprünglich  beabsichtigte 
Destillation  mit  Wasserdämpfen  erwies  sich  als  untbunlioh,  da 
die  Substanz  mit  diesen  zu  wenig  flüchtig  war;  das  übergegangene 
Wasser  hatte  gelbe  Farbe  und  schön  grüne  Fluorescenz.    Zur 
Sublimation  im  luftverdünnten  Räume  diente  mir  mit  bestem 
Erfolge  ein  kleines  Fractionirkölbchen,  an  dessen  Ableitungs- 
röhre ein  Glashahn  angeschmolzen  war;  in  das  weite  Rohr  war 
mittelst  eines  Korkes  ein  nicht  zu  dünnwandiges  Substanzröhr- 
chen  eingesetzt,  welches  bis  in  die  Mitte  der  Kugel  reichte  und 
beständig  von  einem  kalten  Wasserstrom  durchflössen  wurde. 
Nachdem  die  Substanz  in  die  Kugel  gebracht  war,  wurde  dieses 
KtLhlrohr  eingesetzt,  die  Luft  mit  einer  Strahlpumpe  ausgepumpt, 
der  Hahn  geschlossen  und  nun  die  Kugel   in  ein  Paraffinbad 
versenkt,  welches  auf  1 40 — 1 50°  erhitzt  w^urde;  im  Laufe  einiger 
Stunden  setzte  sich  dann  das  Sublimat  als  eine  dicke,  schön 
krystallinische  Schicht  an  das  Kühlrohr  an,  und  konnte  nach  dem 
Erkalten  mit  diesem  herausgenommen  werden.    Das  Sublimat 
bestand  aus  weissen  Blattern,  denen  kleine  gelbliche  Oeltröpfchen 
aufsassen;  die  Menge  der  letzteren  schien  zu  wachsen,  als  die 
Luft  nicht  möglichst  vollständig  ausgepumpt  worden  war,  auch 
machte  sich  dann  beim  Oefl'nen  des  Apparates  ein  deutlicher  indol- 
artiger  Geruch  bemerklich.   Zur  völligen  Reinigung  wurde  das 
Sublimat  aus  heissemca.  50^  Alkohol  umkrystallisirt,  abgesaugt 
und  mit  ca.  30^  Alkohol  gewaschen,  bis  es  rein  weiss  erschien. 
Jetzt  bildete  es  prächtige  Blättchen,  die  in  heissem  Wasser  nur 
äusserst  wenig,  in  Alkohol  leicht  löslich  waren  und  bei  108" 
schmolzen;  bei  der  Analyse  derselben  erhielt  Herr  Dr.  Siegfried 
folgende  Zahlen  (II) : 

(i.)  0,1l>82g  Substanz  lieferten  0,4895g  C0,  =  84,38^  C,  und 

0,1086g//,O  =  7,63^//. 

(2.)  0,2370g  Substanz  lieferten  18,3  CC. Abel  746mmDruckund 

16"  =  8,82^  A'. 

Die  Werthe  führen  ebenso  wie  die  oben  mitgetheilten  zu 
der  Formel:  C^^IJ^^^%  für  welche  sich  berechnen: 

Hath.-phyH.  C'lasüe  18-sr».  8 
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Ber.               I. 

II. 

C,,:U4 

...  84,21    ...  84,77 

. . .  84 , 38 

//,,  :     43 

...     7,60  ...     7,62 

. . .     7 , 63 

iV     :     U 

...     8,i9  ...     8,00 

...         O  ,  O  5 

Mi 

100,00        100,39 

100,83 

In  Analyse  II  stimmen,  wie  man  sieht,  Kohlenstoff-  und 
Wasserstoffgehalt  sehr  gut  mit  den  berechneten  Werthen  ttber- 
ein ;  die  offenbar  mit  einem  Fehler  behaftete  Stickstoffzahl  halx? 
ich  nur  angeführt  um  zu  zeigen,  dass  die  Subst^mz  sauersloffTrei 
ist.  Erwähnen  will  ich  noch,  dass  die  zur  Analyse  l  dienende, 
nicht  sublimirtc  Substanz  in  conc.  Schwefelsaure  gelöst  mit  etwas 
Salpetersaure  versetzt  eine  schön  dunkelgrüne  Färbung  einnahm, 
welche  beim  Stehen  allmählich  in  Gelb  tiberging;  die  möglichst 
reine  Substanz  gab  jedoch  diese  Reaction  nur  äusserst  schwach, 
so  dass  sie  vermuthlich  nur  einer  Spur  eines  verunreinigenden 
Körpers  zuzuschreiben  ist. 

Die  Verbindung  C^^H^^Nhai  demnach  dieselbe  Zusammen- 
setzung wie  das  Uydrocarbazol  von  Grabe  und  Glaser,  doch 
scheint  sie  mit  diesem  nur  isomer  zu  sein,  da  dessen  Schmeli- 
punkt  bei  120°  liegt.  Gegen  die  Identität  mit  Uydrocarbazol 
spricht  auch  die  Bildungsweise  der  Substanz,  wenigstens  wenn 
das  Uydrocarbazol  als  ein  Derivat  des  Diphenjls  anzusehen  ist 

Wenn  es  nun  auch  nicht  gelungen  ist,  die  Verbindung  C^,  H^^  0. 
deren  Vorhandensein  in  dem  untersuchten  Phenol  vermulhel 
wurde,  selbst  in  reinem  Zustande  abzuscheiden,  so  wird  doch 
deren  Anwesenheil  durch  die  Bildung  des  Körpers  C^^H^^^  be- 
wiesen. Denn  in  Folge  ihres  unzweifelhaft  ketonartigen  Charakters 
reagirte  die  Verbindung  C^^H^^O  mit  Phenylhydrazin  unter 
Wasserabspaltung  nach  der  Gleichung  : 

und  das  Hydrazid  C'^^^f^^.^\  gab  bei  der  Behandlung  mit  Säiirp 
einfach  Ammoniak  ab: 

Auf  diese  Weise  erklärt  sich  die  Entstehung  des  Körpers 
C^^i/^jiVsehreinfachund ungezwungen, denn  die  vorausgesetzten 
Rcactionen  sind  auch  in  anderen  ahnlichen  Fallen  nachgewiesen 
worden.  Die  Verbindung  CJi^^O  ist  mit  Mesitylox\d  isomer: 
ich  schlage  für  dieselbe  den  Namen  Jfydrophetiokeion  vor,  umi 
für  die  Verbindung  C^^H^^N  den  Namen  IlydrophenantW, 
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Die  Eildung  des  Ilydropfaeiioketons  bei  der  Elektrolyse  des 
Phenols  mit  Wechselströmen  ermöglicht  nun  auch  die  Erklärung 
der  Entstehung  der  fetten  SUuren  aus  dem  Phenol  bei  demselben 
Processe.  Wie  ich  in  der  angeführten  Abhandlung  gezeigt  habe, 
bilden  dieselben  eine  Ueihe  mit  abnehmendem  Kohlenstoifgehalte, 
so  dass  ich  schon  damals  vermuthete,  sie  möchten  sümmtlich 
von  Säuren  mit  (7,,  (Gapronsüure  und  Adipinsäure),  welche  un- 
mittelbar aus  dem  Phenol  hervorgingen,  abstammen.  Die  Ver- 
niuthung  fand  eine  kräftige  Stütze  in  den  Resultaten,  welche 
mir  später  die  Untersuchung  der  Elektrolyse  der  Capronsäure 
mit  Wechselströmen')  gab,  allein  die  Entstehung  der  Gapron- 
säure selbst  aus  dem  Phenol  blieb  noch  unaufgeklärt,  insofern 
als  die  Bildung  eines  Zwischenproductes  sehr  wahrscheinlich, 
aber  noch  nicht  nachgewiesen  war.  Jetzt  ist  diese  Lücke  aus- 
gefüllt, denn  das  Hydrophenoketon  ist  ohne  Zweifel  dieses  ge- 
suchte Zwischenproducl.  Dasselbe  entsteht  aus  dem  Phenol  auf 
ähnliche  Weise ,  wie  das  Hexachlorbenzol  aus  Benzol ,  indem 
durch  Anlagerung  von  Wasserstoff  alle  doppelten  Bindungen  ge- 
löst werden : 

HC         COM  H^C         C, 

I        II      +  3  /y,  ==      I       I  N/y 

HC  CH  H^C         CH^ 

II  If, 

das  [socarbinol  C^JI^^O  wird  aber  sogleich  durch  Oxydation  in 
das  Keton  vorwandeil: 

,C.  OH  .C 

/      -^  /  /   \ 

H^r.       c  iij'       CO 


II    +0^       I        I       +//.0 
IIJ'        t'lK  ILC       CIK 

llexah)  drophenol  Hulrophcnoketon 

i)  Ber.d.kgl.  Sachs.  Ges.  iJ.Wiss.  Matli.-phys.  Cl.,  SitE.v.i  Moi  inM. 
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Die  Ueberftthrung  dieses  letzteren  in  Hydrophenanilid  er- 
giebt  sich  denn  leicht  aus  folgenden  Gleichungen : 

tf,  /f. 

//,  C        CO  NH.  Cj  W,        «,  C         C  —  N.  C,  ff, 

I.  I  I         +    I  =1  I  \    I  +  «tO 

ff,c      c//,      A'ff,  //jC      c.n^N.n 

ff,  ^t 

Hydrophenoketon     Phenylhydrazin 

/\  /\ 

II.  I  l\J,i      '  +  w.s«4=      I         \\;N.CJJ,+{H,S}m\ 

ff,  ff, 

Hydrophenanilid 

Die  Entstehung  der  Gapronsüure  aus  dem  Il^drophenoketon 
ist  leicht  verständlich,  denn  es  bedarf  zu  diesem  Zwecke  nur 
einer  Zuführung  von  0+  11^ ,  wodurch  der  Ring  gesprengt  wird. 

H,  H, 

/\  /\ 

H^C         CO  H^C         CO.OH 

I  I       +0  +  ff,=        I 

Hydrophenoketon  Normalcapronsäure 

Zu  den  wenigen  bekannten  Beispielen  von  Umwandlung 
einer  aromatischen  Verbindung  in  eine  fette  haben  die  vorliegen- 
den Untersuchungen  ein  neues  hinzugefügt;  in  der  Elektrolyse 
mit  Wechselströmen  haben  wir  ein  Mittel  gefunden,  um  das 
Phenol  in  Säuren  der  Ameisen-  und  der  Oxalsäurereihe  über- 
zuführen. Wie  ein  Blick  auf  die  oben  entwickelten  Formeln 
und  Gleichungen  lehrt,  wird  dieses  Resultat  durch  Zusammen- 
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wirken  von  Oxydalions-  und  Reductionsprocessen,  bez.  Anlager- 
ung und  Wegnahme  von  Wasserstoff-  und  SauerstolfatODicn  er- 
reicht, und  die  lange  Reihe  von  Producten,  welche  bei  dieser 
Art  der  Elektrolyse  aus  dem  Phenol  entstehen,  lässt  deutlich  er- 
kennen, dass  in  der  geeigneten  Verbindung  von  Oxydation  und 
Reduction  ein  Weg  gegeben  ist,  welcher,  vom  Phenol  ausgehend, 
zu  immer  einfacheren,  d.  h.  kohlenstoflTärmeren  Verbindungen 
fuhrt  und  bei  Kohlensäure  und  Wasser  endet.  Schon  früher  habe 
ich  darauf  hingewiesen^),  dass  die  Verbrennung  der  Nahrungs- 
und Gewebsbestandtheile  im  Thierki$rper  jedenfalls  auf  dem- 
selben Wege  erfolgt,  denn  einestheils  sind  intermediäre  Stoff- 
wechselproducte  bekannt,  welche  zu  NahrungsstofTen  in  ähnlicher 
Beziehung  stehen,  wie  die  Glieder  der  in  diesen  Versuchen  er- 
haltenen Reihen  fetter  Säuren  unter  einander  (man  vergleiche 
z.  B.  Dextrose  Og/f„  Og  und  Glykuronsäure  Cf^H^f^  0^  mit  Capron- 
säure  Cß H^ ,  0,und  Adipinsäure  C^  H^^O^ ,  oder  Buttersäure  C^  H^O^ 
und  Bemsteinsäure  C^H^O^),  und  andemtheils  wird  auf  diese 
Weise  die  Verbrennung  complicirterer  Moleküle  zu  Kohlensäure 
und  Wasser  so  einfach  und  ruhig  wie  nur  irgend  möglich  be- 
wirkt. Wasserstoff  und  Kohlenstoff  werden  ein  Atom  nach  dem 
andern  herausgenommen,  ohne  dass  ein  plötzlicher  totaler  Zer- 
fall einträte;  ein  Molekül  Buttersäure  z.  B.  wird  nicht  durch 
gleichzeitige  Aufnahme  von  10  Atomen  Sauerstoff  plötzlich  zu 
Kohlensäure  und  Wasser  verbrannt,  sondern  dasselbe  geht  nach 
einander  in  Oxybuttersäure,  Bernsteinsäure,  Milchsäure,  Malon- 
säure,  Glykolsäure,  Oxalsäure  und  Kohlensäure  unter  stetiger 
Abspaltung  von  Wasser  und  Kohlensäure  über. 

Aus  den  Versuchen  mit  Phenol  lässt  sich  ferner  entnehmen, 
dass  dasselbe  im  Organismus  behufs  vollständiger  Verbrennung 
erst  in  Körper  der  fetten  Reihe  übergeführt  werden  muss:  kann 
der  sogenannte  Benzolring  nicht  gesprengt  werden,  so  tritt  die 
aromatische  Verbindung  als  solche,  bez.  mit  einer  anderen  gepaart, 
im  Harn  aus  —  findet  aber  die  Sprengung  statt,  so  fallen  die 
gebildeten  Fettkörper  der  vollständigen  Verbrennung  anheim 
wie  sonst.  Merkwürdig  erscheint  in  dieser  Beziehung  auch  die 
bekannte  Thatsache,  dass  in  manchen  Fällen  der  aromatische 
Paarling  den  mit  ihm  verbundenen  Fettkörper  vor  weiterer  Zer- 
störung schützen  kann,  wie  z.  B.  die  Benzoösäurc  des  Glykokoll. 


i)  Ber.  d.  kgl.Sttchs.  Ges.d.  Wiss.  Math.-phys.  Gl.,  Sitz.  v.  2.  MaM886. 
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Wenngleich  nun  der  angegebene  Weg  zur  Verbrennung  theore- 
tisch auf  alle  organischen  Substanson  anvvondbar  erscheint,  so 
deuten  doch  gewisse  Thatsachen  darauf  hin,  dass  dies  für  den 
thierischen  Organismus  nicht  ohne  Weiteres  gilt,  dass  vielmehr 
in  diesem  behufs  der  Verbrennung  verschiedener  Substanzen 
verschiedene  Bedingungen  erfttUt  sein  müssen.  Das  bekannteste 
Beispiel  für  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  bietet  der  Diabetes: 
der  Organismus  des  Kranken  vermag  noch  sehr  wohl  Eiweiss, 
Fett,  organische  Säuren,  Benzol  zu  oxydiren,  nicht  aber,  oder 
wenigstens  nicht  in  genügendem  Maasse  Zucker.  Nencki  und 
Sieber  ^ )  suchen  den  Grund  dieser  Erscheinung  in  dem  Umstände, 
dass  der  Zucker,  um  verbrannt  werden  zu  können,  im  Organismus 
erst  in  Säuren  übergeführt  werden  müsse  und  dass  die  Fähigkeit 
hierzu  dem  Diabetiker  abgehe;  allein  abgesehen  davon,  dass 
dieser  oft  auch  Säuren  (/if-Oxybuttersäure)  nicht  mehr  zu  ver- 
brennen vermag,  sagt  auch  diese  Annahme  nichts  Anderes  aus, 
als  dass  behufs  vollständiger  Verbrennung  verschiedener  orga- 
nischer Substanzen  im  Thierkörper  verschiedene  Bedingungen 
erfüllt  sein  müssen.  Man  kann  deshalb  aber  auch  nicht  eine 
allgemeine  Methode  aufstellen,  um  das  Oxydationsvermögen  des 
Organismus  überhaupt  zu  messen;  Nencki  und  Sieber*)  schlagen 
zu  diesem  Zwecke  die  Eingabe  von  Benzol  und  Bestimmung  des 
im  Harne  ausgeschiedenen  Phenols  vor,  allein  ein  derartiger 
Versuch  kann  über  nichts  weiter  Aufschluss  geben,  als  tiber 
die  Fähigkeit  des  Organismus  Benzol  zu  oxydiren. 

Schliesslich  will  ich  noch  auf  zwei  Punkte  hinweisen,  welche 
geeignet  sind  die  Aehnlichkeit  der  Processe  in  meinen  Versuchen 
mit  denen  im  Organismus  noch  deutlicher  zu  zeigen.  Erstens 
hat  sich  bei  allen  Versuchen  über  Synthesen  durch  überlebende 
Organe  (SceiiiEnEBERG  und  Blttge;  Kochs)  als  nothwondig  heraus- 
gestellt, arterielles  Blut  zur  Durchleitung  zu  benutzen,  woraus 
man  schliessen  darf,  dass  ein  Oxydationsprocess  für  das  Zu- 
standekommen der  Synthese  nothwendig  ist;  in  voller  Ueher- 
einstimmung  steht  damit  meineSynthesederPhenolätlicrschwefel- 
säure,  denn  auch  für  diese  ist  eine  Oxydation  mit  nachfolgender 
Beduction  erforderlich: 

i.  c,//5.oi/+ 7/0. SO,. o/y-fo= (;,//,. o.o..s(>^.o//+//,o, 
II.  c,//,. 0.0. SO,. o//-f//,  =  6;//,. O.SO,. 07/ -fyy,o, 

\)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  (2;  26,  1. 
2)   Pflüger's  Archiv,  31,  319. 
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wobei  die  Vereinigung  des  Phenols  mit  der  Schwefelsäure  das 
Werk  des  Sauerstoffs  ist.  Zweitens  wird  im  Organismus  aus 
Phenol  zwar  Brenzcatechin  und  Hydrochinon  durch  Oxydation 
gebildet,  nicht  aber  Resorcin,  und  dem  entspricht  voIlstUndig 
das  Resultat  meiner  Versuche:  Brenzcatechin  und  Hydrochinon 
konnten  in  der  elektrolysirten  Phenollösung  leicht  nachgewiesen 
worden,  Resorcin  dagegen  nicht,  trotz  besonders  darauf  gerich- 
teter Bemühungen.  Dass  eine  so  weit  gehende  Aehnlichkeit 
zwischen  dem  Versuche  und  den  Vorgängen  im  lebenden  Orga- 
nismus lediglich  auf  Zufall  beruhe,  ist  nicht  wahrscheinlich,  wohl 
aber  die  Annahme,  dass  in  der  That  ersterer  das  treue  Abbild 
der  letzteren  darstellt. 

Leipzig,  im  Mai  1888. 
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C.  Keumaniiy  Ueber  die  Sletiykeit  mehrdeutiger  Functionen. ') 

In  meinem  Werke  über  die  Riemann'sche  Theorie*)  habe  ich 
im  sechsten  Capitel  eine  neue  und  einfache  Methode  mitgetheilt 
zur  Untersuchung  der  Stetigkeit  mehrdeutiger  Functionen.  Es 
mag  mir  gestattet  sein,  den  eigen tl  ichen  Grundgedanken  dieser  Me- 
thode, welcher  in  jener  Publication  wohl  nicht  hinreichend  deut- 
lich hervortritt,  hier  durch  ein  einfaches  Beispiel  zu  erläuteni. 

Die  Function  f(z)  sei  auf  der  js-Ebene  innerhalb  eines  gege- 
benen Gebietes  %  eindeutig  und  stetig ;  und  Gleiches  gelte  inner- 
halb S  auch  von  /"(s).  Alsdann  wird  bekanntlich  f[z)  selber, 
und  ebenso  auch  f(z)  —  c^  innerhalb  Ä  immer  nur  in  einzelnen 
Punkten  verschwinden  können.  Dabei  soll  c^  eine  gegebene 
Constante  vorstellen. 

Einer  vo7i  diesen  einzelnen  Punkten,  in  denen  f(z)  —  c^  inner- 
halb ä  verschwindet,  mag  z^  heissen.  Es  soll  untersucht  werden, 
wie  3j  sich  ändert,  falls  man  c,  sich  ändern  lässt. 

Man  construire  innerhalb  ?l  die  Kreisfläche  {z^ ,  f ) ,  d.  h.  eine 
Kreisfläche,  deren  Centrum  in  z^  liegt,  und  deren  Radius  =  e  isl. 
Dabei  soll  e  einen  beliebig  gegebenen  Kleinheitsgrad  vorstellen. 
Jedenfalls  aber  soll  e  so  klein  sein,  dass  in  Erstreckung  der 
Flache  (3^ ,  e)  die  Function  f(z)  —  c^  nur  allein  in  z^  verschwindet. 
Alsdann  wird  also  z.  B.  am  Rande  dieser  Fläche  f(z)  —  c^  durch- 
weg 4=  0,  mithin  mod  [flz)  —  c^]  durchweg  >  0  sein.  Folglich 
wird  eine  positive  Constante  ^q  angebbar  sein,  der  Art,  dass  für 
alle  Punkte  z  dieses  Randes  die  Fonnel  stattfindet: 

(1 .)         mod  [f{z)  —  cj  >  2^  ;     am  Rande  von  (z^ ,  e)  . 


\ )  Dieser  Aufsatz  vurde  zum  Druck  eingereicht  während  der  Sitzung. 
3)  C.  Neiimann:    Vorlesungen    über  die  Riemann'sche  Theorie  der 
Aberschen  Integrale.  11.  Aufl.  Leipzig  1884. 


Ueber  die  Stetigkeit  mehrdeutiger  Functionen.  121 

Es  sei  nun  c  irgend  eine  fieiie  Constante.  Alsdann  folgt  aus 
der  identischen  Gleichung 

/■(=)  -  0  =  [/-(s)  -  c,]  +  [c.  -  c] 
sofort: 

mod  [f[z)  —  c]  ^  mod  [f{z)  —  cj  —  mod  [i\  —  c]  . 

Bringt  man  diese  Formel  in  Anwendung  auf  den  Rand  der  Flüche 
(z^ ,  t),  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (1 .)  : 

(2.)  mod[f{z]  —  c]  >  2p  —  mod[r,  —  c];     am  Rande  von  (s,,  e) . 

Unter  wirft  man  jetzt  jene  neue  Constante  c  der  Bedingung: 

(3.)  mod  [c  —  cj  <  p  , 

so  erhält  man  aus  (2.) : 

(4.)  mod  [f(z]  —  (•]  >  p  ;     am  Rande  von  (3, ,  e]  . 

Mit  andern  Worten:  Unterwirft  man  c  der  Bedingung  i3J, 
lüsst  man  also  diese  Constante  c  auf  der  c-Ebene  innerhalb  des 
Kreises  (c^ ,  q)  beliebig  variiren,  so  wird  dabei  der  Nenner  des 
über  die  Peripherie  von  (3, ,  f)  erstreckten  Integrals 


7rJ  '/(r,,  •) 


<//•(=) 


^^'-  2  7r .•./„,..,    r[z)-c 

niemals  0  werden  können.  Folglich  wird  dieses  Integral  während 
jener  Variation  nur  in  stetiger  Weise  sich  ändern  können,  und 
daher,  weil  es  stetiger  Aenderungen  unfähig  ist,  constant  bleiben. 
Dass  nämlich  dieses  Integral  stetiger  Aenderungen  unfähig  ist, 
ergiebt  sich  aus  einem  bekannten  GAUCHY^schen  Theorem,  dem- 
zufolge der  Werth  des  Integrals  die  Anzahl  der  elementaren 
Nullpunkte  der  Function  f{z)  —  c  innerhalb  der  Fläche  [z^,  e) 
repräscnlirt;  so  dass  also  der  Werth  des  Integrals  immer  nur 
eine  ganze  Zahl  sein  kann. 

Mit  Rücksicht  auf  dieses  GArcHV^schc  Theorem  ist  übrigens 
der  soeben  über  die  Gonstanz  des  Integrales  (5.)  ausgesprochene 
Satz  offenbar  auch  so  ausdrückbar :  Lässt  man  c  innerhalb  des 
Kreises  (c^ ,  q)  beliebig  variiren,  so  wird  dabei  die  Anzahl  der 
innerhalb  (j5^,£)  vorhandenen  elementaren  Nullpunkte  der  Function 
f(z)  —  c  constant  bleiben.  Es  werden  mithin,  während  dieser 
Variation,  diejenigen  Nullpunkte,  welche  zu  Anfang  innerhalb 
des  Kreises  (s^,  b)  vorhanden  waren,  innerhalb  dieses  Kreises 
verbleiben^  und  auch  keine  neuen  zu  denselben  hinzutreten. 
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Bezciohnet  man  also  die  innerhalb  des  Kreises  {z^J  e)  vor- 
handenen elementaren  Nullpunkte  von/'(s) —  c  mit  s\  z\  ...  3^"), 
so  werden,  so  lange  c  innerhalb  (c^ ,  q)  bleibt,  die  Moduln  der 
Grössen 

^'     rr  r"     "  '•('*)   •» 

durchweg  <^  b  bleiben.  Folglich  sind  z^  3",  . . .  sW  sletige  Func- 
tionen von  c.  Ueberdies  erkennt  man  leicht,  dass  z\  3", ...  3^") 
für  c  =  c^  in  3^  übergehen,  und  gelangt  daher  zu  folgendem  Satz: 

£■5  seien  f{z)  und  f'[z)  auf  der  z- Ebene  innerhalb  eines  ge- 
gebenen Gebietes  %  eindeutig  und  stetig.  Ferner  sei  z^  ein  gegebener 
Punkt  innerhalb  91,  t/nrf  f{z^)  =  c^.  Betrachtet  man  alsdann  die 
Wurzeln  z  der  Gleichung  f{z]  =  c,  so  werden  diese  Wurzeln 
Functionen  von  c  sein.  Und  zwar  werden  diejenigen  dieser  Wurzeln^ 
welche  für  c  =  c^  den  }yerth  z^  besitzen,  Functionen  von  c  sei«, 
die  [auf  der  c-Ebene)  im  Punkte  c^  stetig  smd. 

Uobrigons  ist  die  hier  in  Kürze  angedeutete  Methode  von 
mir  in  dem  genannten  Werke  nicht  nur  auf  Gleichungen  vod 
der  Form  f{z)  =  c,  sondern  auch  auf  Gleichungen  von  der  all- 
gemeinem Form  f{z,  c)  =  0  angewendet  w^orden. 


Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  noch  einige  Bemerkungen 
hinzuzufügen  über  die  drei  letzten  Capitel  jenes  Werkes.  — 
Bei  meinem  dortigen  Beweise  der  Rikmann  sehen  Exis(enztheoi-eme 
spielt  diejenige  combinatorische  Methode,  welche  ich  daselbst 
als  die  der  gürtelförmigen  Verschmelzung  bezeichnet  habe,  eine 
hervorragende  Rolle.  Auch  ist  mir  noch  sehr  wohl  in  Erinneninsj, 
wie  viel  Mühe  und  Zeit  ich  damals  aufwenden  musste,  um  diese 
Methode  zu  finden,  und  die  Gorrectheit  derselben  strenge  zu 
beweisen.  Um  so  mehr  sehe  ich  mich  veq^dichtet,  zu  bemerken, 
dass  diese  Methode  (\\  ie  ich  vor  Kurzem  durch  eine  Mittheiluns 
von  H.A.  Schwarz  erfahren  habe)  schon  vor  mir  von  II.  A.  Schwarz 
gefunden  und  publicirt  worden  ist,  in  seiner  Abhandkmg  von 
1870,  in  den  Berichten  der  Berliner  Akademie.  Auch  würdeich, 
wenn  ich  im  Jahre  1884,  bei  Herausgabe  meines  Werkes,  auf 
diese  ScnwARz'sche  Abhandlung  aufmerksam  geworden  wäre, 
sicherlich  nicht  unterlassen  haben,  in  jenem  Werke  zu  bemerken, 
dass  die  Beweise  der  in  Rede  stehenden  Existenztheoreme  schon 
in  dieser  ScHWARz'schen  Abhandlung,  wenn  auch  zum  Thei!  in 
ganz  anderer  Art,  gegeben,  oder  wenigstens  angedeutet  sind. 
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Indem  ich  in  dieser  Beziehung  die  Priorität  des  Herrn  Schwarz 
bereitwilligst  anerkenne,  möchte  ich  gleichzeitig  meinerseits  die 
Priorität,  Herrn  Schwarz  gegentlber,  nach  einer  andern  Richtung 
in  Anspruch  nehmen.  Bereits  im  Jahre  i861  habe  ich  gewisse 
allgemeine  Probleme  der  von  mir  aufgestellten  Theorie  des 
Logarithmischen  Potentials  fttr  die  Ellipse  und  auch  für  eine 
gewisse  Classe  allgemeinerer  Curven  gelöst,  und  zwar  Probleme, 
welche  diejenigen  der  conformen  Abbildung  als  speciellen  Fall 
in  sich  enthalten.  Auch  habe  ich  die  Uauptresultate  meiner 
damaligen  Untersuchungen  in  meiner  Abhandlung  über  die 
Gleichung  JQ>  ==  0,  im  Jahre  18CI  publicirt  (Crelle^s  Journal, 
Bd.  59) ;  während  die  Untersuchungen  von  Schwarz  über  die 
conforme  Abbildung  der  Ellipse  erst  im  Jahre  i  868;  69  veröfTent- 
licht  worden  sind.     (Annali  di  Matematica,  Tomo  III,  pag.  166.) 

Dass  jene  von  mir  behandelten  allgemeinen  Probleme  des 
Logarithmisehen  Potentials  die  Aufgaben  der  conformen  Abbilr 
düng  als  speciellen  Fall  in  sich  enthalten,  darauf  habe  ich  damals, 
im  Jahre  4  86-1 ,  allerdings  nicht  aufmerksam  gemaoht,  und  zwar 
aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  mir  zu  jener  Zeit  die  Bikmann- 
sehen  Abhandlungen,  und  überhaupt  auch  der  Begriff  der  con- 
formen Abbildung  noch  völlig  unbekannt  waren. 

Uebrigens  lege  ich  w^eniger  Gewicht  darauf,  das  Problem 
der  conformen  Abbildung  specioll  für  die  Ellipse  gelöst  zu  haben, 
als  vielmehr  auf  die  Vortheile,  welche  aus  meiner  damaligen 
Untersuchung  von  1861  fttr  die  Lösung  der  Probleme  der  con- 
formen Abbildung  im  Allgemeinen  sich  ergeben. 


Eichard  Schamann,  lieber  den  Gang  der  Pendeluhr 
F.  Dencker  XU, 

L 

Die  nachstehende  Untersuchung  enthalt  eine  Discussion  des 
Ganges,  welchen  die  im  Titel  genannte  und  seit  488^  als  Haupt- 
uhr  der  Leipziger  Sternwarte  dienende  Uhr  in  den  Jahren  4883 
bis  1 887  gezeigt  hat.  Eine  genauere  Mittheilung  hierüber  dürfte 
um  so  mehr  von  Interesse  sein,  als  es  sich  um  die  erste  aus  der 
Dencker^schen  Werkstatt  hervorgegangene  Uhr  handelt,  deren 
Verhalten  einer  schärferen  Prüfung  unterzogen  worden  ist.  Ich 
gebe  zunächst  eine  Zusammenstellung  der  für  das  Yerständniss 
des  Folgenden  erforderlichen  Daten  auf  Grund  des  Materials, 
welches  mir  für  die  vorliegende  Untersuchung  von  Herrn  Prof. 
Bruns  zur  Verfügung  gestellt  wurde. 

Die  Uhr  (aufgestellt  \  88^  Juni  4  9)  hängt  an  der  Nordseile 
eines  isolirten  Backsteinpfcilers  in  einem  Verschlage,  welcher 
von  dem  Gorridor  unter  der  Ostkuppel  der  Sternwarte  abgetrennt 
wurde.  Die  Uhr  ist  dadurch  gegen  raschen  Temperaturwechsel 
einigermassen  geschützt;  dagegen  macht  der  Aufstellungsraam 
den  jährlichen  Gang  der  mittleren  Tagestemperatur  vollständig 
mit,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Nebenräume  im  Winter 
gebeizt  werden  müssen.  Leider  Hess  sich  kein  hinsichtlich  der 
Wärmeschwankungen  geeigneter  Raum  für  die  Aufstellung  aus- 
findig machen ,  wenn  man  i^ht  die  Uhr  der  Gefahr  des  Röstens 
aussetzen  wollte.  Die  Befestigung  ist  die  bisher  auch  bei  guten 
Uhren  vorwiegend  übliche,  d.  h.  das  Stück  für  die  Pendelauf- 
hängung und  die  Consolc  für  das  Werk  sitzen  an  der  Rückwand 
des  Holzgehäuses ,  und  die  Rückwand  des  Gehäuses  ist  an  der 
Mauer  befestigt. 
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Die  Hemmung  der  Uhr  ist  der  Graham'sche  Anker  in  der 
Kessels'schen  Form;  auch  in  anderen  Einzelheiten  schliesst  sich 
die  Construction  dem  von  Kessels  gegebenen  Modell  an.  Das 
Pendel  besitzt  eine  Stahl-Zink*Gompensation,  bei  deren  Her- 
stellung der  Auswahl  des  Materials  ganz  besondere  Sorgfalt  ge- 
widmet worden  war.  Die  Stahlstangen  sind  durch  langdauernde 
Erhitzung  und  langsames  Abkühlen  von  jeder  Spannung  befreit 
worden,  ebenso  ist  das  Zink  einem,  allerdings  ziemlich  umständ- 
lichen Raffinirungsprocess  unterworfen  worden,  der  diesem  Ma- 
terial einen  feinen  und  gleichmässigen  Bruch  neben  relativ  grosser 
Festigkeit  und  Zähigkeit  gegeben  hat.  Die  Compensation  ist  nicht 
corrigirbar,  ausser  etwa  durch  Ktlrzung  aller  Stangen;  dieselben 
mnssten  deshalb  vorher  auf  einem  von  dem  Verfertiger  der  Uhr 
besonders  für  diesen  Zweck  gebauten  kleinen  Comparator  auf 
ihre  Ausdehnung  untersucht  werden.  Dass  dies  mit  der  hinrei- 
chenden Schärfe  geschehen  ist,  dtirfte  aus  der  Kleinheit  des  übrig 
gebliebenen  Gompensationsfehlers  hervorgehen,  der  von  der- 
selben Ordnung  ist,  wie  bei  anderen  anerkannt  guten  Uhren. 

Nach  einem  Jahre  ungestörten  Ganges  wurde  die  Uhr  4  883 
Juni  29  angehalten,  um  auf  Wunsch  des  Verfertigers  etwas  neues 
Oel  auf  das  Steigrad  und  in  das  Gabelstiftloch  zu  geben.  Zugleich 
wurde  das  Zuggewicht  verstärkt,  vorläufig  durch  Auflegen  von 
Gewichten,  weil  der  Schwingungsbogen  bei  niedrigerTemperatur 
mehr,  als  gut  schien,  sich  seiner  unteren  Grenze  näherte.  Ausser- 
dem wurde  der  Einfluss  bestimmter  Gewichtseinlagcn  in  den 
Schrottrichter  am  Pendel  ermittelt  und  darauf  hin  der  Gang  nach 
Möglichkeit  auf  Null  gebracht.  Die  in  der  Periode  \  883  August  \  1 
bis  1887  Juli  20  notirten  Eingriffe,  nämlich: 

1884  Juli  27:  Ersetzung  des  Zuggewichts  und  der  Zulage 
durch  ein  einziges  gleich  scWeres  Gewicht, 

1885  Mai:  Anbringung  von  Einsatzkästen  in  den  Fenstern 
der  Uhrkammer  zum  besseren  Schutze  gegen  Temperatur- 
schwankungen, 

1885  November  bis  1886  Februar  20:  bauliche  Aende- 
rungen  in  und  unter  der  Heliometerkuppel ,  welche  über  der 
Uhrkammer  liegt, 
haben ,  nach  Schwingungsbogen  und  Gang  zu  urtheilen ,  keinen 
merklichen  Einfluss  ausgeübt. 

Eine  rapide  Abnahme  des  Schwingungsbogens  war  die  Ver- 
anlassung, dass  die  Uhr,  deren  Reinigung  schon  einige  Monate 
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früher  hatte  vorgeuomroen  werden  sollen,  angehalten  wurde. 
Die  Revision  ergab,  ausser  der  nicht  weiter  aufTalligen  Verdickung 
des  Oels,  dass  der  vordere  Zapfen  der  Ankerwelle  zuletzt  in  roth 
gewordenem  Gel  gelaufen  war  und  dass  seine  Politur  etwas  ge- 
litten hatte. 

Da  der  Uhr  absichtlich  kein  elektrisdier  Contact  beigegeben 
wurde,  so  ist  l>ei  den  durchweg  chronographisch  ausgeführten 
Zeitbestimmungen  die  Vergieichung  von  D.  XU  mit  der  Hegistrir' 
uhr  stets  durch  eine  genügende  Anzahl  von  Signalen  bei  Beginn 
und  bei  ^rchluss  der  Zeitbestimmung  bewirkt  worden. 

Bis  i884  September  ^0  geschahen  die  Zeitbestimmungeo 
an  einem  gebrochenen  Passageninstrumente  im  Verticale  des 
Polarsterns;  an  jenem  Tage  trat  ausser  einem  Wechsel  des  Be- 
obachters auch  ein  solcher  des  Instrumentes  und  des  Meridians 
ein,  indem  von  da  ab  ausschliesslich  der  Meridiankreis  verwendet 
wurde.  Mit  zwei  Ausnahmen  fanden  bei  jedem  Beobachterwecbsei 
Anschlussbeobachlungen  statt,  um  die  Uhrgünge  rein  zu  erhalten. 
Die   sich   ergebenden  Reduciionen  waren  übrigens  sehr  klein. 

11. 

Dreimonatliebe  vergleichende  Ablesungen  an  zwei  Thermo- 
metern ergaben,  dass  die  oberen  Luftschichten  im  Uhrgehihise 
eine  höhere  Temperatur  haben  als  die  unteren ;  nach  Monat  und 
Tageszeit  geordnet  und  in)  Sinne  oberes  minus  unleres  Thermo- 
meter genomnien,  ergeben  sich  die  folgenden  Unterschiede: 


18»» 

2»" 

\0^ 

188-2  Juli 

+  0?2R 

+  0?50 

+  0?37 

August 

+  0.18 

+  0.30 

+  0.22 

September 

+  0.21 

+  0.42 

+  0.26 

Nach  Wagnkr  (Bulletin  der  St.-Pet<»rsburger  Akademie  1864. 
.luni)  ist  der  Kiniluss  einer  Temperaturschichtung  im  Betrage  \on 
einigen  Zehntel  Graden  auf  den  Gang  unwesentlich  bei  Queck- 
silbercompensation;  fUr  ein  Rostpendel  ist  der  Einfluss  selbstver- 
ständlich erheblich  geringer. 

Weiterhin  sind  die  Temperaturen  nur  noch  am  oberen 
Thermometer  notirt  worden  und  zwar  im  Anschluss  an  die  Al>- 
lesimgstcrmine  der  meteorologischen  Station^  zweimal  tiiglich, 
8»»  und  20\ 
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Da  die  Unterschiede  solcher  aus  einer  beschrankten  Anzahl 
von  Ablesungen  erhaltenen  Tagesniittel  von  den  wahren  nicht  rein 
zufälliger  Art  sind,  sondern  ira  Verlauf  des  Jahres  eine  gewisse, 
mit  der  tUglichen  Periode  zusaminenhiingende  GesetKmässigkeit 
besitzen,  so  ist  es  nöthig,  einen  Ueberschlag  zu  machen,  wie  für 
-unseren  Fall  Gang  und  Stand  dabei  entstellt  werden  können. 

£ntninm)t  man  nämlich  den  von  Bruhns  veröffentlichten 
meteorologischen  Jahrbüchern  von  1871-75  Monatsmittel  {=j>/^J, 
erhalten  aus  stündlichen  Aufzeichnungen  des  Registrirthenno- 
mcters  und  -baromoters,  berechnet  dazu  die  aus  nur  zweimaligen, 
nämlich  8*'  und  20^,  folgenden  Monatsmittel  (=Jlf^),  so  findet  man 
bei  der  Temperatur  für  M^^  —  M^  die  Werthe: 


1872 


3 


Mittel 


Januar 

H    0?47 

+  0?48 

-4-  0V5() 

+  0?49 

+  0?50 

Februar 

+  0.77 

+  0.45 

+  0.77 

+  0.68 

+  0.67 

März 

+  0.62 

+  0.88 

—  0.58 

+  0.40    . 

+  0.62 

April 

+  0.42 

+  0.59 

+  0.45 

+  0.13 

+  0.40 

Mai 

+  0.17 

+  0.15 

0.06 

0.00 

+  0,06 

Juni 

0.32 

0.06 

0.14 

0.15 

0.17 

Juli 

0.20 

+  0.03 

+  0.07 

0.01 

0.03 

August 

+  0.4  () 

+  0.52 

+  0.39 

+  0.50 

+  0.47 

September 

+  0.80 

+  0.78 

+  1 .06 

+  1.04 

+  0.91 

October 

+  0.94 

+  0.98 

+  1.44 

+  0.47 

+  0.96 

November 

+  0.53 

+  0.71 

+  0.58 

+  0.56 

+  0.59 

Decembor 

+  0.49 

+  0.49 

+  0.32 

+  0.42 

+  0.43 

Diesel!)e  Operation ,  für  Luftdruck  ausgeführt,  lieferte  nur 
Unterschiede  von  einigen  Hundertel  Millimetern,  also  durchaus 
unerhebliche  Grössen. 

Das  Verhällniss  der  iriglichen  äusseren  TemperaturptTiode 
zu  jener  im  Uhrgehäuse  ist  etwa  I  :  0,6,  wie  sich  aus  einer  Reihe 
von  Sinuiltanbeobachtungen  ergiebt,  welche  während  dreier 
Monate  speciell  zu  diesem  Zwecke  mit  drei  täglichen  Ablesungen 
angestellt  worden  waren.  In  der  Absicht,  der  Fehlerhaftigkeit 
der  gegebenen  Temperaturen  summarisch  entgegenzuwirken,  be- 
nutzte ich  diese  Zahl  und  die  durch  Mittelbilden  aus  allen  M^^-^M^ 
resuUirende  Reihe  zur  Berechnung  einer  Inlerpolationsformel, 
nach  welcher  dann  die  gegebenen  Temperaluren  umgeändert 
wurden.    Die  mit  beiderlei  Temperaturen  durchgeführte  Aus- 
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gleichung  der  Gänge  zeigte,  dass  die  beiden  Constanten  des 
Ganges  um  0J0O5 ,  die  beiden  Temperaturcoöfficienten  nur  um 
^'so  ihres  Werthes  voneinander  abwichen,  während  die  übrigen 
Go^fßcienten  ungeändert  blieben;  bei  der  hier  erreichbaren  Ge- 
nauigkeit kommen  derartige  Unterschiede  nicht  in  Betracht.  Es 
ist  aber  möglich,  dass  in  den  Gang-  oder  Standfehlem  einer 
guten  Uhr  eine  Abhängigkeit  von  der  Jahreszeit  hervortritt,  er- 
zeugt durch  Anwendung  solcher  fehlerhafter  Temperaturen;  nach 
Obigem  könnten  die  Abweichungen  in  Gang  0?0i,  in  Stand  0?5 
erreichen. 

III. 

Gang  und  Schwingungsbogen  sind  im  Folgenden  als  lineare 
Functionen  von  Luftdruck  und  Temperatur  vorausgesetzt  worden. 
Die  in  den  Gängen  bei  starken  Druckschwankungen  übrig  blei- 
benden Widersprüche  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung 
lassen  allerdings  vermuthen,  dass  hierbei  jene  Form  der  Dar- 
stellung keine  ganz  erschöpfende  ist;  es  war  jedoch,  wie  der 
Versuch  ergab,  nicht  möglich,  diese  Differenzen  durch  ein  in 
Bezug  auf  den  Luftdruck  quadratisches  Glied  wesentlich  zu  ver- 
mindern. 

Eine  graphische  Darstellung  des  Schwingungsbogens,  des 
Ganges  und  der  Uhrcorrectionen  zeigte  deutlich,  dass  es  nolh- 
wendig  sei,  erstens,  mit  der  Zeit  eingetretene  Veränderungen  tu 
berücksichtigen,  was  theils  durch  lineare,  theils  durch  quadra- 
tische Glieder  geschehen  ist;  zweitens,  die  Beobachtungendes 
letzten  Monats  von  der  Rechnung  auszuschliessen ,  da  dieselben 
in  ersichtlicher  Weise  starke  Unregelmässigkeiten  aufweisen. 

Man  findet  nun  weiterhin  für  die  beobachteten  Grössen  G 
Gleichungen  angesetzl  von  der  Form : 

G  =  Go+6.(/-/o)+c.(/~/j'+^.(r~rj  +  p.(Ä-Ä;: 

darin  bedeuten :  /  die  Zeit,  T  die  Temperatur  (in  Gelsiusgraden), 
B  den  Barometerstand,  t^^T^^  B^  gewisse  zweckmässig  zu  wählende 
Ausgangswerthe,  Gq  den  unbekannten  mittleren  Gang  oder 
Schwingungsbogen,  6,c,r/,edie  gesuchten  Coöfficient^n.  Die  Final- 
gleichungen für  diese  sind  theils  durch  die  einfache  Methode 
der  Umkehr  der  Vorzeichen  und  Summation,  theils  durch  die 
CauchVsche  Methode  gewonnen  worden ;  in  letzterem  Falle  unler 
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Benutzung  der  von  Yillargeau  (Connaissance  des  temps  485S) 
als  nothwendig  und  hinreichend  angeftthrten  Gontrolen. 

Man  begiebt  sich  dabei  allerdings  des  Vortheils  einer  exacten 
Fehlererraittelung ;  ein  Ersatz  hierfür  liegt  jedoch  darin,  dass  ich 
die  definitiven  Go(Jfficienten  zwar  durch  Zusammenfassung  des  ge- 
sammten  Beobachtungsmaterials  ermittle,  ausserdem  aber  auch 
die  für  einzelne  (meist  einjährige)  Zeitabschnitte  giltigen  Co^ffi- 
cientensysteme  berechne. 

IV. 

An  Dencker  XII  sind  beide  Enden  des  Schwingungsbogens 
täglich  einmal  (20^)  abgelesen  worden;  die  im  Uhrbuche  ange- 
gebenen und  für  die  Zeitbestimmungsintervalle  giltigen  halben 
Schwingungsbogen  zeigen  einen  engen  Zusammenhang  mit  der 
Temperatur.  Um  die  so  complicirte  Einwirkung  derselben  auch 
hinsichtlich  des  Schwingungsbogens  genauer  kennen  zu  lernen, 
habe  ich  diesen  einer  Ausgleichung  unterzogen. 

Das  Intervall  der  Ablesescala  beträgt  genau  \  0'  und  es  wer- 
den Zehntel  desselben  geschätzt;  parall aktische  Ablesefehler  sind 
durch  die  Art  des  Ablesens  vermieden.  Um  den  Einfluss  der 
Beobachtungsfehler  zu  verringern,  wird  man  den  Schwingungs- 
bogen über  bestimmte  Zeiträume  zu  Mittelwerthen  zusammen- 
fassen und  zwar,  wegen  der  Regelmässigkeit  der  Ablesung,  über 
gleichlange  Zeiträume.  Bei  der  Wahl  der  Dauer  eines  solchen 
hat  man  es  in  der  Hand,  zugleich  eine  wöchentliche  Periode  zu 
eliminiren. 

Beim  tiefsten  Stande  des  Zuggewichtes  schneidet  nämlich 
dessen  untere  Grenzfläche  ungefähr  mit  der  Mitte  der  Pendel- 
linse ab;  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  Linse  und  Gewicht 
beträgt  dann  2 — 3  cm  und  unter  der  Voraussetzung ,  dass  das 
letztere  dann  in  den  Bereich  der  »mitschwingenden  Luftmasscna 
gelangt  sei,  lässt  sich  vermuthen,  dass  hierdurch  eine  störende 
Wirkung  ausgeübt  werde.  Diese  Vermuthung  dürfte  übrigens 
schon  alt  sein. 

Zu  einem  hierauf  sich  beziehenden  Versuche  waren  schon  früher 
auf  Veranlassung  des  Herrn  Prof.  Bruns  die  halben  Schwingungs- 
bogen eines  Halbjahres  zu  Mitteln  vereinigt  und  gefunden  worden: 


2"  22.'4     22.'5      22.'7  23.'4      23.'4      22.'6 

der  Tag  des  Aufziehens  (^  20^)  wurde  weggelassen. 

Math.-pliyii.  Ciasse  ibbS.  9 
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Diese  Reihe  erstreckt  sich  nur  über  eine  halbe  TemperaUir- 
periode  (Januar  —  Juni) ;  es  liegt  nahe,  das  gesammte,  fast  vier- 
jährige Beobachtungsmaterial  zu  einem  umfassenderen  Versuche 
zu  verwenden ;  auch  scheint  es,  um  einen  wenigstens  angenäher- 
ten mittleren  Fehler  angeben  zu  können,  zweckmässig,  für  jede 
einzelne  Woche  diese  Periode  aufzusuchen. 

Man  erhält  nun,  ausgehend  von  der  letzten  Ablesung  vordem 
Aufziehen,  die  folgenden,  nach  Jahren  und  Wochentagen  geord- 
neten Unterschiede: 


4883 

4884 

4885 

4886 

4883—86 

6—6 

0" 

0" 

0" 

0" 

0" 

a—6 

+  45 

+    4 

+  42 

+    9 

+  40 

^—6 

+  23 

+  44 

+  27 

+  24 

+  24 

Q—6 

+  20 

+    6 

+  40 

+  56 

+  30 

t>— (3 

+  15 

+    8 

+  29 

+  34 

+  24 

Q—6 

+  21 

+    8 

+  25 

+  32 

+  24 

€—6 

+  41 

+  40 

+  42 

+  36 

+  47 

6—6 

0 

0 

0 

0 

0 

Als  mittlerer  Fehler  einer  Zahl  der  letzten  Reihe,  deren  jede  das 
Mittel  aus  402  Beobachtungen  ist,  ergiebt  sich  der  Werth:  ±  5' 
und  zwar  ohne  Rücksicht  auf  die  Veränderungen  des  Schwin- 
gungsbogens  durch  Temperatur  und  Luftdruck. 

In  den  Publications  of  the  Washburn  Observatorj'  II,  im 
Artikel :  The  sidereal  time  clock  (Hohwü),  findet  man,  als  Resultat 
directer  Beobachtung ,  die  Bemerkung  über  den  Schwingungs- 
bogen :  it  appears  to  decrease  as  the  driving  weight  falls. 

Aus  Uebereinstimmung  und  Sinn  der  Vorzeichen  obiger 
Unterschiede  ersieht  man,  dass  auch  der  Schwingungsbogen  yod 
Bengker  XII  beim  tiefsten  Stande  des  Zuggewichtes  am  kleiosteD 
ist;  nebenbei,  aus  dem  Gange  der  Zahlen,  dass  er  mindestens 
einen  Tag  braucht,  um  in  die  neue  Gleichgewichtslage  zu  koni- 
men ;  es  ist  dies  wohl  vereinbar  mit  Beobachtungen  des  Herrn 
Professor  Fokrster  (Astronomische  Nachrichten  2182 — 4:  Unte^ 
suchungen  über  Pendeluhren;  III). 

Mit  Rücksicht  auf  das  Vorhergehende  sind  bei  der  Unter- 
suchung der  Abhängigkeit  des  Schwingungsbogens  von  Luftdruck 
und  Temperatur  sogleich  7tägigeMittelwerthe  eingeführt  worden: 
es  ergeben  sich  für  diese  202  Gleichungen  von  der  Form: 
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Ueber  BEN  Gang  des  Pendbluhr  Dencker  XII. 


131 


Beob.  Schw.-B.  =  a+ b(t—Q  +  c  (t  —  < J*  +  d ( r—  1 0») 

+  e(i?— 750"^»). 

Hierin  bedeuten:  a  den  mittleren  Schwingungsbogen,  6, c,c/,e der 
Reihe  nach:  den  Co6fficienten  der  Zeit  /,  des  Quadrates  der  Zeit, 
der  Temperatur  T,  des  Barometerstandes  j9;  /^  steht  für  4885 
Juli  24,5;  t  gilt  für  die  Mitte  jeder  Woche,  die  Zeiteinheit  ist  für 
6:  3,5,  für  c:  350 Tage.  Die  in  der  1.  Reihe  der  folgenden  Tabelle 
enthaltenen  Epochen  beziehen  sich  auf  den  Anfang  jeder  Woche; 
die  7.  Reihe  giebt  gleich  die  Grössen:  U(S6  —  2^),  worin  man 
für  Sb  den  halben  Schwingungsbogen  zu  setzen  hat. 

Um  a  und  c  von  einander  zu  trennen,  ist  für  das  erstere 
substituirt  worden:  a  —  1,4c;  die  Wahl  der  Zahl  4,4  geschah 
aus  Zweckmässigkeitsgründen. 


4  888  Aug.  U 

4  a  —203  6  -f  2.7  c 

•  -f  lO.Ofl 

l   +    3.7c 

—  700 

+  4:3 

24 

4       — 20< 

-1-2.6 

-f-42.6 

+    3.4 

706 

-f-0.9 

28 

4       —499 

-f-2.6 

+  44.4 

+    5.4 

740 

-f-2.4 

Sept.    4 

4       —497 

-f-2.5 

-f-    9.0 

—    4.3 

708 

—  0.2 

44 

4       —495 

+  «.4 

+    9.4 

+    4.0 

709 

+  0.2 

48 

4       —493 

-f-2.3 

+    7.6 

+    4.8 

703 

—  0.9 

25 

4       —  <94 

-f-2.2 

+    6.2 

—    0.6 

697 

—  1.6 

Oct.    2 

4       —489 

-1-2.2 

+    2.8 

—     6.0 

684 

—  3.7 

9 

4       —  »87 

-h2.< 

+    3.8 

+    4.4 

666 

—  4.3 

46 

4       —485 

-f-2.0 

+    4.2 

+    4.4 

688 

—  2.5 

23 

4       —483 

-f-4.9 

4-    2.8 

—     4.< 

670 

—  2.8 

30 

4       —484 

+  <.9 

+    4.4 

+    5.0 

660 

—  2.9 

Nov.    6 

4       —  479 

-f-4.8 

+    2.0 

+    3.5 

679 

—  3  6 

13 

4       —477 

+  r7 

—    4.8 

—    6.6 

624 

—  2.9 

20 

4       —475 

+  4.7 

—    4.3 

+    4.6 

632 

—  3.0 

27 

4       —473 

-f-4.6 

—    4.8 

—    4.2 

624 

—  2.9 

Dec.    4 

4       —474 

-1-4.5 

—    6.4 

+    4.4 

579 

—  3.2 

44 

4       —469 

-f-4.5 

—    4.< 

+    2.8 

568 

—  0,8 

48 

4       —467 

4-^4 

—    4.4 

—    7.0 

564 

—  0.5 

25 

4       —465 

-f-4.3 

—    4.3 

+    2.8 

553 

+  0.2 

4  884  Jan.   4 

4       —463 

4-4.3 

—    5.6 

+  42  4 

543 

-  0.2 

8 

4       —464 

-1-4.2 

—    3.3 

+    4.7 

560 

+  0.5 

45 

4       —459 

+  4.4 

—    3.4 

+    4.0 

559 

+  0,8 

22 

4       —457 

+  4.4 

—    2  8 

+  43.0 

564 

+  0.8 

29 

4       —455 

+  4.0 

—    4.0 

-    8.4 

574 

+  4.6 

Febr.    5 

4       —453 

+  0.9 

—    4.4 

+    3.0 

564 

+  2.3 

42 

4       —454 

+  0.9 

—    4.9 

+    4.2 

564 

-f-4.6 

49 

4       —  U9 

+  0.8 

—    0.6 

+  40.0 

583 

+  4.4 

26 

<       —447 

+  0.8 

—    3.2 

—    4.5 

556 

+  0.9 

März    4 

4       —  U5 

-f-0.7 

—    2.5 

+    3.0 

563 

+  4.4 

44 

4       —443 

+  0.6 

+    2.3 

—    0.7 

594 

A* 

+  3.4 
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4  884  März  4  8 

4  a  —  444  6 

-1-0. 6c 

4- 

3.2  d 

4- 

6.0  e 

=  640 

4-^:9 

25 

4   —4  39 

-1-0.5 

— 

4.4 

4- 

0.4 

564 

4-2.4 

Apr.  4 

4   —437 

-f-0.5 

4- 

4.2 

4- 

0.9 

625 

4-2.2 

8 

4   —435 

+  0.4 

4- 

4.3 

— 

2.6 

64  4 

4-0.5 

45 

4   —  433 

+  0.4 

— 

0.9 

— 

4.9 

608 

—  0.9 

22 

4   —  434 

4-0.3 

— 

4.0 

— 

2.9 

604 

—  0.5 

29 

4   —429 

4-0.3 

4- 

2.7 

— 

2.9 

634 

4-0.* 

Mai  6 

4   —427 

4-0.2 

4- 

5.4 

— 

9.0 

638 

4-2.3 

43 

4   —425 

4-0.4 

4- 

9.3 

4- 

6.2 

676 

4-2.6 

20 

4   —  423 

4-0.4 

4- 

8.7 

4- 

0.0 

696 

4-0.8 

27 

4   —424 

4-0.4 

4- 

6.8 

4- 

7.8 

696 

—  0.8 

Juni  8 

4   —449 

4-0.0 

4- 

6.7 

— 

0.4 

698 

—  4.0 

40 

4   —447 

4-0.0 

4- 

7.3 

— 

6.3 

698 

—  O.S 

47 

4   —415 

—  0.4 

4- 

4.9 

4- 

2.8 

688 

—  47 

24 

4   —  443 

—  0.2 

4- 

7.7 

4- 

7.9 

694 

+  0.4 

Juli  4 

4   —  444 

-0.2 

4-42.8 

4- 

4  5 

707 

-1-3.4 

8 

4   —  409 

—  0.2 

4-<2.8 

4- 

2  6 

720 

4-2.5 

45 

4   —407 

—  0.3 

4-  42.6 

4- 

4.0 

734 

-1-4.4 

22 

4   —405 

—  0.3 

4- 

9.8 

4- 

4.0 

746 

4-0.3 

29 

4   —403 

—  0.3 

4- 

9.8 

4- 

0.8 

743 

4-0.« 

Aug.  5 

4   —404 

—  0.4 

4-42.4 

4- 

4.S 

727 

-1-4.3 

42 

4   —  99 

—  0.4 

4-42.4 

4- 

4.9 

738 

4-0.4 

49 

4   —  97 

—  0.4 

4-42.4 

4- 

2.6 

723 

4-<.5 

26 

4   —  95 

—  0.4 

4- 

9.0 

4- 

3.4 

74  7 

—  1.9 

Sept.  2 

\       —  93 

—  0.5 

4- 

9.2 

— 

0.9 

749 

-<.e 

9 

4   —  94 

—  0.5 

4- 

8.5 

— 

8.6 

705 

—  0.6 

46 

4   —  89 

—  0.6 

4- 

40.2 

4- 

9.4 

724 

-0.4 

23 

4   —  87 

—  0.6 

4- 

7.5 

4- 

6.5 

704 

—  4.4 

30 

4   —  85 

—  0.6 

4- 

6.5 

4- 

6.6 

695 

-4.6 

Oct.  7 

4   —  83 

—  0.7 

4- 

3.0 

4- 

4.2 

684 

-3.1 

44 

1   —  84 

—  0.7 

4- 

4.9 

— 

6.2 

664 

—  3.0 

24 

4   —  79 

—  0.7 

4- 

0.9 

4- 

4.4 

646 

-i.7 

28 

4   —  77 

—  0.8 

4- 

0.3 

4- 

0.6 

628 

-i.ö 

Nov.  4 

4   —  75 

—  0.8 

4- 

4.7 

4- 

6.8 

626 

—  0.6 

44 

4   —  73 
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—  4.4 

— 

44.5 

— 

3.8 

457 
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—  4.4 

— 

2.4 

— 
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Nach  bekannter  Methode  erhält  man  die  fünf  Finalgleichungen : 


+-202a—      404ft+     5.3c  +    398.6t/ +245.4  e 
+  32a—   10026+   11.9c  +  1119.8c/ —     3.2e 

—  2a +204046—     5.3c—    186.0rf+     2.6e 

—  30a—     3086 +210.4  c—    241.6d—     6.6c 
+   40  a—      7026+  28.3c  +    247.8d+839.2c 


+  121121 
=  +   31611 

—  7923 

—  21929 
+   25081, 


welche  befriedigt  werden  durch  die  Werthe  : 

a  =  +  577.7,  6  =  —  0.2281,  c  =  —  8.895,  d  ==  +  11.61, 

e=  —  0,964. 

Vermittelst  dieser  Werthe  für  6  und  c  sind  die  Zeitglieder  aus 
den  für  die  einzelnen  Jahre  giltigen  Finalgleichungssystoraen 
eliminirt  worden.  Die  ersten  vier  Reihen  der  folgenden  Tafel  ent- 
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halten  die  Werlhe  der  Coöfficienten  für  die  einzelnen  Jahre,  die 
letzte  giebt  die  definitiven,  alle  ausgedrückt  in  Bogenmaass;  die 
Zeilen  enthalten  der  Reihe  nach:  die  mittleren  Schwingungs- 
bogen  und  die  Veränderungen  für  1°  Temperatur-,  resp.  4"" 
LuftdruckerhöEung. 

Gleichung:       1—51       52—102  103—153  153—202     1—202 


2°4i:7  2«  41/0  2^41/6  2°  40/9 
+  49'/5  +  49'/7  +  4772  +  52^5 
-    e'/O      +    4'/1      -    7'/5     -    4:'o 


2^  4i:3 
+  49:7 
-    4:1 


Nach  Herrn  Professor  Foerster^s  Untersuchungen  (A.  N.  2183)  ist 
fttr  ein  Quecksilberpendel  bei  einem  Schwingungsbogen  von 
164'  eine  Verkleinerung  von  2"— 3"  für  1""  Luftdruckerhöhung 
zu  erwarten.  Es  ist  nicht  wahrscheinlich,  dass  der  Schwingungs- 
bogen eines  Rostpendels  eine  so  viel  grössere  Veränderung  er- 
fährt, wie  obiger  Goöfßcient  angiebt;  bei  seiner  Unsicheiiieit 
kann  man  sich  mit  der  Andeutung  eines  Luftdruckeinflusses  be- 
gnügen. 

Die  übrig  bleibenden  Fehler  (in  Bogenminuten]  im  Sinne: 
Soll  minus  Ist,  berechnet  mit  den  Coöfficienten  der  einzelnen  Jahre 
und  zwar  ohne  Rücksicht  auf  die  Baromoterglieder,  findet  man 
in  der  letzten  Reihe  jeder  Rubrik.  Man  bemerkt  an  ihnen  einen 
Zusammenhang  mit  dem  Sinken  und  Steigen  der  Temperatur: 
dies  gilt  nicht  nur  für  die  grössere  jährliche  Periode,  sondern 
auch  für  die  Schwankungen  von  kürzerer  Dauer. 

Einen  merklichen  Theil  dieses  Zusammenhanges,  dem  Sinne 
nach  ein  Zurückbleiben,  könnte  man  erklären,  wenn  es  erlaubt 
w  äre,  die  Trägheit,  mit  welcher  der  Schwingungsbogen  Luftdruck- 
änderungen befolgt,  auch  für  die  Befolgung  von  Temperalur- 
änderungen  anzunehmen;  zu  einer  vollständigen  Erklärung  dieser 
Erscheinung  dürfte  vielleicht  auch  das  Verhalten  des  Zinkes  der 
Compensation  heranzuziehen  sein.  Die  Annahme,  dass  die  Tem- 
peratur mehrere  Tage  Nachwirkungen  auf  die  Uhr  ausübe,  habe 
ich  durch  Rechnung  verfolgt,  und  allerdings  eine  verbesserte 
Darstellung  von  Schwingungsbogen  und  Gang  erreicht;  von  einer 
Wiedergabe  dieser  Untersuchung  sehe  ich  indessen  ab ,  da  sie 
nur  den  Charakter  eines  Versuches  trug. 

Aus  der  Uebereinstimmung  der  Werthe  des  mittleren 
Schwingungsbogens  für  die  vier  einzelnen  Jahre  ersieht  man,  dass 
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die  Zeit  genttgend  berttcksichtigt  ist;  die  gesammte  wahrend  der 
46  Monate  eingetretene  Verminderung  beträgt:  6/6. 

Der  mittlere  Fehler  der  Darstellung  des  Schwingungsbogens 
ist:  zt  2/4 ;  vollführt  man  diese  durch  eine  einzige  Formel,  so  er- 
hält man  denselben  Werth.  Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Ur- 
sachen ,  welche  mit  der  Zeit  den  Schwingungsbogen  geändert 
haben,  als:  Elasticitätsänderung  der  Pendelfeder,  Verdickung  des 
Oeles,  stetig  gewirkt  haben  müssen. 


V. 

Die  während  der  vier  Jahre  beobachteten  Gänge  sind  in  einer 
einzigen  Ausgleichung  zusammengefasst  worden  und  lieferten 
223  Gleichungen  von  der  Form : 

Beoh.  G.  ==  a  +b .  (l -^ Q  +  d .{T-^  \0'')+  e .  (B  —  IbO"^"^]. 

Darin  bedeuten:  aden  mittleren  Gang,  6,d,e  der  Reihe  nach: 
den  Coöfficienten  der  Zeit  t,  der  Temperatur  T  und  des  Baro- 
meterstandes ß. 

Man  kann  diese  223  Gleichungen  aus  dem  folgenden Tableau, 
welches,  um  für  das  SpätereWiederholungen  zu  vermeiden,  hier 
ausführlicher  angesetzt  ist,  ablesen.  Die  4.  Reihe  desselben  ent- 
hält die  Termine  der  Zeitbestimmungen,  die  2.  die  Uhrcorrec- 
tionen,  die  3.  die  Gänge,  die  4.  die  mittleren  Temperaturen,  die 
5.  die  mittleren  Barometerstände. 

Die  Zeit  (/  — /«)  '^^^t  von  4885  Juli  25.0  an,  die  Zeiteinheit 
ist:  400  Tage.  Die  Lücken  in  den  Reihen  der  Gänge,  Tempera- 
turen und  Barometerstände  sind  durch  mehrfachen  Beobachter- 
wechsel entstanden. 
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1883 

223.45 

+  4  20*26 

mm 

4- 

0!43 

— 

0?246 

+ 

9?4 

4- 

3.3 

4-  0^07 

23K40 

448.53 

— 

0.05 

— 

492 

+ 

44.9 

4- 

6.4 

4- 

4 

236.39 

447.57 

— 

0.34 

— 

824 

+ 

4  2.2 

4- 

2.0 

4- 

42 

242.49 

445.64 

— 

0.23 

• 

— 

368 

4- 

40.9 

— 

4.5 

4- 

42 

249.37 

443.08 

4- 

0.02 

230 

+ 

8.3 

4- 

3.4 

4- 

44 

255.50 

444.67 

4- 

0.23 

— 

485 

+ 

9.6 

4- 

4.9 

4- 

6 

262.48 

440.88 

4- 

0.08 

— 

259 

+ 

7.4 

— 

2.3 

4- 

9 

268.30 

408.87 

4- 

0.27 

— 

222 

-h 

6.6 

— 

5.8 

4- 

8 

273.49 

407.72 

4- 

0.20 

— 

497 

4- 

3.5 

— 

8.3 

4- 

8 

280.43 

406.35 

4- 

0.55 

+ 

23 

-H 

8.4 

4- 

6.4 

— 

3 

286.46 

406.49 

4- 

0.46 

.— 

404 

4- 

5.0 

4- 

0.9 

4- 

4 

291.55 

4  05.96 

4- 

0.04 

— 

427 

4- 

3.4 

— 

0.6 

4- 

5 

296.4S 

405.84 

4- 

0.42 

+ 

8 

4- 

2.8 

4- 

6.2 

0 

308.40 

4  05.48 

— 

0.48 

— 

88 

4- 

4.4 

— 

6.9 

— 

8 

815.88 

4  04.82 

— 

0.43 

— > 

42 

— 

4.6 

4- 

0.4 

4- 

2 

825.19 

404.70 

— 

0.42 

+ 

84 

— 

0.9 

— 

0.6 

— 

40 

832.28 

405.29 

— 

0.72 

-h 

3 

— 

2.2 

0.0 

4- 

4 

839.24 

405.84 

— 

0.50 

-h 

44 

— 

5.2 

— 

2.8 

• 

352.48 

405.84 

4- 

0.48 

-h 

75 

— 

4.4 

4- 

4.9 

0 

358.28 

406.80 

4- 

0.38 

+ 

207 

— 

3.3 

4-- 

44.8 

— 

4 

868.27 

407.83 

1884 

> 

4- 

0.87 

+ 

493 

— 

6.4 

4- 

42.5 

4- 

3 

2.25 

408.40 

+ 

0.56 

-h 

464 

— 

5.4 

4- 

3.4 

— 

6 

8.40 

4  09.09 

4- 

0.44 

+ 

182 

— 

3.4 

4- 

9.2 

— 

5 

20.46 

444.28 

4- 

0.24 

4- 

98 

— 

8.4 

— 

0.6 

— 

7 

25.27 

444.75 

4- 

0.07 

-h 

49 

— 

4.5 

— 

8.7 

— 

5 

34.24 

444.98 

— 

0.06 

Uebbk  den  6an6  dbk  Pennlubr  Denckbr  XII. 


13» 


1884 

34.24 

-H  444.93 

mm 

— 

0?06 

-h 

0?432 

— 

4?6 

4- 

8.4 

-^ 

0!03 

39.23 

442.59 

_. 

0.07 

-f 

402 

— 

0.4 

-f 

4.2 

— 

6 

44.22 

448.40 

.~ 

0.25 

, 

-h 

446 

-^ 

2.3 

+ 

40.2 

— 

4 

49.22 

448.83 

.~- 

0.47 

-h 

57 

— . 

2.0 

-h 

4.4 

_ 

4 

64.20 

444.68 

-f 

0.08 

-f- 

46 

—<- 

4.8 

— 

0.6 

_- 

8 

73.28 

445.40 

+ 

0.48 

+ 

96 

+ 

3.7 

H- 

8.0 

-^ 

8 

78.87 

445.59 

— 

0.48 

— 

47 

4- 

3.4 

-^ 

0.4 

_ 

4 

84.36 

445.49 

>— 

0.38 

-f 

40 

— 

4.5 

-H 

4.7 

-h 

3 

90.35 

445.55 

-f 

0.10 

— 

4 

+ 

3.0 

->- 

2.4 

— 

8 

95.84 

445.53 

— 

0.46 

— 

49 

-h 

2.0 

-^ 

2.2 

_- . 

4 

409.30 

445.27 

— 

0.03 

.— 

42 

... 

2.0 

— 

4.0 

0 

H7.30 

445.47 

4- 

0.24 

+ 

57 

-h 

4.7 

— 

4.7 

— 

44 

422.38 

445.46 

— 

0.4  4 

-^ 

63 

-h 

2.5 

—— 

5.0 

_ 

8 

428.37 

445.08 

-~ 

0.42 

-h 

24 

-f- 

5.9 

+ 

6.8 

—~ 

5 

433.35 

445.20 

—. 

0.85 

— 

249 

■4- 

9.4 

+ 

4.4 

+ 

9 

488.34 

444.44 

+ 

0.06 

— 

447 

-f 

9.2 

4- 

5.4 

-h 

6 

444.44 

443.22 

+ 

0.86 

— 

68 

+ 

8.2 

+ 

4.4 

— 

2 

449.40 

442.88 

-f- 

0.27 

— 

70 

+ 

6.7 

._ 

0.4 

._ 

4 

454.39 

442.53 

•+- 

0.05 

— 

4  64 

+ 

7.4 

— 

6.2 

_- . 

2 

460.47 

444.58 

-f- 

0.49 

— 

55 

+ 

6.9 

-f- 

4.6 

— 

4 

469.44 

444.04 

-1- 

0.00 

— 

56 

+ 

4.8 

_ 

0.4 

— ~ 

2 

476.48 

440.65 

+ 

0.09 

— 

47 

+ 

7.9 

+ 

4.5 

— > 

6 

182.44 

44  0.55 

— . 

0.48 

— 

225 

+ 

42.6 

+ 

2.9 

+  ■ 

6 

490.54 

4  08.73 

+ 

0.47 

— 

493 

+ 

42.7 

+ 

0.7 

0 

496.53 

4  07.57 

+ 

0.42 

— 

206 

4- 

43.3 

-h 

4.2 

-4- 

4 

202.35 

406.37 

4- 

0.09 
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902.33 
207.34 
213.38 
218.55 
224.55 
229.52 
335.54 
241.30 
250.86 
255.34 
260.32 
264.31 
264.57 
269.49 
273.37 
281.49 
286.34 
292.35 
297.80 
303.57 
310.23 
316.10 
324.28 
828.20 
337.18 
345.02 


H-   106?37 

105.61 

104.98 

104.63 

108.83 

102.90 

102.10 

101.83 

99.90 

99.71 

99.84 

99.70 

99.20 

98.95 

99.02 

98.70 

98.11 

98.51 

99.07 

99.25 

100.39 

101.54 

102.94 

103.09 

104.57 

105.42 


1884 


mm 


—  0?153  +   10?1  +  0.1 

—  105  -f     9.2  4-3  2 

—  67  -f-  10.3  +  4.4 
-^  133  -f  12.4  -I-  4.9 

—  188  -f  13.0  4-  2.« 

—  138  +  12.1  4-  2.6 

—  183  +  10.8  -h  1.8 


—       158 


9.6      —     3.3 


—  38      4-     6.8      4-     5.4 
4-        26      4-     9.9      4-     9.2 

—  35      4-  10.6      4-     7.4 


—  51       4-     8.8      4-     4.2 
4-         18      4-     6.8      4-     5.9 

—  41       4-     6.6      4-     4.1 


—       415      4-     3.5 


8.0 


4-  66  4-  1.4  4-  1.6 

4-  113  4-  2.4  4-  7.2 

4-  29  4-  0.2  —  3.1 

4-  171  4-  0.7  4-  8.2 

4-  196  4-  1.9  4-  11.5 

4-  171  —  2.3  4-  9.5 

4-  38  —  5.9  —  1.8 

4-  165  —  6.4  ~  0.9 


4-   108   —  3.3   —  2.4 


4-  0!69 

4-  0.15 

4-  0.22 

—  0.21 

—  0.06 

—  0.01 

—  0.15 

—  0.13 

—  0.07 
4-  0.13 

—  0.15 

—  0  25 

—  1.06 

—  0.73 

—  0.39 
4-  0.85 
4-  0.32 
4-  0.32 
4-  0.30 
4-  0.24 
4-  0.32 
4-  0.42 
4-  0.90 
4-  1.07 
4-  0.42 

—  0.19 


+ 


9!0« 
0 
4 

2 
2 
1 
2 
0 
7 
4 


4- 


3 
5 
1 
1 
6 
6 


7 
8 
1 
6 
5 
6 
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345.02 
351.50 
364.96 

7.30 

4  4.88 

4  9.27 

27.25 

33  23 

37.22 

43.27 

48.35 

52.47 

62.32 

67.34 

72.32 

76.27 

81.30 

90.30 

97.46 

408.51 

108.80 

144.84 

118.88 

124.87 

131.45 

134.45 


+  105?42 
105.85 
106.00 

107.58 
108.21 
109.44 
111.10 
Hf.83 
111.47 
111.42 
111.39 

I 

1H.41 

111.94 

111.38 

111.92 

112.28 

411.88 

112.40 

111.40 

110.53 

110.88 

110.01 

109.48 

108.39 

407.47 

107.52 


1884 


-f-  0?072 


1?4 


+ 

4- 


4- 


-f- 


4- 


1885 

189 

83 
212 
271 

89 

90 


6.7 
6.7 
5.8 
11.4 
5.8 
2.5 


—  8—2.9 

—  6—2.9 

—  67      —     1.8 


84      —     1.9 


—       112      —     2.2 


4-       108      —     1.6 


91       —     1.6 


—        80      —     0.8 


58      —     2.1 


—  140      -f-  2.4 

—  144      +  0.5 

—  81-1-  2.5 

—  61       -f  6.6 

—  124      -I-  8.5 

—  180      -f  7.7 


mm 
—     0.6 


-(-         n       —     5.0      —     3.5 


4-  7.2   ' 

—  7.8 
4-  7.5 
4-  7.9 

—  4.3 

—  6.5 
4-  3.2 

—  4.0 

—  4.0 
4-  4.2 

—  7.9 
4-  6.4 
4-  8.1 

—  5.7 
4-  8.7 

—  4.9 

—  8.9 

—  0.5 
4-  2.2 

—  5.3 

—  7.0 


—       180      4-     3.2      —     4.0 


-^  0!19 
--  0.38' 

—  0.20 

( 

1 

4-  o.io' 

—  0.70: 

f 

I 

—  0.72i 

—  0.62' 

—  1.09, 

—  1.00' 

—  0.35! 

< 

—  0.46: 

—  0.82 

1 

—  0.07 

—  0.02 
-f-  0.14' 
4-  0.47J 
4-  0  45 
-f  0.75 
4-  1.00? 
4-  0.66 
4-  0.94 
4-  1.07 

4-  0.86 
4-  0.74 

4-  0.87 
4-  0.82 


;  —  0?04 


4- 


4- 


4- 


4- 


4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 


4- 
4- 


6 

2 
8 
4 

2 
2 
8 


4-      <2 

4-       4 


7 
2 
9 
2 
5 

5 

8 
7 

2 

4 
2 

7 


1 
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1885 

434.45 

+  407!52 

mm 

+  0!82 

■f 

0?006 

4- 

4?5 

— 

8.0 

-  0!08 

486  88 

407.55 

+  0.42 

-f 

25 

+ 

2.4 

— 

8.2 

—        6 

442.50 

407.70 

—  0.25 

4- 

39 

-f 

4.8 

-f 

2.4 

—        1 

447.40 

4  07.89 

—  0.54 

— 

40 

-f 

7.5 

-h 

4.0 

—        4 

454.85 

407.82 

—  0  60 

454.85 

407.84 

—  0.42 

— 

50 

-f 

9.3 

-f- 

4.2 

—        5 

459.45 

407.88 

—  0.65 

— 

97 

-f 

40.6 

-H 

4.8 

+        > 

463.85 

407.04 

—  0.47 

— 

84 

-f 

9.9 

-h 

4.7 

—        2 

468.54 

406.59 

—  0.53 

— 

428 

-f 

8.2 

— 

2.4 

+        < 

473.84 

406.00 

—  0.66 

— 

96 

-h 

9.8 

+ 

2.9 

rf-          < 

479.88 

405.40 

—  0.53 

— 

444 

-H 

40.9 

-f 

4.9 

.487.44 

404.50 

—  0.47 

— 

404 

+ 

44.6 

-h 

5.8 

-h          « 

498.40 

4  03.98 

—  0.25 

— 

477 

-f 

42.8 

-h 

2.6 

-h        4 

498.88 

402.94 

-h  0.43 

— 

449 

-h 

44.4 

-h 

5.4 

+        4 

204.44 

402.49 

-h  0.48 

— 

98 

-h 

9.0 

-f 

4.6 

4-      5 

208.40 

404.80 

-h  0,67 

— 

97 

-f 

8.7 

-h 

4.6 

4-      » 

216.41 

404.04 

-f  0.68 

— 

403 

-h 

4  0.2 

0.0 

—      i 

222.82 

400.40 

-H  0.50 

— 

66 

+ 

44.0 

-h 

3.2 

—        3 

227.85 

400.07 

-H  0.34 

— 

406 

-f 

7.4 

— 

4.5 

4-      « 

283.82 

99.44 

-f  0.44 

• 

— 

404 

-f 

5.7 

— 

2.0 

4-      4 

238.82 

98.92 

• 

—  0.02 

— 

60 

-H 

6.0 

— 

0.8 

244.84 

98.56 

0.04 

— 

69 

-h 

7.4 

— 

2.6 

—      1 

152.28 

98.04 

—  4.46 

— 

78 

-h 

5.9 

— 

0.9 

+   « 

257.40 

97.64 

—  4.28 

— 

68 

-h 

9.7 

+ 

3.9 

+  ' 

265.24 

97.08 

—   4.36 

• 

•— 

440 

-f 

5.8 

— 

4.7 

+  » 

272.26 

96.34 

-h  0.95 
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1885 

\ 

272.86 

-1-     96?34 

mm 

-h  0*95 

-f- 

07009 

+ 

8?6 

— 

0.8 

— 

0?02 

S79.20 

96.87 

4-  4  42 

— 

83 

-h 

3.0 

— 

40.6 

— 

3 

286.80 

95.79 

-h  4.87 

+ 

70 

-f 

8.4 

+ 

4.5 

— 

5 

293.93 

96.88 

H-  4.80 

— 

68 

-h 

4.2 

— 

6.5 

-f 

2 

299.88 

95.96 

-1-  4.66 

-h 

4 

0.0 

— 

4.8 

0 

306.80 

95.97 

-h  4.95 

-h 

224 

— 

0.6 

+ 

7.4 

— 

8 

8U.84 

97.75 

H-  ^52 

-f 

446 

— 

2.2 

-h 

8.8 

— 

8 

249.58 

98.58 

-h  4.53 

-h 

269 

— 

2.8 

4- 

8.8 

— 

8 

324.50 

99.86 

-f. 4. 22 

-f 

4  45 

— 

3.9 

— 

6.9 

— 

40 

831.48 

400.87 

-H  0.76 

H- 

487 

— 

0.6 

— 

4.4 

— 

48 

386.46 

404.80 

4-  0.26 

H- 

420 

— 

4.6 

— 

8.3 

— 

7 

344.46 

408.40 

-h  0.05 

-h 

803 

— 

5.5 

-h 

6.8 

— 

8 

350.83 

405.09 

—  0.58 

350.88 

405.84 

—  0.80 

-h 

294 

— 

3.5 

-h 

9.8 

— 

7 

360.86 

408.80 

—  4.45 

860.86 

1886 

5.27 

4  09.74 

—   4.57 

-f 

448 

— 

5.8 

— 

2.8 

-f 

4 

48.33 

440.56 

—  4.87 

-H 

60 

— 

6.» 

6.5 

-h 

4 

48.83 

440.92 

—  4.04 

-f 

8 

— 

7.3 

— 

9.^ 

-f- 

7 

24.37 

440.94 

—  0.45 

-h 

482 

— 

8.4 

— 

2.4 

— - 

4 

30.85 

442.02 

—  0.45 

-f 

442 

— 

6.8 

— 

6.9 

— 

4 

36.88 

442.87 

—  0.63 

-f 

404 

— 

9.8 

-H 

40.6 

— 

7 

44.87 

446.42 

—   4.32 

-h 

400 

— 

9.6 

-h 

4.4 

_ 

48 

54.30 

448.98 

—  2.26 

+ 

875 

— 

8.4 

+ 

7.6 

— 

9 

56.88 

420.80 

—  2.74 

-h 

288 

— 

8.0 

-f 

5.9 

— 

8 

60.87 

424.95 

—  2.82 
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1886 

60.27 

+  424.95 

mm 

— 

2!82 

-H 

0!040 

— 

9?6 

— 

44.7 

4-  o!05 

65.32 

412  45 

— 

2.50 

-H 

263 

— 

9.4 

4- 

40.6 

+ 

4 

G9.24 

423.24 

— 

2.35 

-f- 

270 

— 

9.9 

4- 

4.8 

4- 

77.27 

423.44 

— 

2  34 

-h 

327 

— 

7.3 

4- 

5.4 

— 

82.46 

427.44 

— 

2.78 

-f 

429 

— 

4.5 

4- 

5.0 

4- 

88.25 

427.86 

— 

2.59 

+ 

74 

-h 

«.0 

4- 

5.2 

4- 

95.27 

428.88 

— 

2.34 

— 

86 

-h 

4.2 

— 

4.2 

4- 

40rS4 

427.83 

— 

4.61 

-f- 

28 

— 

4.8 

4- 

2.4 

+ 

40 

407.30 

.428.00 

— 

0.99 

' 

— 

50 

4- 

4.4 

— 

2.8 

4- 

4H.30 

427.80 

— 

0.59 

— 

99 

-f- 

2.9 

4- 

2.9 

4- 

46 

in. 33 

427.20 

4- 

0.45 

. — 

487 

4- 

3.3 

— 

4.3 

4- 

49 

421.34 

426.46 

4- 

4.29 

-f 

35 

— 

0.6 

+ 

40  4 

4- 

46 

426.44 

426.64 

4- 

2.40 

-h 

75 

-f 

4.9 

+ 

0.4 

— 

434.88 

427.04 

4-  «.04 

4- 

4  9. 

-h 

3.0 

— 

3.9 

— 

488.86 

427.44 

4- 

4.95 

— 

48 

4- 

9.8 

4- 

2.4 

— 

445.44 

427.04 

4- 

4.89 

— 

85 

4- 

8.6 

— 

0.5 

4- 

454.43 

426.52 

4- 

2.44 

— 

82 

4- 

9.0 

4- 

0.9 

4- 

4  56.44 

426.40 

4- 

2.40 

— 

59 

4- 

8.4 

— 

3.3 

— 

462.45 

425.74 

4^ 

2  40 

— 

94 

4- 

7.7 

— 

2.4 

4- 

469.47 

425.40 

4- 

2.72 

— 

42 

4- 

5.3 

— 

5.0 

— 

475.49 

424.85 

4- 

2  72 

475.49 

425.05 

4- 

2.52 

-h 

98 

4- 

7.4 

4- 

3.4 

— 

9 

484.39 

425.63 

4- 

2.06 

+ 

432  - 

4- 

8.2 

4- 

5.5 

— 

4t 

486.88 

426.29 

+ 

4.51 

•  + 

6 

-h 

8.9 

— 

0.2 

• 

— 

7 

494.48 

426.32 

4- 

4.26 

494.48 

426.48 

4- 

4.40 
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1886 

491.48 

-f   126!18 

mm 

4-  <H0 

-h 

0?051 

-{- 

6?4 

4- 

0.1 

— 

0?07 

496.39 

126.43 

-H  1.14 

-h 

63 

-h 

9.6 

4- 

0.3 

— 

13 

20S.52 

127.01 

-H  0.11 

— 

90 

■h 

10.2 

— 

1.5 

— 

1 

210.40 

126.57 

-1-  0.20 

— 

87 

-h 

8.1 

0.0 

— 

1 

246.41 

126.35 

-f.  0.25 

-f 

40 

-h 

7.3  . 

4- 

2.3 

— 

5 

221.37 

126.55 

-1-  0.08 

— 

45 

-{- 

10.3 

— 

1.5 

— 

5 

226.35 

126.83 

—  0.05 

— 

12 

+ 

9.4 

4- 

2.5 

— 

3 

231.34 

126.27 

-  0.09 

— 

42 

-f 

11.8 

4- 

1.0 

— 

5 

238.32 

125.98 

—  0.30 

— 

90 

-{- 

12.4 

4- 

5.2 

4- 

4 

243.30 

125.58 

—  0.05 

— 

88 

4- 

14.2 

4- 

4.2 

— 

1 

248.80 

125.09 

4-  0.02 

— 

127 

4- 

13.6 

4- 

2.9 

4- 

3 

252.29 

124.58 

4-  0.22 

— 

84 

4- 

12.9 

4- 

3.7 

4- 

1 

257.27 

124.16 

4-  0.34 

— 

7 

4- 

9.6 

4- 

9.3 

4- 

4 

261.29 

124.13 

-1-  0.55 

— 

12 

4- 

6.8 

3.0 

— 

3 

266.27 

124.07 

4-  0.42 

-h 

80 

4- 

3.6 

4- 

3.7 

— 

1 

271.28 

124.48 

4-  0.38 

-f 

137 

4- 

6.6 

4- 

3.2 

— 

12 

276.26 

125.16 

—  0.27 

-f 

58 

4- 

7.3 

4- 

2.8 

— 

5 

282.29 

125.51 

—  0.51 

— 

58 

4- 

3.6 

— 

7.6 

4- 

1 

291.32 

124.99 

—  0.32 

+ 

48 

4- 

2.6 

— 

0.1 

0 

296.30 

125.23 

—  0.31 

-f 

198 

4- 

0.2 

4- 

10.3 

4- 

1 

300.29 

126.02 

—  0.37 

-H 

264 

— 

0.7 

4- 

10.5 

— 

4 

305.3:8 

127.85 

■ 

—  0.70 

4- 

181 

— 

0.3 

— 

4.5 

8 

318.39 

12S.41 

—  1.40 

+ 

19 

— 

0.5 

— 

69 

4- 

1 

320.37 

128.54 

—   1.35 

-h 

171 

1.5 

4- 

4.8 

0 

327.37 

129.74 

—  4.49 

4- 

226 

— 

2.6 

4- 

8.6 

0 

383.40 

131.10 

—   1.60 

-h 

89 

4  3 

— 

3.7 

4- 

4 

341.47 

131.82 

—  1.40 

Math.- 
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1886 


341.47 

344.47 

346.45 

351.44 

358.34. 

363.45 

363.45 

4.97 

16.23 

24.23 

29.20 

34.35 

41.46 

46.35 

55.44 

60.35 

67.43 

78.40 

80.37 

90.83 

96.39 

102.37 

111.39 

117.45 

12141 

130.45 


H-  13l!82 
182.00 
132.05 
132.66 
182.95 
188.72 


134.31 

136.69 

138.82 

140.12 

141.80 

143.79 

145.24 

147.80 

148.70 

149.73 

150.19 

151.50 

152.22 

152.18 

152.94 

154.06 

,   154.42 
454.72 

.    155.03 


-f-  0!010 
-f       420 

-f-       150 


4- 


4- 

4- 
4- 


3?5 
1.9 
6.2 
8.0 


1887 


476 


9.9 


mm 

—  15.1 

—  8.8 

—  4.1 

—  8.5 


4.0 


279  ~  10.1  -f-  10.5 
262  —  6.1  4-  18.6 
826  —  5.1  4-  7.5 

280  —  4.3  -h  16.4 
290  —  5.9  4-  41.8 
225  —  6.0.  -f  7.4 
285  —  2.6  4-  44.5 
445  —  4.7  +  9.5 


77      —     2.9      —     0.4 


188      —     6.8      -f     2.4 


72      —     8.0      —     2.9 


7      —     4.0      —     6.7 


427  -f-  0.6  4-  3,4 

424  4-  0.7  4-  4.4 

59  4-  3.7  —  t.4 

52  4-  8.7  —  0.9 

48  4-  4.4  4-  4.2 


—  4!40 

—  4.58 

—  4.73 

—  2.20 

—  4.59 

—  4.53 


-  Ü02 

—  9 

4-     n 

4-       * 


—  0.74 

—  0.39 

—  0.03 
4-  0.49 

—  0.34 

—  0.48 

—  0.24 

—  0.46 

—  0.24 
4-  0.42 
4-  0.44 
4^  0.45 
4-  0.68 
-h  0.90 
H-  0.76 
-h  0.71 
4-  0.39 
4-  0.28 
4-  0.46 


4- 

4-     *' 

4- 


4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
-+- 
4- 


4- 
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430.45 

-f  155!03 

139.42 

155.48 

4  4S  39 

153.91 

153.42 

156.38 

459.40 

156.30 

164.39 

156.60 

169.44 

157.00 

175.30 

156.42 

180.44 

1.56.24 

185.27 

156.29 

192.46 

154.34 

197.39 

153.43 

1887 

-H  0?050      -f  2?4 

-h         48      -f-  2.2 

4-         93      -f  4.1 

—         13-1-  6.3 

+         60      -h  7.2 


+ 


mm 
0.0 

—  1.2 

+  0.8 

-h  0.9 

+  4.7 


—  72      -4-     7.9      -f-     3.8 

—  35      -f     8.4       4-     3.8 


1       4-     8.0       4-     6.9 


—  271       -f-     9.4       4-     0.8 

—  185      4-  10.9      4-     2.8 


4-  0?15 
4-   0.15 


—   0.10 


—   0.23 


—  0.13 


—  0.39 


—  0.58 


4-  0.03 

4-  0.20 

4-  0.36 

4-  2.00 

4-  2.68 


4-  0?03 

4-       2 


—         3 


4- 


—       1 


4- 
4- 
-f 

4- 


10 

6 

10 


25 


4-       16 


Nach  der  CAUcn\'schen  Methode  erhält  man  dieEliminations- 
gleichungcD : 

223  a—      4.454  6+    531.6  rf  +  304.2  e  =  +    4^794 
+  768.0      h—    261.9  rf—    42.1  e  =  +  12^270 

+  4197.4  d—    21.8  e=  —  19*402 
+  957.4  e  =  +  10«540 

und  daraus  die  gesuchten  Unbekannten: 

rt  =  +  0?04484,  6  =  +  0!01069,  d  =  —  0«01600, 

e  =  +  0?01101; 

also  ist  die  Gangformel : 

(1.)         G  =  +  0?045    +  0!0107  .  [t  —  Juli  25.00,  1885) 

—  0?0160.(r—  10") 
+  0?0110.  (B  — 750""). 

Die  6.  Reihe  des  Tableaus  enthält  die  hiernach  übrig  blei- 
benden Gänge;  die  Quadratsumme  derselben  ist  0^76,  also  der 
mittlere  Gangfehler:  ±  0ü059. 

Die  von  Juli  1882  bis  Juni  1883  beobachteten  Gänge  sind 
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bereits  von  anderer  Seite  ausgeglichen  worden;  die  dabei  ge- 
fundene Formel: 

(2.)  Ber.(;=Beob.f;  +  0!02U.(r— 10°)  — 0?0105.(J?  — 750") 

diente  zur  vorläufigen  Reduction  für  die  folgenden  Jahre ;  diese 
Reduetion  lieferte  als  Quadratsumme  der  übrig  bleibenden  Gänge : 
i  ^95,  die  Quadratsumme  der  gegebenen  Gänge  beträgt  nur  4?50: 
demnach  haben  das  Zeitglied  und  der  Temperaturco^fficient  der 
Formel  {\ .)  die  Darstellung  wesentlich  gebessert. 

Trennt  man  nun  die  Eliminationsgleichungen  für  Temperatur 
und  Luftdruck  nach  Jahren ,  so  erhält  man  für  die  letzteren  der 
Reihe  nach: 

1.  II.  III.  IV. 

e/=  — 0.0499,  (/=  — 0.0439,  rf=  — 0.0160,  rf=  — 0.0424, 
^=-  +  0.0402,   /?=-  + 0.0424,   e  =  + 0.0420,  p  =  + 0.0096. 

Die  Abweichungen  der  Barometercoi^nicienten  sind  nach  der  Un- 
sicherheit der  Rechnung  erlaubt;  die  Verschiedenheit  der  vier 
Temperaturcoöfficienten  indessen  ist  etwas  grösser;  sie  kann  es 
nur  wünschenswerth  machen,  diese  noch  auf  einem  anderen 
Wege  zu  erhalten. 

VI. 

In  dem  Aufsatze:  »Beobachtungen  des  Ganges  einer  Kessels- 
sehen  t^endeluhr  und  Bemerkungen  darüber«  zeigt  Bbssbl,  wie 
Uhrcorrectionen  (vermittelst  eines  aus  den  Gängen  gewonnenen 
Goöfficienten)  vom  Temperatureinfluss  zu  befreien  sind ;  Wagner 
a.  a.  0.  eliminirt  aus  ebensolchen  die  Einwirkung  des  Luftdrucks 
mit  einem  angenommenen  Cotifficienten.  Für  unseren  Fall  liegt 
es  wohl  nahe,  die  Uhrcorrectionen  zu  einer  Neubestimmung 
heranzuziehen,  die  letztere  aber,  um  den  TempefraturcoöfBcienten 
auf  Veränderlichkeit  mit  der  Zeit  zu  prüfen,  innerhalb  einzelner 
zweckmässig  gewählter  Abschnitte  vorzunehmen.  Ein  solcher, 
die  62  Zeitbestimmungen  der  ersten  44  Monate  umfassend,  ist 
dargeboten  durch  die  4884  September  23  eingetretene  Aende- 
rung  im  Modus  der  Beobachtung;  der  2.  reicht  von  October  4  884 
bis  October  4885  und  enthält  58  Zeitbestimmungen;  der  3.,  den 
weiter  zu  theilen  nicht  rathsam  ist,  begreift  die  übrigen  20  Mo- 
nate mit  94  Zeitbestimmungen;  1 6  verstreut  liegende  Zeitbestim- 
mungen eines  anderen  Beobachters,  nämlich: 
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1885:  134H5  — 154?35, 

350.33  —360.26, 
1886:  175.49  — igi. 48, 

341.47—363.45, 
1887:  169.44  —  197.39, 

sind  von  der  Ausgleichung  ausgeschlossen,  bei  der  Reduction 
der  Uhrcorrectionen  aber  mit  berücksichtigt  worden. 

Alle  zum  Ansatz  der  Bedingungsgleichungen  nöthigen  Vor- 
schriften ergeben  sich  aus  dem  Umstände,  dassUhrcorrection  und 
Uhrgang  sich  zu  einander  verhalten  wie  Function  und  Ableitung; 
es  besteht  für  jede  Uhrcorrection  eine  Gleichung  von  der  Form : 

£/=  (7o  +  a .  (f  —  g  +  b'.{t  —  g*  +  d'jT'dt  +  e'fB'dL 

Uq  ist  die  Uhrcorrection  zur  Zeit  f^,  a,  d,  e  sind  identisch  mit 
den  gleichlautenden  Grössen  der  Gangformel;  6'  ist  gleich  — • 

SS 

Der  Auflösungsmethode  wegen  sind  bei  der  Bildung  dieser 
Temperatur-  und  Luftdrucksummen  gewisse  Yojsichtsmassregeln 
zu  beachten.  Um  nämlich  günstige  Eliminationsgleichungen  zu 
erhalten,  empfiehlt  es  sich,  Temperaturen  und  Barometerstände 
auf  genaue ,  für  den  betreffenden  Abschnitt  giltige  Mittelwerthe 
zu  beziehen,  da  sonst  die  erwähnten  Summen,  anstatt  nur  zu 
schwanken,  auch  mit  der  Zeit  wachsen  würden;  es  betrüge  dies, 
wie  man  sich  vorstellen  kann ,  für  jeden  Tag  etwa  die  Differenz 
von  jenem  Mittelwerthe;  wegen  der  jährlichen  Temperaturperiode 
ist  es  gut,  ^0  in  die  Zeit  eines  Maximums  oder  eines  Minimums 

der  Temperatur  zu  legen,  weil  anders  die  j  Tdt  zum  grösseren 

Theile  zugleich  mit  der  Zeit  das  Vorzeichen  umkehren.  Demge- 
mäss  sind  Temperaturen  und  Barometerstände  bezogen  worden  auf 
+ 1 3?0  resp,  751.4  mm  im  1 .  Abschnitte,  auf  + 1 1  ?3  resp.  75 1 .1  mm 
im  2.  und  3.  Die  Auswerthung  der  Integrale  geschah  durch  Multi- 
plication  der  mittleren  Temperatur,  des  mittleren  Luftdruckes 
jedes  Intervalles  mit  der  genauen  Zwischenzelt  und  Summation 
der  Producte  von  /^  an. 

Die  beiden  Zeitcoöfficienten  endlich  verlangen,  dass  man, 
soweit  dies  noch  möglich  ist,  /^  in  die  Mitte  des  Abschnittes  verlegt. 
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Die  Gleichungen  des  S.  und  3.  Ahschniltes  Hessen  sich 
nicht,  wie  die  des  1.,  nach  der  einfacheren  Methode  auf- 
lösen; sie  erforderten,  um  Temperatur  und  Luftdruck  von- 
einander trennen  zu  können,  die  Anwendung  der  CAucHY'schen 
Methode. 

Aus  den  drei  Systemen : 

62  U,,  +  28.63  a  +  107.64  6'  +    7301  d  —  4399  e 

=  +  6796!35, 
H- 66.60  a+    53.60  6—    7739  d  +  1290  e 

=  —  21  !29, 
+  31.50«.+    81.60  6'+    4157  c/—     177  e 

:=  _  80H7, 
-  24.50  a  +    36.40  6'  +  15865  d  —  1823  e 

=  —  183*87, 
+  28.60  a  +      8.40  6'  —    4855  d  +  2964  e 

=  +       19:67, 

58  f/„  —  39039  d  +  18009  e  +    0.00  a  +  69.21  6' 

=  +  6100?02, 
+  16715  rf—        33  e+    4.75  a  +  51.54  6' 
.  ==  _    255!81, 

(fjA  +    5119  e  —  50.99  a  —    0.65  6' 

^^•^  =  +      31^36, 

+  35.37  a  —  11.62  6' 

=  +      54!92, 
+  13.10  6' 
=  —       17f60, 

94  (/„  +  13986  d  +  5376  e  +     15.41  a  +  300.87  6' 

=  +  11953?26, 
+  31619  rf  —  4890  c  —    42.72  a—    29.55  6' 

=  —      825^72, 
+  8253  e  +    99.55  a  +  1 49.30  6' 

=  +      850!37, 
+  106.72  tt—    32.01  6' 

=  +      834!72, 
+  205.05  6' 
=  —         10!58, 

erhält  man : 
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U^  a                    b'                      d                     e 

-+  1H«67,  —  4.6707,  +  1.9670,  —  0.02219,  +  0.00977 

+    94!24,  +1.HU,  —1.3435,  —0.01084,  +0.01703 

+  127^57,  +  7.8602,  —  0.0514,  —  0.01410,  +  0.00980. 

Mit  diesen  Werthen  der  Unbekannten  sind  die  beobachteten  ühr- 
corrcctionen  U  reducirt  worden  nach  der  Formel : 

U,  +  a.{t--t,]  +  b\{t-t,)'  +  d.(T-T,)i-e.{B-B,)-U=F', 

die  tlbrig  bleibenden  Fehler  F  findet  man  in  der  7.  Reihe  des 
Tableaus. 

Obige  dreiTemperaturcoöfficienten  zeigen  ein  ähnliches  Ver- 
halten wie  die  vier  aus  den  Gängen  gefundenen.  Die  Änn;)hme, 
dass  die  Einwirkung  der  Temperatur  auf  den  Gang  von  Dencker 
XII  sich  geändert  habe,  liesse  sich  stützen  durch  die  Thatsache, 
dass  das  anfangs  frische  Oel  sich  im  Laufe  der  vier  Jahre  verdickt 
hat;  man  könnte  auch  das  Zink  im  Pendel  verdächtigen.  In- 
dessen kommt  zu  der  Schwierigkeit,  einer  derartigen  zeitlichen 
Veränderung  Rechnung  zu  tragen,  noch  die,  bei  alledem  die  be- 
merkenswerthe  üebereinstimmung  der  Temperaturcoöfficienten 
des  Schwingungsbogens  zu  erklären.  Man  kann  wohl  besser  den 
Temperaturcoefficienten  des  Ganges  als  mit  grösserer  Unsicher- 
heit behaftet  ansehen ;  es  ergeben  sich  dann  die  ftlr  die  Uhrcor- 
rcctionen  endgiltigen  Werthe  des  Temperatur-  und  des  Raro- 
metercoöfficienten  am  geeignetsten,  indem  man  in  den  einzelnen 
Systemen  (U.)  die  Zeitglieder,  aus  der  4.  Gleichung  des  1 .  Systems 
noch  das  Temperaturglied  eliminirt  und  die  entsprechenden 
Gleichungen  zu  einander  äddirt;  man  erhält  aus: 

+  64199  d—    6746  e  =  —  1044*94 
-h  16336  e  =  +    196^52 

für  die  beiden  Unbekannten  die  Werthe : 

rf  =  —  0!01615,         e  =  +  0^01203. 

VII. 
Die  beiden  endgiltigen  Temperaturcoöfficienten  stimmen  ge- 
nügend überein ;  von  den  Rarometercoefficienten  liegen  die  drei 
aus  den  Uhrcorrectionen  gefundenen  weiter  auseinander,  als 
die  vier  aus  den  Gängen  der  einzelnen  Jahre  gefundenen ;  die 
letzteren  schliessen  aber  den  Mittelwerth  der  ersteren  ein  und 
man  kann  ohne  weiteres 

e  =  +  0!0110 
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als  definitiven  Barometercoöfficienten  für  das  Rostpendel  von 
Denoker  XII  ansehen. 

Ein  vollständiges  Zusammenfallen  der  beiden  C!o€fficienten- 
Systeme  ist,  trotzdem  dieselben  aus  den  gleichen  Beobachtungen 
berechnet  sind,  nicht  erforderlich,  da  man,  um  eine  Ganggleiohung 
aus  den  einschliessenden  Uhrstandgleichungen  zu  erhalten,  nach 
Subtraction  der  letzteren  voneinander,  noch  mit  der  Zwischen- 
zeit zu  dividiren  hat;  dies  kommt  aber  einer  Multiplication  mit 
vsrillkürlichen  Gewichten  gleich,  und  findet  auch  dann  noch 
Uebereinstimmung  statt,  so  ist  damit  Unabhängigkeit  der  Coeffi- 
cienten  von  diesen  Gewichten  bewiesen. 

Die  beiden  Uhrcorrectionscoef&cienten  zeigen  grössere  Un- 
sicherheit, als  die  des  Ganges;  der  Grund  dafür  liegt  in  der  hier 
vorgenommenen  Behandlung  der  Uhrcorrectionen;  systematische 
Unterschiede  dürften  nur  unerheblicher  Art  sein. 

Der  Gang  von  Dencker  XII  ist  nicht  ganz  derselbe  geblieben 
mit  der  Zeit;  die  Gangformel  giebt,  da  sie  den  ganzen  Zeitraum 
umfasst,  diese  Veränderung  am  besten;  nach  ihr  betrug  der 
mittlere  Gang: 

im  August  4883:  —  0!030 
im  Juli  4885:  +  0!045 
im  Juni       4887:  +  0?420. 

VIII. 

Eine  Vergleichungderübrigbleibenden  Gang- undStandfehler 
kann  man  dadurch  herbeiführen,  dass  man  aus  letzteren,  genau 
als  wären  sie  gegebene  Uhrcorrectionen,  tägliche  Gänge  ableitet 

Die  Uebereinstimmung  beider  Gangreihen  im  4 .  und  2.,  also 
den  kürzeren  der  Abschnitte,  in  welche  die  Reihe  der  Uhrstände 
getheilt  wurde,  ist  gestört  durch  die  unvermeidliche  Unsicherheit 
der  Zeitglieder;  sie  ist  nahe  vollständig  im  3.,  längsten  Abschnitte 
(4885  272J26—  4887  464?39). 

Die  mittlere  Gangunsicherheit  beträgt  nach  der  Ausgleichung 
der  Gänge  selbst:  =b  0:059,  nach  den  Uhrstandresten :  ±:  0^052; 
die  unbedeutende  Verbesserung  rührt  lediglich  davon  her,  dass 
die  eben  erwähnten  drei  Abschnitte  völlig  getrennt  voneinander 
ausgeglichen  wurden;  es  ist  dabei  unter  Anderem  einer  etwas 
grösseren  Veränderung  des  mittleren  Ganges  während  der  ersten 
beiden  Monate  Rechnung  getragen  worden. 


Ueber  den  Gang  der  Pendeluhr  Dencker  XII.  153 

Wie  Kaiser  (A.  N.  4  502)  beiHohwü  \  7  vergebens  nach  einem  Zu- 
sammenhange hervorsiechender  Abweichungen  in  Schwingungs- 
bogen  und  Gang  gesucht  hat,  so  vermochte  ich  auch  bei  Dencker 
XII  einen  solchen  nicht  klarzulegen ;  es  ist  nur  bemerkenswerth. 
dass  die  Zeiten  der  stärksten  Abweichungen,  in  Gang  1886  April 
24  —  Mai  6  (H  1?30  —  426H4),  in  Schwingungsbogen  April  26 
—  Mai  1 0,  einander  theilweise  decken. 

Die  Gangreste  überschreiten  nur  in  16  von  228  Zeitbestim- 
roungsintervallen  das  1 .  Zehntel  der  Zeitsecunde,  erreichen  aber 
nicht  das  zweite ;  ihre  Vertheilung  nach  Grösse  und  Vorzeichen 
ist  nicht  die  zufälliger  Fehler,  man  findet  vielfach  ausgesprochene 
Regelmassigkeit  im  Gange  der  Fehler;  dieselbe  gewinnt  aber  keine 
solche  Ausdehnung ,  dass  daraus  St^ndreste  von  grösserem  Be- 
trage als  3^  entstünden. 

Die  Kleinheit  dieser  Fehlergrenzen  berechtigt,  nach  den  bis 
jetzt  bekannt  gewordenen  Bearbeitungen  anderer,  in  den  glei- 
chen Verhältnissen  befindlicher  Uhren  zu  urtheilen,  zu  dem  Aus- 
spruchC)  dass  die  Uhr  Dencker  XII  zu  den  besten  ihrer  Art  gehört. 


W.   Scheibner,     Die    complexe   Multiplication    der    Theta- 
functionen. 

1)  Im  dritten  Bande  des  CRELLE'schen  Journals  haben  Abel 

(S.  481)  und  Jacobi  (S.  195)  fast  gleichzeitig  (nach  des  Heraus- 
gebers bezüglicher  Notiz  S.  160  am  12.  Februar  und  S.  192  am 
2.  April  1828)  die  Bemerkung  gemacht,  dass  für  gewisse  Werlhc 
des  Moduls  die  elliptische  Differentialgleichung 

dy  dx 

=  m  - 


algebraisch  integrabel  wird,  auch  wenn  der  Multiplicator  m  einen 

complexen  Werth  von  der  Form  a  +  ft  V  —  D  hat.  Zugleich 
gibt  Abel  die  Anwendung  seiner  Formeln  auf  die  früher  von 
Gauss  (disquis.  arithm.  Art.  335)  angekündigte  Lemniscatenthei- 
lung;  worüber  Gauss'  Werke  Bd.  111,  S.  403  fl.  und  die  Arbeiten 
von  Eisenstein  zu  vergleichen  sind.  In  Jacobi's  Nachlass  bezieht 
sich  der  Bd.  I  seiner  Werke  S.  491  — 96  publicirte,  nach  Wkier- 
STRASs'  Vermuthung  unmittelbar  nach  Vollendung  der  Funda- 
menta  entstandene,  Aufsatz  auf  die  complexe  Multiplication  der 
elliptischen  Functionen.  In  neuerer  Zeit  ist  namentlich  von 
Krön  ECKER  und  Hermite  eine  umfassende  Theorie  entwickelt 
worden,  welche  den  Mathematikern  vielfach  Stoff  zu  einschla- 
genden Untersuchungen  gegeben  hat  (als  neueste  grössere  Ar- 
beit erwähnen  wir  die  Abhandlung  von  Sylow  im  Jahrgang  1887 
des  LiouYiLLE^schen  Journals,  S.  109 — 254). 

Im  Folgenden  soll  gezeigt  werden,  wie  die  complexe  Multi- 
plication der  elliptischen  Thetafunctionen  sich  sehr  einfach  ab- 
leiten lässt,  wenn  man  zwei  quadratische  Gleichungen  mit  ein- 
ander verbindet,  welche  der  nämlichen  Irrationalität  entsprechen. 
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Wie  schon  Jacobi  in  seinen  Königsberger  Vorlesungen  her-  2) 
^orgehoben  hat,  bestimmt  die  doppelte  Functionalgleichung 

fu  =  Öf{u  +  7r)  =  cge'"*  f[u  +  hTt)  , 

wo  d*  =  €*  =  1   und  q  =  ef^^^  ,  die  vier  coordinirten  Theta- 

functionen  0t.{?/,  q)  bis  auf  einen  von  ?«  unabhängigen  Factor. 

In  der  Theorie  der  Transformation  werden  Thetafunctionen  in 

Beziehung  gesetzt,  deren  Argumente  q  =  e'^^*,  q'  =  e^'^*  durch 
die  Gleichungen 

verbunden  sind,  wo  die  Goefficienten  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Die  complexc  Multiplication  tritt  ein,  wenn  h=h!  oder  die  qua- 
dratische Gleichung 

erfüllt  ist.  Da  der  imaginäre  Theil  von  h  positiv  sein  muss,  da- 
mit q  einen  absoluten  Werth  q  <,  \  erhalte,  so  ist  vor  Allem  die 
Bedingung 

4  M  —  W)  -  (Ä:  +  /7  =  D  >  0 
*)  erforderlich,  und  man  bei^ommt 


Bestimmt  man  nun  m  durch  dio  quadratische  Gleichung 

in  welcher  a  und  b  ganze  reelle  positive  oder  negative  Zahlen 
bezeichnen,  so  nehmen  die  beiden  conjugirten  Wurzeln  die  dop- 
pelle complexe  Form  an 

m  =  a  +  bi  yD  =  a  -{-  ßh 

m'  =  a  —  bi  yD  =  a'  —  ßh 

a  =  a  +  b(k  --  t)  ,     a'  =  a  —  b{k  —  /')  j     ß  =  ^bl  , 
IN  =  /a»  -  (k  -  /')  aß  -  k' ß^  =  la'*  +  (k  —  /')  a'ß  -  k'ß* . 


*)  Man  sieht,  dass  D  =  0  oder  =  —  4   med  4  sein  muss. 
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Fttr  negative  Werthe  von  /  würden  m  und  m  mit  einander  zu 
verlauschen  sein :  übrigens  steht  Nichts  im  Wege,  das  Vorzeichen 
von  /  positiv  anzunehmen,  da  offenbar  die  Vorzeichen  der  vier 
Zahlen  klk'  l'  gleichzeitig  umgekehrt  werden  dürfen.  Wir  wollen 
ferner  der  Kürze  halber  voraussetzen,  dass  a  und  ß  relative 
Primzahlen  seien,  wodurch  die  Norm  N  =  mm'  ungerade  wird. 

3)  Betrachten  wir  jetzt  die  Function 

fu  =  e      t'»^     //   ©^      ^;      ,    q]   , 

so  genügt  dieselbe  zunächst  der  Bedingung  fu  =  d/*(ti-f-^)- 
Denn 


fu  ^  m  '       ^  m 


wo 

W  H ^  ^  M ^ 7C 

= \-  ni  7c  . 

m  m 

Da  nun  für  du  =  {k  +  Ih)  ti 

0^(tt)  =  ö^eYe*^'**  0^(u  +  du)  , 
so  erhält  der  Quotient  der  beiden  Thetafunctionen  den  Werth 

9  A  A 

weil  /i?  gerade,  also  a  ungerade  und  m'  -^  ßh  =  a'  wird. 

In  analoger  Weise  ergeben  sich  die  Werthe  der  Quotienten 

fu 
fju  +  mhjt)  _    -,W(tu-HmÄ7r)Ai  ^N^-N'*^^^ 

fu  ~^  e  9      e 
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weil 

mh=(a  +  ßh)h  =  [a'  +  2b(k  —  /')  +  26/A}  h  =  a'h  +  ibk' . 

Man  hat  aber 

f(u  +  mn)  =  f[u  +  an:  4-  ßkn)  =  d"f(u  +  ßhjt) 
f(u  +  mhit)  =  f{u  +  ibk'Tt  +  a'hn)  =  f[u  +  a'hn)  , 

folglich 

fu  =  qß^^P'^'fiu  +  /i?Ä7r)  =  €q'''\*'''''' f(u  +  «'Att)  . 

Bestimmt  man  nun,  da  a'  und  ß  ohne  gemeinsohaftlichen 
Theiler  vorausgesetzt  worden,  zwei  ganze  Zahlen  ju  und  ju'  so, 
dass  ^a'  +  jti'/!^  =  1 ,  so  folgt  nicht  allein,  dass 

fu  =  7^*' V*  e*f*'ß^^f{u+^i'ßhfr)  =6'*g^**''%*^«'«7(ii+|ua'A/r)  , 
sondern  auch 

Damit  ist  das  Stattfinden  der  für  Q^u  gültigen  Functional-  4) 
gleichung  erwiesen  und  man  erhüH 

2 

oder 

1  blmu  % 


At^..    ^\_. n—  TT  ä=,fi..    .    P5 

m 


CgQUmu,  q]r=e       "      JJ  0^u  +  f^,q) 


tblmui  i 


=  e        " 


eS.£eJ(.+f)eJ(„-E^). 


wo  die  Constante  C^  für  w  =  0  durch 

ausgedrückt  werden  kann.   Für  d  =  £  —  4  ergibt  sich 
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5)  Macht  man  die  Voraussetzung,  dass  in  dem  Ausdrucke 

k'N  =  A'a«  -  (k  -  /')  aß'  -  Iß'^  ,     a  und  ß'  =%bk 

keinen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen,  so  lässt  sich   eine 
ganz  ahnliche  Rechnung  für  die  Function 

fu  =  e    ^^     IIq's( ^  .   9} 

2 

durchfahren.   Man  findet  zunächst 

wo  die  Argumente  der  beiden  Thetafunctionen  sich  um 

m'hjr  =  {ah  —  ß')jv 

unterscheiden.     Mithin  wird  ihr  Verhaltniss 

— —  c     ö  tf'  -        c  C?  CJ 


-^(ttt+Ä7r)i 

=  ei 
und 


Ferner  erhält  man  eben  so  wie  oben 


f[u  +  m7t)  _  jg-/!^(itt+Ä7r)i 

f[u+  mhn)  _  ^^«a'(«wi  +  a'Ä7r)i 
fu 


Da  nun 
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f{u  +  mit)  =  f(u  +  a7C+ßh7i:)  =  / q-ß*  e'^ß'^'  f(u  +  utt) 

f{u  +  mhjt)  =/'(m  +/!?'7r  +a'A'/r)=  e«'9-"«'%"-'«'*'7(M4./J'7r) 

so  folgt 

f{u  4-  cc7v)  =  dfu     und     f(u  +  /I^'/r)  =  fu  . 

Macht  man  jetzt  wieder  /la  +  /^'/^  =  V?   da  a  und  ß'  relative 
Primzahlen  sein  sollen,  so  wird 

fu  =  6i'f{u  +  (^a  +  fi'ß')  7t}  =  df(u  +  7t)  . 

Man  schliesst  daraus,  dass  6) 

^-1 


iblui      2 


C  Gu  =  e     *'"^ 

_7 

2 


JJ    QjU  +  phTt. 


oder 

C'GUfnu,q)=e        ^     JJeUu  +  ^,q) 


1  blmu  i 


m 


iblmui  2 


nebst 

mit  Ausnahme  des  Falles  d  =  e  =  —  4  ,  wo  wiederum 

% 

Von  Interesse  sind  die  beiden  speeiellen  Falle,  in  denen  7\ 
A:  —  /' ,  oder  a  verschwinden,  weil  alsdann  resp.  A  und  r/i  rein 
imaginär  werden.   Wenn  /'  =  Ä*,  so  ergibt  sich 

A  =  ^,     Z)  =  — 4ZÄ',     also    />0,i'<0, 

Ar  — /Ä'  =  A-«  +  |/>,     q  =  e        ^    m  =  a  +  ibiV^lk\ 
und  a  relativ  prim  lyx'ibl  resp.  ibk\ 
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Der  Fall  a  =  0  dagegen  gibt 

folglich  6  =  dz  1  ,  und  k  —  t  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
mit  resp.  %l  oder  SÄ'.   Ferner  wird 

A^  =  D  =  4n  ~  4  ,      dr  w  =  j}/^  =  *-  —  /'  4.  2/Ä 


oder 


p/Ti 


wo 


C0;i(«)/D)=e-     '^      J7@^{(„  +  ^),} 


Ebenso  erhält  man 


jy-i 


phTt] 

V 

nebst 


C'(^'i[uyD)  =  e-     -      ^ö^|(„+^^),| 


^!l=1  a'-, 

2 


8)  Für  /:'  +  /=  0  wird  die  Norm  von  A  der  Einheit  gleich. 

Als  einfachste  Beispiele  kann  man  die  Fälle  betrachten,  in  denen 

ni  ni  inj 

A  =  e*,     A  =  c'     und    A  =  e  *    , 

wo  also  A  einer  vierten,  sechsten  und  dritten  Wurxel  der  Ein- 
heit gleich  wird.  Der  erste  dieser  Falle  führt  bekanntlich  auf 
die  Theilung  der  Lemniscate.  Man  leitet  für  die  vorstehenden 
Werthe  die  folgenden  Sätze  ab. 

4)  Für  Ä:  =  0  ,  1=  \  ,  A'  =  —  4  ,  /'  =  0  findet  man 
D  =  4  ,  A  =  t  =  e^^   ,    q  =  e"^  , 
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so  dass  die  complexe  Zahl  m  keinen  reellen  Theiler  haben  darf. 
Zugleich  wird  A  =  a*  +  4  6*  =  a*  +  /t^*  =  1  mod  4 ; 

a  bmu  i 


m 


ibmu  t 


2)  Für  t  =  0  ,  /  =  1  ,  fc'  =  —  1  ,  l'  =  \  wird 

mithin  sind  a  und  b  relative  Primzahlen  von  ungerader  Summe, 
während  A  =  a*  +  36*  =  a*  +  «/?  +  /?*  ungerade; 

a  bmu  i 

Q(mu  ,  le     ^^)  ■=  ce  11  G  u  +^-—  y  le      '^\ 


m 


t  bmui 


m 
3)  Für  ft  =  0  ,  ;  =  1  ,  *'  =  —  1  ,  r  =  —  <  wrd 

m  =  a  -{-  6ry3  =  a  +  /!?e^^  *  ,    a  =  a  +  6  ,    a'  =  a  —  6  , 

/?  =  26,  i^'  =  -  26, 

d.  h.  a  und  6  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler,  während  ab  gerade 
und  die  Norm  .V  =  a*  +  36*  =  a*  —  ^aß  -\-  ß*  ungerade; 

ibmui 

0  :m  M  ,  —  e      ^^)  z=  ce  11  0  m  +  ^—  ^  -r  ß 


m 
m 


ib     '' 


=  ce  -/x0;w+-^- — ^      j-^  • 


.  Uebrigens  gehen  2)  und  3)   durch  Umkehr  der  Vorzeichen 

Malh.-phys.  Classe  l^SS.  \  \ 
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von  b  und  /  in  einander  über.  Auch  ttberzeugt  man  sich  leicht^ 
dass  jede  durch  eine  reelle  Zahl  untheilbare  complexe  Zahl 

a  -\-  ße  und  a  +  /?e  durch  Multiplication  mit  einer 
sechsten  Einheitswurzel  auf  die  Form  a  +  biyS  gebracht  wer- 
den kann.  In  der  That  ist  (analog  wie  bei  den  ungeraden  com- 
plexen  Zahlen  von  der  Form  a  +  ßi)  unter  den  associirteo 
Zahlen  von  gleicher  Norm  stets  eine  primäre,  für  welche 
m  ^  I  oder  m  ^  zh  \  -\-  2h  mod  4.  Dass  das  Product  solcher 
Zahlen  'nach  Gauss'  Forderung  in  der  r^theoria  resid,  hiquadr.^ 
Art.  36),  und  zwar  bei  beliebiger  Wahl  des  doppelten  Vorzeichens, 
wiederum  primär  ist,  lehrt  die  Gleichung 

(c  +  ßh)  ;o,  +  ß,K  =  «a,  +  A'f -f  (a/tf.  +  a,/?  -  [h  -  rf-^}h  . 


SITZUNG  AM  II.  JUNI  1888. 

C.  Neumann,  lieber  das  Verhalten  der  Green!schen  Function 
an  der  Grenze  ihres  Gebietes.  *) 

Ist  in  der  a:y- Ebene  ein  Gebiet  3  gegeben,  begrenzt  von 
einer  in  sich  zurücklaufenden  Curve,  und  ist  ferner  innerhalb  3 
ein  fester  Punkt  (a,6)  gegeben,  so  wird  die  diesem  Punkte  (a,  b) 
entsprechende  GREE^Vsche  Function  U  =  U{x,  y)  als  diejenige 
zu  bezeichnen  sein,  welche  in  ganzer  Erstreckung  von  3  eindeutig 
und  stetig  ist,  welche  femer  innerhalb  3,  sammt  ihren  ersten 
und  zweiten  Ableitungen  nach  cc,  «/,  stetig  und  der  Gleichung 
^  U  =  0  entsprechend  ist,  und  welche  endlich  am  Rande  von  3 

gleichwertig  ist  mit  log  -7,  wo  r  den  vom  Punkte  (a,  b)  nach 

dem  Rande  hinlaufenden  Radiusvector  vorstellt.  Oder  ktlrzer 
ausgedrückt:  Sie  wird  zu  bezeichnen  sein  als  diejenige  Funda- 
mentalfunction  des  Gebietes  3,  welche  am  Rande  von  3  die  so- 

4 
eben  genannten  Werthe  log  —  besitzt.   Setzt  man  also 

fl  =  -  (tf  +  logr), 

und  versteht  man  dabei  unter  U  den  Werth  der  Function  U  in 
einem  beliebigen  Punkte  (ir,  y),  femer  unter  r  den  Abstand  dieses 
Punktes  (o;,  y)  vom  festen  Punkte  (a,  6),  so  wird  ß  eine  Function 
von  (x,  y)  sein,  welche  am  Rande  von  3  überall  verschwindet, 
welche  femer  in  jedwedem  Punkte  innerhalb  3  grösser  als  0, 
und  speciell  im  Punkte  (a,  b)  positiv  unendlich  ist. 


1)  Eingereicht  während  der  Sitzung. 


1 
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Bezeichnet  nun  v  die  innere  Normale  der  Randeune,  so 

lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  der  Differentialquotient        ,  falls  er 

tlberhaupt  existirt,  längs  des  Randes  durchweg  positiv  ist.  Ebenso 
lässt  sich  ohne  besondere  Mühe  nachweisen,  dass  dieser  Differen- 
tialquotient  niemals  in  sämmtlichen  Punkten  eines  Randelementes 
verschwinden  kann,  wie  klein  das  Element  auch  sein  möge. 

Ob  aber  dieser  Differentialquotient  -^-^  nicht  in  einseinen 

Punkten  des  Randes  verschwinden  könne  —  diese  Fräste  scheint 
bisher  noch  niemals  in  Angriff  genommen,  und  tlberhaupt  mit 
grossen  Schwierigkeiten  verbunden  zu  sein.  Um  so  mehr  dürfte 
es  gerechtfertigt  sein,  wenn  ich  die  Resultate,  zu  denen  ich  in 
dieser  Beziehung  —  allerdings  unter  sehr  starker  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  —  gelangt  bin,  hier  in 
Kürze  mitzutheilen  mir  erlaube. 

Die  Randcurve  des  Gebietes  3  sei  von  Hause  aus  gegeben 
durch  zwei  simultane  Gleichungen: 

Sodann  aber  mag  nachträglich,  an  Stelle  der  independenlen  Va- 
riable /,  die  Bogenlänge  a  eingeführt,  und  die  so  entstehende 
neue  Gestalt  der  beiden  Gleichungen  mit 

|  =  5;a),      ,?  =  ®(ff) 

bezeichnet  sein.     Ueberdies  mag  gesetzt  sein : 

j  -  =  cos  ö  ,        T-*^  =  sm  6^ : 
da  'da 

so. dass  also  0  das  Azimuth  der  die  Randeune  im  Punkte  i|,  ij' 
berührenden  Tangente  vorstellt.  Dann  lautet  das  von  mir  über 

—  erhaltene  Resultat  folgendermassen  : 

Erster  Satz,  —  Sind  die  Gi^üssen  6,  -r-  und  -r-i  stetige 

'  da  da^  ^ 

Functionen  der  Bogenlänge  a,  und  ist  überdies  der  Werth  voti 

-—   überall  ^  0  ,    äo    wird   der  Differentialquotient    -r^  am 

Hände  überall  existiren,  lüngs  des  Pandes  überall  stetig 
sein,  und  zugleich  auch  längs  des  Randes  überall  >•  k  sein,  tvo  k 
eine  bestimmt  angebbare,  positive  und  von  0  verschiedetie  Con- 
stante  vorstellt. 
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Um  diese  ConstaDte  A*  naher  angeben  zu  können,  bezeichne 
man  den  kleinsten  Krümmungsradius  der  gegebenen  Randcur\'e 
mit  Rj  ferner  den  kleinsten  Abstand  des  gegebenen  Punktes 
(o,  b]  von  dieser  Curve  mit  2P,  und  verstehe  sodann  unter  A 
irgend  eine  bestimmte  positive  und  von  0  verschiedene  Con- 
stante,  die  <^  R,  und  zugleich  auch  <Ci  P  ist.  Sodann  lasse  man 
auf  der  Innern  Seite  der  Randcurve  einen  Kreis  vom  Radius  A 
fortrollen,  und  denke  sich  diesen  Kreis  in  jedem  Augenblicke 
der  genannten  Bewegung  in  zwei  Halbkreise  zerlegt  mittelst 
eines  Durchmessers,  welcher  senkrecht  steht  zu  dem  nach  dem 

r 

augenblicklichen  Berührungspunkte  hinlaufenden  Radius.  Der 
dem  BeriXhrunsLspuukie  abgewendete  Halbkreis  wird  alsdann  wäh- 
rend jener  rollenden  Bewegung  eine  gewisse  ringförmige  Flüche 
überstreichen,  die  vom  Rande  des  Gebietes  3  überall  durch 
einen  Zwischenraum  getrennt  ist.  Bezeichnet  nun  Q^  den  kleinsten 
Werth  der  Function  ß  in  Erstreckung  dieser  ringförmigen  Fläche, 
so  hat  jene  Constante  k  den  Werth: 

k  =  J^  .         (25.  Mai  1888.^ 

Auch  was  in  dem  hingestellten  Satze  über  die  Stetigkeit  von 
—  gesagt  wurde,  ist  einer  genaueren  Darstellung  fähig.   Dabei 

erscheint  es  gut,  an  Stelle  von  -r—  den  Differentialquotienten 

-r-,  oder  noch  besser,  die  partiellen  Ableitungen  ^--  und  r:- 

dv  y         r  ^       dx  by 

ins  Auge  zu  fassen.  Die  betreffenden  Sätze  lauten  alsdann  folgen- 
dermassen : 

Zweiter  Satz.  —  Macht  man  dieselben  Voraussetzungen  wie 
im  ersten  Satze,  so  existiren  stets  zwei  Functionen 

l\  =  L\  {x',  y)    und     U^  =  L\  [x,  y)  , 

welche,  ebenso  wie  [7,  Fundamentalfunctionen  des  Gebietes  3, 
und  welche  überdies  der  Art  beschaffen  sind,  dass  für  jedweden 
Punkt  (x,  y]  innerhalb  3  die  Formeln  stattfinden: 

bU  ,     bU 

- —  =  [7     und    -r—  =  CT,  . 

öj  *  hy  ^ 

Dieser  Satz,  durch  welchen  das  Verhalten  der  Ableitungen 

r —  und  -r— bei  einer  Annäherunfi  an  den  Rand  in  ebenso  scharfer 

ox  by  ^ 
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wie  anschaulicher  Weise  dargelegt  ist,  führt  bei  seiner  weiteren 
Entwickelung  zu  folgendem  Resultate: 

Dritter  Satz.  —  Bezeichnet  man  die  Polarcoordinaten  irgend 
eines  Punktes  [x\  y)  in  Bezug  auf  irgend  einen  andern  Punkt 

(o;,  y]  mit  r,  /  : 

X'  =  iT  +  7'  COS  y  , 

rj  =  2/  +  r  sin  y  , 

und  bezeichnet  man  femer  die  Werlhe  der  in  Rede  stehenden 
Functionen  t/,  f/,,  L\  in  jenen  beiden  Punkten  [x.  y  und  (x.  y 
respective  mit  ü^  L'j,  L\  und  f/',  U[^  U^,  so  wird  man.  falls  dem 
Punkte  {Xj  y)  innerhalb  0  oder  am  Rande  von  3>  eine  bestimmte 
feste  Lage  gegeben  ist,  und  falls  überdies  irgend  ein  Kleinheits- 
grad B  gegeben  ist,  um  diesen  Punkt  \x,  ly),  als  Centrum,  stets 
eine  Kreisperipherie  von  solcher  Kleinheit  beschreiben  können, 
dass  für  alle  zu  3  gehörigen*),  und  innerhalb  dieser  Peripherie 
befindlichen  Punkte  {x\  y]  die  Formel  stattfindet 

abs  j ; [U^  cos  y  +  U^  sin  /))<«• 

An  diesen  letzten  Satz  schliesst  sich  endlich  mit  ziemlicher 
Leichtigkeit  folgender  an : 

Vierter  Satz.  —  Führt  man,  ausser  den  Functionen  L',  l\.  l\, 
noch  eine  neue  Function  V  =  K(.t,  y]  ein,  mittelst  der  Formel: 

V=flu,dy-  L\dx), 

sroyo 

die  Integrationscurve  auf  d  beschrUnkt  gedacht,  und  setzt  man 
sodann : 

x  +  iy  =  z     und     U  +  i  V  =  W  ,     {/  =  l'^^]  . 

so  wird  man,  falls  innerhalb  3  oder  am  Rande  von  <>  irgend  ein 
Punkt  5  markirt  ist,  und  falls  überdies  irgend  ein  Kleinheitsgrad  e 
gegeben  ist,  um  diesen  Punkt  r-,  als  Centrum,  stets  eine  Kreis- 
peripherie von  solcher  Kleinheit  beschreiben  können,  dass  für 
alle  zu  3  gehörigen  und  innerhalb  dieser  Peripherie  liegenden 
Punkte  3'  die  Formel  stattfindet: 

/  IV'  —  W  \ 


mod 


\)  Unter  den  su  3  gehörigen  Punkten  sind  sömmtUche  Punkte  dieses 
Gebietes  3  zu  verstehen,  einerlei  ob  sie  innerhalb  3.  oder  am  Rande  von 
3  sich  befinden. 


